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$��� ��%����� %������"�N1 )�� ������ ��" ������ ����������� ��9����" �� ����� � ����"

�%����%� ���$�� ���%��"��� ������%��� ��" �������� �� ��������! ��� "���%��" �� B��� &54�
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)�� "��%������ �� ����" �%����%� ��� ��%������ ���� �����%� �� ��� %�����$�����

%��"������ =� �������� �� �������� ��� %�����$����� %��%��� ���� ��� "�������" �������

��"��"��� ���%� $� ����� ��%������� ;;%���'' ��" %����" ;;����'' �� 9���� ��%��������� ���� ���

������ ���������� �� ������%���� )�� ����" �%����%� "��%������� �� ����� ���"�� ���

�%7�����"��" ��� �-�����%� �� ��� ��� )�� �� �� ����� ����%���"� $�� ��������� ���"�

��" ��� $��� %������" ���� %���������� =� ��� ����� $��� �"�9������ ������%��" �� ��"��5

����"� &�����7 �� ���1 ���� ������%��" ��" ������" ��� �� �� ������%���� "��%���� ��������� ��"

"����� �����<������ )�� �������%� �� ��� %�����$����� %��%��� %����� $� ���������"�

D������ ��� �� ��� ����" �%����%� "��%������ ����" "��������� ���� � ��� "���������

�������� %������ ���� %���" $� %�����" �� ��������� �%����%� ��" ������" �������%��

)�� %�����$����� %��%��� �7�� ����" �%����%� � ������%� "��%������ ���� �� ���%��%�" ��

"�%����� ��" ����"�%����� ������ �� �%�"��� ��" �� ����� ������%� %������ ���������� ���

����"� )�� ���$�� �� ����" �%����%� ��� �����" "������ ��� �������� ���� �����%� �� ���

���  � ������%��� �������� ��� �$�����" $� ����� ��� ���������� %�������" �� ��� �����5

9������ ������� �� ��� ��� "����� ��" �7�������� ���������� ��� ������ 9������� )�� ��"�����

�� ��%� � �������� "����"�" �� ��� %����-��� �� ��� ���$���@ A�7������ ��� �������� ��

�������� ���$�� ��� �����" $� ����������� ��� �9����$��� �9������� ����� $��������

��� �� ��� %�����$����� %��"������  ���'� $�� �������� ��� ��������� $�%���� ��� �� ���

$������"� )�"������'� ����7 �� 9����" �� ��� ����������
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)�� %��%���� ���" �� ����� �������� �� �������� ���$��� ��� �������" ��-��  ����� �����

�� ������" �� ���������� ��� ����%������ � � �� ����� ���� �������� ������� �� ���� $���� ����

� ����� ���$���!0� )�� ����� ������ �� B��� &5�! �� ����$��" ��� �� ��� ����� $��� ���� �����
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��" �� )�� $��� ��� �����" �� ��"�� 0� �� ��" 4� )�� ���� ��"� 0

�� ��$F�%��" �� � ���" ���� %�������� �� ��" ��� =� �� ��9����" �� %��%����� ��� ��������

%��������� �� ��� $�� ���%�� %0 ��" %� ��" ��� ��"�� "�����%����� $ ��" !� )�� ����� �� %����"

"��������� $�%���� ��� ��$�� �� ���%� ��" "�����%���� �����$��� �� ��� ���� ���� )��

%��%���� ��� "��%��$�" ����� ��� "��������� �������� ��" ���� �-���"�" �� ��"���������

���������

� ;;=�������  ""����� ��" �����%����� )�� �������� �� ��� ���$��� ��������" �� ��� ���� ���  ���%��� ���� �����?
�� ��� �����"� $��� �����"?�� ��� ��������� �� � ����� $� ��� ����  �������� *����� ��$�����" �� � ������ �� ���
�������  ���%������� = ��� �$������ �������?���� ��� �������� �� ��� ����%��� ��" ��������� �� ��� B������ ��
�����"� %������"?���� ���� %����� $� �%%����" �� ���� ���������� �����%� �� ���� "� ��� ������� ��� �������
�9������� �02�! �� O 4�4 K���� ���� ��� �9������� �� 9������� ��� ��� %�����$����� %��"������L� =� �� ������� �� ����
���� ���� �����" $� ��������" �� � ������� �� ��� ���"���� ������� ��� ����"���� ��" %����������� ���� ����� ��
%������� � �������� ���%� ��������� %�������� ��� ��� $���"��� %��"������� ������� ���������� ��� ���"������
%��"����� �� ������ K���� ���� ��� %��"����� �� 9������� �� ��� %�����$����� %��"�����L� ��" ���%� �� ��������� ��
%����� ��� � �������� �� ����'' )�"������� =� 	 ,������ �� �#� -#���� �� .��������� ��� �#� �������# �� ���������� �./
��$��"��� ��$��"�� ���������� &����� 0112� 0@14�
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��� ���������
���� ��� ���" I�J ��" ��� �������� $�� ���%� I%J ��� ���%� 9���������� ��� ���� ������

"�������� ���� %����������� )�� ���� %��������� �� �������� �� �������� �� ��� ���� F���

��� ����� �� � ��%���� )�� �""������� "��������� ���� %���������3 ��� �� �������� ��

������%��� ��" �� ��� $� ���������� )��� ��-�$��7 ������� � ������" ���� %���������� ���%�

��"�%�� ��� $��"�� ����%����� �� %������%���� ��� $��"��� ���� ��" ����� ���%� "������

�� � $���

�������� ������� ����
B��%� $����%� ����"� ��� �9����$��� �9������� )�� ��� �� �� ��� ����� ��� ����- ��������

K/LI%J � I�J! ��� �����" �� "������� ��� ��� $�� ���%��� )�� �������� �� ��� �� ��
������ �%���� ��� �������� �� �������� ��-�$��7�� ��%��"��� ���� ��� �� ������" �������

����� �� ������� ������� �����

��7�'� ��� �� �"F����" �� �$���� ��� B+* ���� ������� $�� "���������� �0 ��" �� �� $��
���%�� %0 ��" %� ������� ��� ���-�$����� ����- K0L �� I�J � K0LI%J� )�� �������� �� B+*
�� �$��� ��� ��� �� ��� ��-�$��7��

�� ������� �!"�������� ������� �����
)�� ++*� ���%� ���7� $�� "���������� �0 ��" �� �� ��"�� "�����%����� 10 � $ ��"
1� � !� �� ������ �$�����" $� ����������� ��� �9����$��� ����- �K/L- ! �� I�J � K/L-I1J!�
�������� �� "�����%���� ��� ��� ++* ��9����� � ������� %��%������� $�%���� ����%���� K/L ��

� ������ ���������� ����-� )�� ++* �� ����"�"� ������� ���" ��� ������<�"� �� ���

����"��" ��-�$��7�� =�����"� "�����%���� �� %��%�����" ������ $� ����� � ������%�� ���%�"���

���� B��� &5�! �� $� �������� �� ������ ������� )�� %���������� �� ��� ++* �� ��� ������

"�����%���� �������� �� ������%���� )��� 7�� �������� ���"� ��"� �����%����� �� ������%���� ��� ��

�� ��� ���" �� �������� �� ��������� =�� ������ %�� �7� "�����%���� %��������� %��%��5

����� )�� ������" ������ %��%������ "�����%���� ��� ��� ++*� )�� �������� �� ���$���
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���� ������� "���������� $�%��� ��������������"� )�-�$��7� ������ ����" �� "����� ���

�������� �� ������� "��������� $�%���� �� ���������� ��" �������� �� ��������� ����%�����

�� "��������� ����%������

 ������� �� "��������� ����%���� $�%��� ��������������" ������� � ����������� �����5

%����� �� ��� ����� ���� �� $���% �9�������/ �9����$��� �9������� ���%� "��������� ���������

��" "��������� "�����%���� ���������

������
������ ��������

�����"�� ��-� � �����5$�� ����� �$�����" $� �""��� ��� ����" $�� ������ �� B��� &53! ���� ����
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�� ��� ���5$�� ����� �� "���%��" �� B��� &52� )�� ��$�� �� "�����%����

�����$��� $ ��" ! ������" ��� ��� �$���� � � �! $������ ��� ��� �������� $�� ��� ��$��
�� $�� ���%�� %0� %�� ��" %4 ��%�����" �� ����� �� � 4! ��� ����  � ��"��������� ����%����
�� �$�����" ���� � �� $����� ���� � ��" ����� "�������%� � � �� � � 0 ���������� ��� "�����
�� ��"�������%�� ���� )�� ����%����� "��%����" ��� "��������� ����%����� ��� �-���"�" ��

�$���� ��"��������� ���������

��� ���������
)�� ���� %��������� �� ��� %�����" $������ "��������� ��" ��"��������� ��������� )��

�9����$��� %��%��� ������ ��� ���� 
������� ��� �� ����- K/L �� �-���"�" �� �%%�5

�"��� ��� ����" $�� ���%� %4� =� $�%��� � �
 4 ��%�������� ����- K/L ���� ��� ���� ��"
����� %������ ��" �� %����� $� �����" ��� ��� ����� $�� ���%���  ����" �9������ �� ��9����"/

��� %�����$����� %��"������ )�� �� �� ���� ������" ������ �� ������� �� K LK0LI%J � I�J�
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�K/LI%J � I�J! ��" ��� �� �K LK0LI%J � I�J! ����"� ��� ���%� �����$��� +�����%���� ��
$�%75%��%�����" ��� ��� ���%� "��������� ��" ��� "��������� "�����%���� ��������� )���

"���%� ���%� "����������� ���������� �� %����" ��� ���������" ���%� ����" �=BC!� ��%� �

����" ��� ���� ���������" $� C�%������ ��" A���'� ����7 �� 9����" �� ��� ���������

���"�����& '���( )�*
)�� ����- K L �� ��������" ��� ��� "��������� "�����%���� �������� I�J � K/L-I1J� )��
++* ������� ����� �� � 4! $�� "���������� �0� ��� ��" �4 �� ��� �� � �! "�����%�����
10 � $ ��" 1� � !� ���������� ��� ��� "�����%����� ����"� ��� �� � �� � � 0! %����5
�$����� %��"����� K LI�J � I�J ���� ��� � 
 � ����� 0
 4! %�����%���� ����- K L� )��
%�����$����� ���������� ���%�"��� �� ��������� �� �����5E�����'� ������ ���������� ��

������%����

+��������� �� ��"��������� ���$��� �� �������� �� ������� %�� $� �����" $� ��������

���� ����� �� �9������/

0� �9����$��� �9������/ K/LI%J � I�J
�� +��������� "�����%���� ��������/ I�J � K/L)I1J
4� ������$����� %��"�����/ K LI�J � I�J
�� B��%� "��������� ��������/ I�J � K0LI%J

B�� "��������� ���$��� ��� %�����$����� %��"����� "���������� �� �� �"������

K9L� K9L � K�L� ��" �� �� ��� ��9����"� ����� ��� �������� ����� ���� �� �9������� �7��
��� �������� ���%��� ����� ��" ��������������"� )��"������� �������� �� �������� ����"�

����� ��� �9����$��� �9������� ��" ��� ���%� "��������� �������� $�� �������� ���

"��������� "�����%���� �������� ��" ��� %�����$����� %��"������ )��� ���%�"��� �7��

�������� �$�%��� ��" %�� "����"� �������� ��"����� ����%����� ��� %����- ����" �%����%�

���$����@ �������� �� �������� ��������� "������ �������� ���� �����%� �� ��� %����5

�$����� %��"������ ���������" $�� ���� ������� ��� ��"���%� ����"�/ ��� ��������� ����" ��"

��� ��"��"��� ���%� ����"� =� ��%� ����"� ���%� ���� "�������� �����$�� �� "�����! �� ���

��� ������ ��7����M �� �� $�%75%��%�����"�

��������� ������

)�� ��������� ����" %����"��� "�����%���� �� ��� ������ ��7����� B�� ��� �����5$�� �����

�-����� ����� ��� ��� ��7���� "�����%����� $ ��" !� )�� �9����$��� �9������� ���

������$��� )�� ��� ��� ���� �-������" �� ���� �� ��� ��� "�����%������ ����" � ��� �� ���

��������� �9������� K2LI1J � I�J ���� � �
 � ������%�� ��������� ����- K2L� �������� ��
��� ��������� �9������� ����"� ��� ��� "�����%������ ��� ���%� ��� $�� ���%�� I%J %�� $�

� ;;=� �� �����$�� $� ��7��� �%%���� �� ����� ��������� K��� %�����$����� %��"������L �� �$���� � %������ ����� ��
�9������� ���%� ��� $� ��������" $� ������ %��������� ��" ���� ��� ��� �� ���� ��� � "���%� "����������� �� ������
������� ��� ������"���� ����� �� ������ ��" ������� "����������� �9������� �� "������� ��� %�������� ��
"�����%������'' A����  � �� 
� 	 -������� �� �#� ���#�������� -#���� �� .���������� �./ ��$��"��� ��$��"��
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������� "�����%����� �� ���������� ����"�
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� ������

)�� ��"��"��� ���%� ����" %����"��� ��"��"��� ���%� �� ��� ������ ��7����� B��

�-����� ��� $�� �� ��� �����5$�� ����� �� ;;%��'' �� �$���� �� ��-������ ���5$�� "���������

����� �� ����� �� B��� &5>� +��������� �������� ����"� ��� "�����%���� �� �� ��� %��

$�%���� �� ��� ������" ���"� )�� �������� ���%��� �� �������" ��� � ��%������� ���" 3� �������"

�� �� ��� ��"��"��� ���%�� �� ���%� �� ��� ����" $��M ��" ��� "�����%���� �3 �� ��� %�� ��

�$�����" �� ���� �� ��� ��"��"��� ���%� 3� ��%���� ��� �����%�� ����� ��� �� ���� %��� ���

;;���'' �� %����" ��� ��3 � �!� ��" ���� ����"� ��� ����� �� ��� ��"��"��� ���%�� )��
�������� ��� ��� ��"��������� �����5$�� ����� �� �$�����" �� ��� �������� �� ��� "���������

����%���� ��$F�%��" �� ��� ���"�/ ��� ����� �-������ ���" � ��" � 7���� ��"��"��� ���%� 3�

G�������<����� �� ��� ���%�"��� $�%�� ��� ��"��"��� ���%� ����"� ���%� ��� ������� ��

��� "��� �� %������5�������" ��������� ���������� ��� ��� ���%��%�� �������� ��� ��"��"���

���%� ����" ��� "���������" $�%���� �� ��� %�$����� ��" ��" �����" �%���� )���

����" %�� $� "�����" ��� ��� ���������" ���%� ����" �=BC! ���� ��� �����������

����
 �������

)�� ����� ����"� ���� ���� $��� ��������"/ ��� ��$��" ����" ��" ��� ����� �����������

)�� ��$��" ����" %����"��� ���%� ��" "�����%���� �� ��� ����������� ��7������ )��

����� ���������� %����"��� ���%�� "�����%����� ��" "��������� �� ��� ������ �����$����

B�� ��� ��7� �� %���������� ��� �������� ����"� ��� �����" �� )�$�� &50�  ���������� %��

���� $� "�����" ��� � ����������� ���%������ �����" �� ��� ���� %�����  � ��"�����"����

���"��� �� ��� �-��%��" �� %�������" ��� ��� ���������� %�������" �� )�$�� &50� B�� �

�������� �� �������� ���$�� ��� %��%������� �� ��� ������ �����$��� ��%� �� ���%� �� =BC

��� "�����%���� �� ��� ��������� ����"!� �� %����� ��� $��7 �� ��� %��%�������� ��%75

%��%������� �� ����� �����$��� ��� ��� ������ ��7���� ��9����� � ���� ���%���� �� ���

%����������� ������� )��������� ��� ���%� ����" ��� =BC! ��" ��� "�����%���� ��� �����5

����! ����" ��� ��� ��� ������� ����"� �� ��������� )�� ��$��" ����" ��" ��� �����

���������� �� ��� $� ����%���� ��" ��� ���"� ���"�

)�� ���%� �� � ���� ����� ����� �� "��������� �� ��� %�����$����� %��"����� ��

�7��%��" �� B��� &51� )�� %�����$����� $������ $��%7�" ��� ������� ������ �� ��� ���%�
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����" �=BC!

������ B��%� =BC ����������� ���%������

�  ��� ���������� *�"��"��� ���%�

����"

������ ���%���� *�"��"��� ���%� ����������� ������

4 #����� ���������� ��������� ����" +�����%���� +�����%���� ��

"����%����

&�������� ������

� 
�$��" ����" *������� ����" ������ ��"

"�����%����

B��%� ��"

"����%����

*������� ���%������

3 )���� ���������� D����<� ����" ��������� ��������
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B��%�� "����������

��" "����%����

D����<� ���%������



����" ��� ��� ��"��������� ���$��� )�� �������� %����� ����� ���� ��� ��������� ����" ��"

��� ��"��"��� ���%� ����"� )�� =BC %�� $� ���%����<�" �� �$���� ��� ��� ��"���%� ����"��

$�� ��� ������� %����� %����� $� �������"� )�� ����������� �� ��� %�����$����� %��"�����

��%�������� ���� ������ $������ ��� �������� �� �������� �����$���/ ��� "�����%���� ��

"���������� ��� ���%� �� "���������� ��" ��� ���%� �� "�����%����� �� ���� �� ��� =BC

�� ����� ����"� �� ���������

������� ����
� �� ��
����� �� ����
����

D� ������ �� ��� ����% ��� ���� ��-�$��7� )�� %�����$����� %��"����� �� ��9����" ��� ���������

$�� �������� %���" ��� $������ ��� ��� �� $�%���� �� ��� ��� ����� ��"������"� #�� ��

��"������" ��� %�����$����� %��"����� ��" ��� ��� �� �� ����� �������� �� ��������

���$���� )�� ��� �� ��� �� ��� ��������<�" ��������� )��� ��-�$��7� $� %�$����� ���

��� %�����$����� %��%��� ���� ��� �-������ ������� ��� ������" ��� �������� �� ��������

������� B�� "��������� ����%����� ��� %��%������� �� "�����%���� $�%��� ��������������"�

 ��� "���%���� �� ����� ��� ��� �������� �� ��"��������� ����%������ )������� �� �������

"��������� $� ��� =BC �� ��������������" $�%���� �� �� � ������� �������� �� ��� %����5

�$����� %��"�����/ �� ���" �� �� �9����$���� �� ������� "��������� �� �� %�����$������ A�������

=BC ���� �-���� ��� ���"��� �� ����� ��� �������� �� �������� %��%���� $�%���� ��� "���%�

���%� "����������� ���������� ���� ��� ���� )�� ���"��� ��� ����� ��� ��������� ����"

��" �����" $� �$�� �� ����� ����� ���$��� $� ����� ��� ��"��"��� ���%� ����"� )���

��-�$��7 �����"�� ��� ��� ����� ����"� ��" ���"������� ��%���9����

)��� ��-�$��7 "��� ��� "����%��� ��� �-������ ��-�$��7� )�� ����� %������ �����"�%�� ���

��$F�%�� �������� � ������� 3 ����� "��������� ����%�����/ ������ $��� ������ ��" �����

�������� 2 ������� @ ��� "�����" �� ��"��������� ����%�����/ ������ $��� ������ ��" �����

)��5"��������� ������ �������� �� ��� ��$F�%� ����� �� ������� 0�� ����� $�%7���� ��"

������ ������� ��� ����� �� �������� 00 ��" 0�� �����%������� ������� 04 �����"�%�� ���
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������ ������ ����"� ���%��� ����%�� ��%��"��� #�����'� ��$�� ���$��� ��� "��%����" �� ���

���� %�������  ����"�-�� 0 ������� 2 "��%��� ����- ����$��� ���������� �� ����� ����� ������

�� ������ ���� %���������� ���������� �� ��������� ��" �������� �� �������� �������� �����%5

�������  ����"�- > �����"�%�� ��� ���"�� �� ��� %������ %�"� ��� ������� �������� �� ��������

���$��� $� ����� ������� ����"� �� ��������� )�� B,*)* # %�"� �������" ���� ��� ��������

����� �� ��� ��-�$��7 �� ���� ������$�� �� ��� ��$���� ����/::����������75������:��:� )�� ����

�����"�- ����� ��� ������� �� ��� ���$����

)�� ��-�$��7 %����� ����"��" ����%� �� �������� �� ��������� ���� �= �=������������

����� �� �����! ��" ���� ����� �������� ������! ����� �� ����� ��� ������"� )��

�������� �� ��� ������� �� �����$�� ��� �������� ��" F����� ����������� ���"����� )�� $��7

��%��"�� ��� ������� ���� %�� $� %�����" �� � ������ %������ )�� ���%��� �� %����� ��

����%� ����%� ��� � ������ %�����M ��� �-���� ������<��� ���"������ %��%���� �����

��"�%��� ����� �� ��������%�� ����%���  ������������� "��������� �������� ������ ���� %�������!

����� ���� ����%���� ������ %��%������� �� ������� 0� ��" %���� $�%7���� �� ������� 00 %��

$� %�����" �� � ����� %����� �� ��� �������� ����� =�"��������� �������� %�� $� %�����" ��

� ��9��� �� ��� F����� ����� B������ ���"���� ���"���� %�� $������ ��� ��� �"���%�"

�������� ��%��"�" �� ��� $��7� =� �� ������� �� ����� �� � ����"��" ��-�$��7 �� ��� �����������

%����%��� �� ���� �� � �������� ������������ �������%��

=� �� ������$�� �� �%7�����"�� �������� ��� ��� %�����$���" �� ���� $��7� D� �-�����

�������"� �� ����  �F�� "�$� �� ���" �� ��� ��� # � �G���� *�����%� ������!

%���������/ H��� +� G������ ��" *��� C� ���������

 ����
��� �!���

��� �� ��� �%�������� ��� %�����$���" �� ��� �������� �� �������� ��� �����" �� B��� &5@� )��

��$F�%� ��� "�������" ���� %��������� $�������� ���� A�����"� "� E��%�� %��%� 0����� �� ���

������� ���� A�����"�� $��� � %������ $����� G������� ��"������" ��� $������� �� �%����

%�������� ��" ��� ���7 ����%����� G������ G������ $���� �%����%� ��" ������� �%���%� ��"

"��%��$�� ��� �� ��� $��7 4�����$��  ��������� -'� 5�' ���������0 *�$��� 
��7�� �

%���������� �� #������ %��"�%��" ����� �� ������% $�"��� ��" �� %��"���" ���� ��� �������

���� =���% #����� ��� ����� �� ��� ���� �� ������ )�� ��������� $������� �H�%�$ ��" H����!

���� %�����$���" �� ������� "�����%���� ��" ��� ������% %���� ��� � $��� A������" ����� ��

%��"���" ���� ��� $�� ������% %���� ��" ��� ��������� %���"����� ������ �������5 ������� "�

�����$ �"� %�����$������ �� ������� ��" $�� ���$���� H�����5A���� A������� ��������"

��� ����%���� �� ������� ���7� �����5+���� &������ ��� ����� �� &������'� ������ ����"� A����

C���� 
���� #����� �� %��"���" ���� ��� "�����%���� ����"� H��� E�%��� &��%���� �� �%7����5

�"��" ��� ��$������ �� � $�� "�� �� ���%� ���"� )���� 8���� �����"�%�" ��� ������ ��

�"���� �� ������%����  ������� ���%�� �� %��"���" ���� ��� ������ �����������

 ����� B��"����" C�P$��� %�����$���" �� ��� �������� �� "��������� ������ G�$��� &���� ��

�%7�����"��" ��� �������� �� ��� ������ ������� B���- ������ %��"�%��" �%�����% �-���������

������� G����� %�����$���" �� ��� ������%�� �������� �� $��"�� �������� G�$���� A�� %��5

%��"�" ��� ��9������� �� ��� ������% %�������� ��� �� ��������% �������� H���5C����

+����� %�����$���" �� ��$������ �� ��������  "��Q�� H��� ����"� �����Q "� �����5E�����

�� %��"���" ���� ��� ������ ����������� B���< #����� %�����$���" �� �����������% ������

	
���� ���



��������� �Q��� ��������� �� %��"���" ���� � ������ ������ ������� G����� ��""��  ���

�����"�%�" ��� ������ ���%���� �� ������%���� C�7���� E��������%� ,�������"�7� �� 7���� ���

��� ���7 �� ����������� %��%����� �9���� D������ ��� ��� ����� �� ��$���� � $��7 �� �����

���������0� G����� G�$���� ���7�� �� ��%����<�" ��� ��� ���7 �� ��"��"����%�� +������

=������%� R������7��� ���� 7���� $� +� H� H������7�� "�������" �� �����-���� ������ ���

����� ������ �� $���� G����� *�$��� .��%����� �� %��"���" ���� ��� ������ �� ������� H���

����7 C�-���� %�������� "�������" �����������%����  ����" ���$�%� %��%�����" $��

"����%���� $� ����������� �%���� ������ �� "��%������������ ,��� C��� �� %��"���" ���� ���

������%�� �������������� �� ������� ���� D��7��� �� ��%����<�" ��� ��� ������ �� $��"��� ��
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Muller-Breslau (1851–1925)

Voigt (1850–1919)
Engesser (1848–1931)

Castigliano (1847–1884)
Rayleigh (1842–1919)

Boussinesq (1842–1929)
Beltrami (1835–1899)
Winkler (1835–1888)

Mohr (1835–1918)
Clebsch (1833–1872)
Maxwell (1831–1879)
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Neumann, F. E. (1798–1895)
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Cauchy (1789–1857)
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%����" $���� ������� ������� %�����$���" �� ��� �������5C�%���� ������ �����������

H����� ���������9 %��%�����" ��� "�����$����� �� �������� �� � �"�� ��%���" ��"�� � $�"�

������� �� � ����� �����%�� A��" *������� ��������" � ��%����%�� ������ ��� � ��$������

������  �$���� �����������'� %�����$����� ��%��"�" ��� ��� ��"��� ���" ������ ������

��������

B���"��%� �������� �"� �������� %�����$������ �� $�%7���� ��" ��� ������ ����"�
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(a) Force P is applied. (b) Components Px and Py are applied.
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(a) Admissible moment M in x–y plane.
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(b) Vectorial notation for positive 
   moment.(a) Positive bending moment M.

(c) Two-dimensional representation.

M

y

x x

M

(d) Counterclockwise moment is 
   positive.
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(d) Negative torque T.(c) Clockwise orientation is negative.

(b) Vectorial notation for a positive 
   torque T.

(a) Counterclockwise torque T 
   is positive.
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(c) Positive axial force F.

(a) Bar in tension.
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(b) Block a–a–b–b shown enlarged. 

(d) Negative axial force F.
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(d) Sagging moment is positive.

(a) Beam under transverse load.

(c) Positive M in block a-a–b-b.

(b) Section at a-a.
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(f) Negative M.
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(e) Hogging moment is negative.
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(a) Portal frame.

(b) Internal forces in member BC.
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(b) Beam, shaft, or frame member.(a) Bar member.
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(a) Loads in a beam.

A B

(b) Bar member.

(c) Shaft member. (d) Beam member.
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(e) Frame member.
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(a) Positive stress.
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(b) Negative stress.
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(a) Circular table under load P. (b) Table with boundary restraints.
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(a) Bar.
(c) Free-body
   diagram.

(b) Cross-section.
(d) Free-body
   diagram with
   weight.
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(b) Internal force F.

(c) Distribution of internal force.

(a) Solid subjected to a load.
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n = 1

PP

(b) Stress: left (σ�) and right (σr).

(c) Outward normal n.

∆�

∆�

Area
b

b

a

a

∆x

(d) Bar under compressive load.

P–
P–

O

σ 
�

σ�

σr

σr

(e) Compressive stress.

P–
P–

(f) Compressive internal force.

P–
P– F– F–

y

x
z

������ ��) %����� ����� �� � 
���

����������� 	�
�� ��



��� ������
���� �� 
� 
��
 �� �������� &� � �' �� 
� ����
� ����
� �
�� �� ���


��
 �� ������ 
���� ��� �������� ������
�� 
"��� 
� ����� �� ���� %�;�� ��� ��������

�� ������ �� �������� & � � �' ���� ������ 
���� ��� �������� ������
�� 
"��� 0����� ��

�������� ���� ��� ������ &�� ' �� ���������

������� ��� ������ &��'� ��� ������
���� �� ��� 
��
 �� ���
���� &� � ��'� 
� ���

������ &��' �� ������ 
���� ��� ���
���� ��
"�� & � � ��'� ��� ������

&�� � ����� � �' �� ��������� �� ��� ������ &��' �� ��������� ��� ��� ������ &��'�

� � � 
� � � �� ��� ������ &�� � �' �� ��������� �� ��� ������ &��' �� ��������� �

�������� ������ �� 
��� �
��� 
 ������� ������� /��
���� ������ ������ ������������

������� ��"� 
 �
� ��
� �� ���(���� �� 
 ��
 &	�' 
����� 
���� ��� ���
����

��������
�� 
"��� 
� ����� �� ���� %�;�� ��� �������	 �
��
�� �������� ������ 
�

������
� ����� 
�� ����� �� ����� %�;� 
� %�;�� �����������	� ��� �������
� ������� ��

���(���� �� 
 ������ &�� � 	�,�'�
��� ������ �� ����������� ���
��� ��� ������ �� � ��� ������
���� �� ��� 
��
 �� ���
����

&� � ��'� ��� ��� ������ �� ������ 
���� ��� �������� ��������
�� 
"�� & � � �'� 
�

����� ������ &�� � ��' �� ���
����� ��� �
�� ������� �� ���(���� �� ���
���� ������
�

����� &
� � 	�' 
� ����� �� ���� %�;�� ������
� ����� 
��� ������� ��� ����� �������

����� �� �� �
�	 �� ������� ��
� ��� �������
� ������� �
� 
 ������	 �� �����
���

������� ����������� ������� ��� ����� &
�' �� 
��� ������������ � ���
���� ������
�

����� �� �
��� 
 ����������� ������

�) ���*"�&����� �� � ��� ������

� �
� ������ �� ��� �2� ��
��� ���� 
� ������
���� �� 
� ���� � 
� %� �� ����� ��

���� %��-�� 3
�� ��� �
� ����
�� 
���� ��� �� 
� ��������
�� ���������� �� ��� �� ���

����
������ 
���� ��� ��������
�� 
"�� ��  �� 
� �� �� !� 
���� ��� ��������
�� 
"���

=� ������ ��� ����
������� 
� ��� % 
��  % 
� !%� ������� 
 ��� ��� �� ��������
�

������
�� 
"�� �� 
� ��� 
� �
� � �� ���� %��-�� �� ���� �	����� ��� ���������
�� 
"�� ��


���� ��� ������ �� ��� �
�� 
� ��� ���
"�� �� ����������
� �� ���

4������ ��� ����
������ ���������� & �� !� 
�  %� !%' �� ���
�� �!���
���� ����
���

����� & ��� !

��  

�
%� !


%' �� ��� &��� ��' �	�����

 �� �  � ��� �� !� ��� �

 �% �  % ��� �� !% ��� � �%�7�
!� � � � ��� �� !� ��� �

!% � � % ��� �� !% ��� �

��� ����
������ ���������� & �� 
�  �%' 
�� 
���� ��� �
� 
"�� &��'� �����
� ���

���������� &!� 
�  %' 
�� 
���� ��� ����������
� ���
"��� �� �� ������
�� �� ������� ��
�

��� ����
������ ���������� 
���� ��� �
� 
"�� & �� 
�  
�
%' ����� ������ �� ��� �
�� /� ������

�� �	����	� �� ��	������



�� ����� �	 ��� ��� ��
������� ���������� &!� 
� !%'� �� ����� ����� 
 �
� �
� ����

����
������ ������ �� ������� ��� ������ �� ����� ���	 �	 ��� ��� 
"�
� ����
������

�����������

��� ��
� ����
������� & �� 
�  �%' 
� ���� � 
� % 
�� 
����� �� �� ���������

����
��	 
���� ��� �
� ������� 
� ����� �� ���� %��-�� ��� ����
������ �������� ��

 ����� �  �� �� ��

�

� �
�  %�

��

�

� �
�%�+��

��� ����
������� 
� ��� ���� �� ��� �
� 
�� ���
��� 
�

 ��� � -� �  �� �%�+��
 ��� � �� �  %� �%�+��

��� ����
������ �
� ��� �������� �� ������� �� A0�0 ������ �� �� ��
���� �� �������


� �� 0� ������ �� �
� �� ��
���� �� ����������� �� ������������ 9����
������� 
�� ��
��

!�
�������� �� �
������ �
����� ���� 
 ��
����� �� 
� ���� �� 
 ��� �������

x

y y

(a) Orientation of a bar member.

(c) Axial displacement.
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(a) Truss parameters.
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(b) Response variables.

(c) Free-body diagram at node 1.
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(a) Forces.

(b) Thermal displacement (exaggerated).
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(c) Displacement caused by support settling (exaggerated).
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(a) Simply supported beam. (b) Free-body diagram.

(c) BM and SF in span AC. (d) BM and SF in span CB.
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(a) Beam subjected to moment. (b) Span AC.

(c) Span CB.
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(a) SF diagram. (b) BM diagram.
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(b) Support reactions.(a) Beam subjected to distributed load.

(c) BM and SF.
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(a) SF diagram. (b) BM diagram.
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(b) Support reactions.(a) Overhung beam.

(c1) Segment AF. (c2) Segment FG.

(c3) Segment GB. (c4) Segment BC.
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(c) Bonded planks.

(b) Unbonded planks.(a) Unformed planks.

(d) Moments.

(e) Stress.
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(a) Beam under concentrated load.
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(a) Moment of area function Q(y). (b) Average shear stress.

(c) Normal stress distribution.
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(d) Shear stress distribution.
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(b) Displacement function.
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(a) Simply supported beam under 
   uniform load.
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(b) Displacement function.(a) Cantilever beam under uniform load.
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(a) Simply supported beam under 
   concentrated load.

(c) Elastic curve.

(b) BM diagram.
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(a) Simply supported beam. (b) Temperature variation along depth.

(d) Enlarged view of deformation.(c) Thermal deformation.
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(a) I-beam. (b) Elements of I-beam (enlarged).

(c) Internal forces at B.

(e) Force in the web.
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(b) Strain variation. (c) Stress variation.
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(b) Steel model. (c) Stress variation in psi.(a) Composite beam.
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(b) Equivalent concrete model.

(c) Stress variation.

(a) Reinforced beam.
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(b) Reaction and internal torques.
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(a) Gear-mounted shaft.
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(b) Cantilever shaft model.

(c) Reaction and internal torque.
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(d) Torque in span segment BC.

(e) Torque in BC.
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(c) Torque in a shaft cross-section.
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(a) Shaft under torsion. (b) Cross section.

(c) Free-body diagram at b–b.
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(a) SF and BF in a rigid arm. (b) SF, BM, and torque diagrams for a stem.
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(a) Propped beam.
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(b) Continuous beam.
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(c) Clamped beam. (d) Free-body diagram of beam (a).
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(e) Free-body diagram of beam (b).
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(f) Free-body diagram of beam (c).
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(a) Clamped beam.
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(b) Beam with overhang.
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(c) Three-span beam.
(d) Free-body diagram of beam (a).
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(e) Free-body diagram of beam (b).
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(f) Free-body diagram of beam (c).
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(a) System 1: M and V.

(b) System 2: M1 and M2.
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(c) Nodal forces.
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(a) Moments as internal forces. (b) Moment and shear as internal forces.

8 m

M1 = –6 kN-m M2 = 13 kN-m

(c) Nodal forces.

Vv1 = 2.375 Vv2 = –2.375

V = –2.375

M�2 = 13

M�1 = 6

M = 13

������ ��� ������	� ���� �� ��� 
�	� �� ��	���� ����

��� �������� �� ���������



��� ������	� ������ 	�� !� � ��# � �#�&*0 -6 	�� � � ��# � �& -6+�"� ���

���	� ������ ���	�� ����	���� ���� ��� ���� ������	� ������ ��� ������	� ������ 	��

�	�-�� �� ����*+'�� 6��	� ������ 	�� �	�-�� �� ����*+'��

��� ���	� ������ �	���� ��� ������
���� ���	������

��	�������   � ��# � ��� � �#�&*0� #�&*0 � ,

%��	����	�   � ��# ���� � ���# � �&� 2� #�&*0� 7 � ,

��� ���	� ������ !���� ��#" 	�� ���	� �� �	������� 
�� �������� �� ���������� ���

������� !���� ��#" ���� ��� 
� ���	� ������ �� �	������� �� �� ����������

��" ��� ��	�#!�! $�� ����������	�� 
�	�

��� ��8 �� 	�	��� ����������	�� 
�	� ������� ��� ����� �� ����������	�� ����� 	�	����

��������� �� (�	���� 2� ��� ��������� ����� 	�� �������� ��� ������� �� �
�	�� ��� 
�	�

	�	�����

���� �)3������� 3��	����

���� �)������	�� ���  �����
����  ��	������

���� �)$����� ��� $�����	���� $����	������ %��	������

���� �)9����	�� ��� (���	��
���� (����������

���� 	)������	�� ��� ����� $�����	���� %��	������

���� 
) ������ ��� (���	��
���� (��������� �� ����� �� �������

���� �)(����� ���  �����
����  ��	����� 	�� (���	��
���� (��������� �� :
�	�� ���

��8  ��	������ 	�� 3���� ��� ��� �������

���� �).	�-+(	����	�� ��� $����	������� 	�� :���� %������� ;	��	
���� 	� %��������

��� 	�	���� ����� 	�� ��������� ����������� 	 ��	���� 
�	��  �	���� *+&� ����� ��

���� *+0
�

������� ���% &�	�'�� 
�	� (��) 	 �� )	�� 	� ��	�*
	 �)���	� ��	�* 	�� �������+ �$ �,''���

� ��	���� 
�	� �	� 	 ������� ����� �� ����-���� �� 	�� ������ �� ������	 �� �� ��

�	�� �� ����� ���� 	 <����=� ������� �� � 	�� 	 ����������� �� ���	����� �� � ��� 	��
�� �� ��	���� 	� 
��� ���� !� 	�� �" 	� ����� �� ���� *+0
� ��	��� ��� 
�	� ��� ���

��������� ��	� �	���1

5�	� (	�� �1 ��	������� ��	� � 	� ��� ������ �� ��� ��	��

5�	� (	�� #1 >������ ������	���� 	���� ��� ������ �� ��� 
�	�� ����� ��� ������

��� ������	���� �	��	���� �� ����	� ���� �	���� �� 	�� ��� 	� ��� ����� 	�� �����
����	���� ������������ 	� ����� �� ���� *+0��

����������	�� 
�	� ���



∆
 A ∆

 B

(a) Clamped beam under a concentrated load.

(b) Temperature distribution shown on an
     enlarged cross-section.
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(d) Displacement in the beam.
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(b) Moment M and shear V.
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(a) Moments M1 and M2 are the force variables.
   RA and RB are the equilibrating reactions that
   represent shear forces.
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(b) Moment M and shear V are the force variables.
   MA and RA are the equilibrating reactions.
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(c) Force model 2.

(d) Force model 3.

(a) Three-span beam.
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(f) Shear force to the left and right of support B.

(g) Free-body diagram for the beam.
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(e) Model for stiffness method.
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(h) Free-body diagram for
   the first span, AB. 
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(i) Free-body diagram for
   the second span, BC.
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(a) An Indeterminate shaft.

(b) Analysis model.
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(a) Steel shaft. (b) Analysis model.
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(a) Shaft.

(b) Analysis model.

1

1

2

2

3

J1, G1 J2, G2

a

R3R1

�
2T1

T

T2

� � – a

T

������ ��% ��������� �	�
��

��� 
������� ��  !����!"




���� �����
�� ��� �������
�� �
��������� ����
���
��� $$% �5�6 � 3	4�5�6� 	�� ��	���� 	


�! � �#

�# � ��# �+�!=��

����� ��#� �
 ��� ��	� �	��	��� � ��� ""� 	�� ��� �����	���
 ��!� �#� ����
��� �

�����
 ��!� �#�� ��
����������

���� ��������� ���  ����
�
�
��  ��!
�
���
��� 
����� )) �
 ��	���� �� ������	���� ��#� ��� ��� �� $$%�

�! � �# � /

! !	 
 �!

�#

� �
� /� � �+�!=��

��� ���� ������� � "" 	�� )) �	�����
 �
 �������� 	


! �!	 
 !

!

� �
� /	 
 �+�!=��

���� "�����	��� ��� ����� �������
�� ����
���
��� '$% �� ��� ������ �
 ��	���� 	


�! �
��!

�!�!

�# �
�� �� ��#

�#�#

�+�!=��

���� #��$����� ���   
� %���	��
��� )) ������� �� ����
 � ����� �	
 ��� ������� ����

�
�!�!

���� �
�#�#

! "
�!

�#

� �
� /� � �+�!=� �

���� &� �	��� ��� �� �!   �� -��
� '�( ��	�
��� �! ����� ��� %���	��
��� *'2 ���	��� �
 	
 ����
,

! �!
�

�!�!

���� �
�#�#

� �
�!

�#

� �
� �

/

� �
�+�!=��

����������	�� 
�	�� ���



0����� � *'2 ���	��� �����
 ��� �����
�

�! � �� �� ��
�#�#

�
�!�!
� ���� �

�#�#

� 	

�# � � ��

�!�!
�

�!�!
� ���� �

�#�#

� 	 �+�!=��

���� )�*�+, ��	��� ��� /���� �� %0
�� ���� ��� ���

�# � �! �
��!

�!�!

� � �� �� �
�!�! �#�#

�

�
�!�!
� ���� �

�#�#

� 	

�# �
�

�!�!

�
� �#�#

���� �
� 	 �+�!=��


��������  ����� !�	�)���

��� 	���� � ���
� �
 �	����	��� ��� ��� 
������

 ���	��� �3�45�6 � 5�6��

��� 
������

 �	���1 �� ��� ������ �
 ��	���� 	
,

�	 
 � 		 
 �	 
�! 		 
�� ! �!	 

�!�!

�
/

/ �#�#

���� �

� 
!

�!
� �

� �!�!

�
� �#�#

�� �� �
� �

�+�!+��

��� 
����� � ��� 
������

 ���	��� �����
 ��� 	���� � ���
��

�!�!

�
� �#�#

�� �� �

 �

�# � �

�# �
�

�!�!

�
� �#�#

���� �
� 	 �+�!+��

��� ������	� ����� �
 �	����	��� �
��� ��� $$% 	�� '$% 	


�! � �!�!

�
�# �

�� �� ��
�#�#

�
�!�!
� ���� �

�#�#

� 	

�# � �#�#

�� �� ��# �
��

�!�!
�

�!�!
� ���� �

�#�#

� 	 �+�!+��

��� 
������� ��  !����!"




��� ��
��
�
 �����	��� �� *'2 	�� ��� 
������

 �����
 	�� �� 	���������

��� �	���
 � ��� ��
��
� �	��	���
 	�� �	����	��� �� 
��
�������� ��� �������	�

�	���
 � ��� �	�	�����
�

�!�! � #9�!&� :9// � !:&�&9 ���#��

�#�# � #&�9:� (/// � >(�#9 ���#��

�! � !!�( �����

�# � �+�: �����

�# � 9�(:� !/�& �	� �+�!+��

%�	����
 	�� �	����	����	��� 	


�! � ��! � �!!�( �����

�& � �# � �+�: ����� �+�!+��

%�	����
 ��������	�� ��� �1����	� ����� ��! � �& � � � /��

�-! ."� /�

� ������ ������	� 
�	�� �	�� � 
���� �
 ��1�� 	� ��� ���
 	
 
��� �� '��� +�(�� *� �



��.����� � �	�
 �� �� #� � �� 	� ��	����� �	��� 	�� ��������	���� 
�	� ��	���
�

��
���������� ��� �1����	� �	�
 	�� 
������������	���� 
���� �� � #� � � � /�� ��	�

�� � ��� 
�	�� �� ������	� ����� 	�� 	���� � ���
�� ��
 �	����	�� ��� ��
��
� �� ���

������� �������	� �	���
, ������ � � � (� � +�� �����
 � � =9@<	� ��	�

����� � ������	 � � :(&( ��( ��	� ����
���
 � 	 
�	�� ��	����� � !: ��� 	��

� � # �D ��

����+�	��� ���&�  ����� 
�������

���� �����	�
�� �������
��� �������� ��	��	� �
 
��� �� '��� +�(�� ��� 
�	�� �
 ������ ���� ��� ������


���� ������	� �����
 ��!� �#� �&� 	�� �(� 	�� ���� ���
� ��� 	����
 � ���
� 	� ���


����� ���
 	�� ��
��	���� ��! � �9 � /� 	�� ���
� 	�� ��#� �&� �(� 	� ��� ������

����	�� ���
� ��� ������ � ���� ������ �
 ��� � � (�� 	�� ��
��	������

������ �
 ����� �� � &�� ��� 
�	�� �
 ��������� ����������	�� �� � � � � !��

���� ������	��� ��� ��	
�
��
	� ��	�
��
����� �	�	��� 	� ���
 �#� &� 	�� (� ����� ����� ""�

����������	�� 
�	�� ���



�
2

�
3

�
4

(a) Geometry and load.

(b) Analysis model.
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(a) Configuration and load.

(b) Analysis model.
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(b) Analysis model.(a) Dimensions.
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(a) Forces and displacement.

(b) EE at node 2. (c) EE at node 3. (d) EE at node 4.
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(a) Portal frame.

(b) Free-body diagram.
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(a) Six displacements (X1 to X6). (b) Six forces (S1 to S6).
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(a) Case 1—Tension.
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(b) Case 2—Compression.

Diagonal tension and compression
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(c) Case 3—Pure shear.
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(d) Case 4—Biaxial stress.
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(e) Case 5—Equal tension.

(g) Case 7—Equal stress.(f) Case 6—Equal tension and compression.
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(a) Spherical. (b) Cylindrical.
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(a) Sphere under internal pressure. (b) Equilibrium of hemisphere.
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(a) Virtual force system.
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(b) Auxiliary structure.
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(b) Virtual system.(a) Real system.

��1
��2 ��3

������ ���( ������������� ���� ������� �� � ��������� ������

��� �������� ��  !���"!#�



� $� ���
'
�� �
���
'
�

�
�$ � ��

�

�$ �
���
'
�

���

$� ���
'
�� �

�
� %�+0-���

�
�$'8-1��

��� ��
���������
 6�$! �$7 ������� ��� ��� ���
� ������ ��� ��
 ��� 
����� �

��� 
������

 ��� 6$'8+'7 ������� ��� ��� ��������� � ������� �������� �����	� �������

6$'8+'7 �� ����
 �$ � �' � �) � $ ���' ��� �� "������ �


�����
'
� %

%
� $� ���

'
�� �
���
'
�

�

�
���

�
  ! �$

�$

� 	
� ��

��

� 	
�$'8.%�

������ � ��� 6$'8.%7 	����
 ��� ��
���������
 6�$ ��� �$7 ����� �	 ��� 6$'8-17� ���

��������� � ������� �������� �����	 ��� (�
��������
 ���
� ������ 	���� ��� 
���

�������
 �����
� ���	 ��� �������� �� ��
���������
 ��� ��"�! ���� ��� �������� ��� ����

������
 ��� ��
��������� ��� �� ���������� ��� ��� ���
� ������� ��� �����
� ���
� �


��
 �

���� �����
� ��� ������ � ��
��������� ��� ��� �������
 ��� ����� 6����!

� � '7�

����	��	�
 � �	��� ������ ��� ��� ��	
�	��� � !	
	��� ���
�	�� �
����
��� ��������� � ������� �������� �����	 ��� �� 
���������� � ����� ��� ���
� �������

(�
���� �� ���
��� 
�������� ���� �
 �� ����������� ����� �������� ���
 6�$! �'! � � � !��7� ��


������� ��� ���������� �����������
 ��� 
�"� �� ;��� $'8$%� ��� �������� � ���

���
 ��� �� "������ �


�" � �$�$ � �'�' � � � � � ���� �$'8.$�

"���� ��� ��
���������
 6�$! �'! � � � ! ��7 ��� �� ��� ���� ��� ��������
 � ��� ���


6�$! �'! � � � !��7! ��
��������	� ��� �������� ������� �" ��� �� "������ �


�" � � ��"

� � � �$�$ � �'�' � � � � � ���� �$'8.'�

��� ������� ������� � �" ��� �� "������ �


��" � ��"

��$
��$ � ��"

��'
��' � � � � � ��"

���

��� � % �$'8.)��

������ ���	��
� ���



��� ����������� ��
���������
 ��� ��������	 ��� ������

�� �� %  � $� '� � � � ��� � �$'8.)��

;�� ��
� 6$'8.)�7 ��� 6$'8.)�7 "� ������� ����

��"

��

� % �$'8.)��

�
��

� ��"

� � � % �$'8.)��

�

��
��

� � � % � $� '� � � � ��� � �$'8.*��

�

��
�-�

� �� �$'8.*��

������� 6$'8.*�7 �
 ��������� � (�
��������
 ���
� ������ ����� �	 ��� 6$'8--7 �����
�

��� 
	����� ��
��������� 6�7 ��� �� �������� �	 6-�7! "����� � ��
��������

�*����� �	��� ����������� �*�����
��� ��������� � ������� "�� ��� �� 
���������� � ����� ��� ���� ��
��������� ������� #��

� �����
��� ��� 
���

 �� � 
�������� �� ����������� 6����� ��� ��7� :���	 � ������� ��
�����8

P1

P2

u2

u1

um

uj

Pj

Pr

Pm

Undeformed configuration
Deformed configuration

������ ����)  ������ ��������� ��
�� ���
�! "#! "$! � � � ! "��

��	 �������� ��  !���"!#�



���� ��� �� ��� ���� � ���������� ��� �� ��� �������� � ��� ��� #�� �� �����
��� ���
������� 
����� �� ��� 
���������

��� ������� 
����� �����	 �� �
 ������� �


�� �
�

�

����� �$'8.+��

#���"�
�! ��� ������� "�� ��� �� "������ �


�� � ����� �$'8.+��

��� ������� 
����� �����	 �
 ����� � ��� ������� "��! �

�� � �� �$'8.+��
�

����� �
�

�

����� �$'8.+��

#�� �
 �

��� ��� ����� � ��� ������� ��
��������� � �� ����	 6��� � $7! ��� ��� �������

����� � �� ��� ������� 6$'8.+�7 ��� �� "������ �


�� �
�

�

����� �$'8.-�

����������� �������
 ��� �� ������� ��� �� ���������� � ��� ���� ��
���������

�������

(�
���� ��� �����8��� ���

 
��<����� � ���
 6��! ��7 �� ��� $ �
 
�"� �� ;��� $'81��

#�� ��� ����
 ������� �� ��� ��� �� 	$! 	'! ��� 	)� :���	 ��� ���� ������� ��
���������


6�� � $! �� � $7 �� �� � ���� �� ��� $! �
 
�"� �� ;��� $'81��
��� ������� ���������
 �� ��� ��� ��� ������� ��� ��� 6$'8)+7 �


��$

��'

��)

���
��

���
��

���$

�

$��
'
�

%

� $��
'
�

����
���

����
���

�$'8..��

��$

��'

��)

���
��

���
��

���$

�
� $��

'
�

�$
� $��

'
�

����
���

����
���

�$'8..��

;� ��	 ���! ��� $ �� �������! ��� ������� 
����� �����	 ��� �� ���������� �


��$ �
�

�$��$�$�� � 	$��$

������ ���	��
� ��





����

	$ � �$�$ ��� ��$ � ��$�

��� ������� 
����� �����	 
���� �� ��� ����� ���
 ��� �� "������ �


�� � 	$��$ � 	'��' � 	)��) �$'8.0�

(�
���� ��� ������� ��
��������� 6�� � $7 ���� ��� �8��������� ;� ���
 ��������!

�� � ���
����� � 	$���

'
� � 	)���

'
�

���
������� ��� ��� 6$'8.-7 	����
 ��� ����������� ������� ���� ��� �8��������

	$���
'
� � 	)���

'
� � ��

#���"�
�! ��� ����������� ������� �
 ������� �� ��� �8�������� �


� 	$���
'
� � 	' � 	)���

'
� � ��

��� �" ����������� �������
 �� ������ ������ ��� �� "������ �


$���
'
� % � $���

'
�

� $���
'
� �$ � $���

'
�

�
���

�
  !

	$
	'
	)

��
�

��
� �

��

��

� 	
�$'8.1�

��� ����������� �������
 ����� �	 ��� 6$'8.17 ��� ��������� � ��� 6$'8)0�7�

�*�����  	+������ �� ������������� %��&�� !��"
��� ��������� � �����������	 ������� "�� ������
 ��� 
����� ��
��������� �������
 ���

��� �����������	 �������
 �� ������������� 
��������
� �� �
 ������	 
����� �


��
 ��� ��
����
� 	� ���	�	�
	��� ��� ��� �� ��� �����������
� �	
���� ��
 ���� 	�
�
�	�
�
� �	
���� ��
�� ��
	��	�� ���	���	�� ���	�	�
	�� ��� ��
�� ������
� ����	�	��� 	�
��
��
5������������	! ��� ������ ��� �� 
����� �


�" � ��"

� � � % �$'80%��
�

�"� � �"�" �$'80%��

��� �������� ��  !���"!#�



��� 
	��� �" �����
���
 �������� "��� ��
���� � ������������� ����
� � ��� �" ��� ���

�����������	 
����� �����	 ��� �����������	 "��! ��
��������	�

;� ����
������ ����
�
! ��
���� ��� �����8��� ���

 
�"� �� ;��� $'8$$� ��� ���

 �����

���� ���
 6��! ��7 ������
 ��� ���"��� ��
��
�
 6
�� ;��� $'8$$�7&

4�� ����
 6	$! 	'! 	)7$ � A	B
. ��	$	'	)�

4�� ���������
 6�$! �'! �)7 � A�B
. ���$�'�)�

=��� ��
���������
 6�$! �$7 � A�B
. ���$�'�

��� ��
��
�
 ������� ����� ������� ���
 6���! ���7 ��� �
 ���"
 6
�� ;��� $'8$$�7&

/������ ��� ����
 6�	$! �	'! �	)7$ � A�	B. ���	$�	'�	)�
/������ ��� ���������
 6��$! ��'! ��)7 � A��B

. ����$��'��)�
/������ ���� ��
���������
 6��$! ��$7 � A��B. ����$��'�

��� �����������	 ������� 
����� �����	 
���� �� � ���

 ��� ��� �� "������ �


�	� �
�

����� � �
�

�	
�
� �� � ��	

��� �����������	 ������� 
����� �����	 
���� �� ��� ���

 �"� �


�"� � �$�	$ � �'�	' � �)�	) � �		 
. ��	 
 �$'80$�

��� �����������	 ������� "�� ��� �� "������ �


��" � �$��� � �'��� � ��	 
. �	 
 �$'80'�

(F1, �1) (F2, �2) (F3, �3)

Py, v1

Px, u1

�Py, �v1

�Px, �u1

2 43

1

(b) Virtual forces.(a) Real forces.
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(a) System I. (b) System II. 
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(b) System II. PII = Py = 100 kips; xII = –0.057 in.
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(c) Simply supported beam subjected to concentrated load.
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(a) Plate under inplane load.

(b) Finite-element model. Elements are circled, nodes are boxed.

(c) Finite elements.
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(b) Single-internal force F.
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(c) Two nodal displacement u1 and u2.
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(a) Rectangular membrane element.

(b) Force model. (c) Displacement.
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(a) Finite element model.

(c) Global axis.

(b) Element local axis.
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(b) Global displacement.(a) Local displacement.
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(a) Six-bar truss.
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(b) Force and displacement unknown.
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(c) Possible basis structures.
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(a) Two-span beam.

(b) First basis structure.
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(c) Second basis structure.

(d) Unit redundant reaction.
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(a) Moment in span 1–2.
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(b) Moment in span 2–3.
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R1 R = 1 R = 1R3
mm

xx

R1 R2

M(x)M(x)

mm

(a)

x

A

7a
16 1

25
32

7
32

21

(b)

������ ��	� ��� ��
�
 
��	��	�� 
	������� � ��� 	���� ��� ��
��������� ����	����� �� ������ ��

��� �������� �� ����� �!�



��� 
	��� � ��� ������	�� ���� %�( �� ���	���� 	� ��� ���	��
� �	��� � ��� ������	���

� � �

�
���

��
�

�
�*

��
�

�!"#!6�

��� �����	 �� ��� %!"#!6( �	� �� �����	����� �� 	 ��	� ���� %�( ������ � ������	���

��� ������ �� %�( ������	�� �	�� �� ���	���� 	�

� �� � � �� �� � � �! �� ��! � �* �� ��* � � � � � �� �� ��� �!"#*&��

��� ����
	��
� � ��� ���	�� ������ ���� ������� �� ��� ����� ��	� �� ��	�� � ��� ����

������	�� ���� ������

�
!

��
���! � �*

!�! � �*�!�* � � � � � ���!��
� �

� � & �!"#*&	�

/����	� ����������� 	�� ���	���� �� ��� ������ ����� ��	�� 	�� �������� �� ���

�#����� ��	���

�
!

��
���* � �!�*�! � �*

*�* � � � � � ���*��
� �

� � & �!"#*&
�
��
�

�
!

��
���� � �!���! � �*���* � � � � � �*

� ��
� �

� � & �!"#*&�

?���� ��	� %��( 	�� ���������� %���( 	�

�� �
�

����

��
� �!"#*!��

��� �
�

����

��
� �!"#*!	�

��� ������	�� ����� �	� �� �	����	��� ��� ��� �������� �#���	������

��
��!

����� � ��� � � !� *� � � � � �� � �!"#*!
�

���	���� %!"#*!
( ���������� ��� �#������ � ���������	� ���������� ���	����� 	�� �����

�������� ������ ��� � ��'���� ������	�� ����� %��(� ��� ���	���� �� �	���� ���	���� �	� ��

������� 	�

��  �
 � � ��
� �

������� �	���
 ���



����� ��  �

�!! �!* � � � �!�

�*! �** � � � �*�

��
�

��! ��* � � � ���

�
������

�
������

�
 � �

�!

�*

��
�

��

������
����	


�����
�����

��
� � � �

�!

�*

��
�

��

������
����	


�����
�����

�!"#**�

��� ���������� �	���� B � C �� 	 %� 	 �( ���������	� �	����� ��� ������	�� ���� 
����� @�A

�	� �#����������� 	�� @��A �� 	� �#��������� ��	� 
������ ���� ���	���� ���� ����

������	���� �� ��� �	���� 	�� 
������ �	� �� ���� �� �	����	�� ��� ������	�� ����� ��

	����� 	�� ��������� ����� ��� ������	���� ����	��� �� ������ ���� 	�� ��� 	�����	���

���	�� ������ �����������

0� ���� ���� �� ������ �� �������� ��� �������� � ��� ���#��	� ��	�� ��� ������ ������	��

��	����� �	� �� �	����	��� ��� ��� %!"#!6(� /���� ��� �������� %��( �� ������ �� �	� �� ��� ��

����� %�� � !( �� ��� �	����	���� � ������	�� ����� ��� �����	��� � ��� ���	���� �	� ��

�����	����� �� ���	��

�
���
� �

� �
� �

&

�����
� *�

�

��� �

� �

&

���
� �

� �
� �

&

&�4.���� &�.��*
� � ��

*

 �
� � ���

"

!+� *�

�

��

"
*�� �� � �� *�� �

*
� � � ��

"

*"�
���� � � .

">
��" �!"#*-��

;�'����� ��� �������	��� ������

�
�*
� �

� �
� �

&

�*
� �

��
� *�

�

�*
� �

�

� �

&

�*
� �

� �
� �

&

�*

"
� � �-

!*

��� �������� �� ����� �!�



� *�

�

�� *�� �*
"

� � �-

!*�
�*
� �

� � �-

+
�!"#*-	�

��� ������	�� ��	����� �� ���	���� 	�

� � �* � � �.��"
">

� ��
�-

+

� �
� .��

>
�!"#*"�

��� ������	� ����� 	�� ���	���� �� ���	���� ��� ������	�� ��	����� 	� 	� 	�������	� ��	� ��

��� ��������	�� �	��� ���������� ��� ��	������� ���	��� � ��� ������	�� ����� �� ���	���� 	�

���! � ���- � �
�

*
� � .��

!+
�!"#*.��

��� ��	������ �� ��� ����������	�� ��	� 	�� ���	���� �� 	����� ��� �������� ��� �� ���

��	� 	�� ��� ������	�� �����

�! � ��! � ���! �
-

"
��� .

!+
�� � 4

!+
�� �!"#*.	�

�* � � � .

>
�� �!"#*.
�

�- � ��- � ���- �
��

"
� .

!+
�� � � !

!+
�� �!"#*.�

��� ����� ��	������ 	�� �� �� ��� 	������ ��	� %�! � �* � �- � ��(� ��� ������	� ��	�

	������ �� ��� ���� ��	� �	� 	 �������� �� ��� ��� ������ ������� 	� ���� -� ��������� �� 	

���	��
� ��	����� %�- � ��� 5!+(� ��� ������ 	�� ���	� ���� �� ��� ����������	�� ��	�

	�� ���	���� 	�

/�	� �!�*�
� �� � � �� � �� � -

"
���� !

*
��* � .

!+
���

� �� � � ��

!+
4�� >�� � �!"#*.��

� �� � � � 4��
!+
� �� � � �� 4

!+
�

� �
�!"#*.� �

/�	� �*�-�
� �� � � ��

"
*�� �� � � .

!+
�� �� *�� �

������� �	���
 ���



� �� � � ��

!+
�� *�� � �!"#*.��

� �� � � �- � � ��
!+

�!"#*.��

���� #�"�������
�� �� �
	��������
3	������	��:� ������� �� 	������ �� �	����	�� 	 �����	������ ��������� �� ��� ��	�� 0 ����

��	� �� 	������ 	� ��� ���	���� 	�� �� ��� ��������� � ������� �����	������ �� ��� �	���

��������	�� ����������  �� ��� ��	� ������� ��� ���� ��	� �� 	������ �� ��� ��	��
����

��������� 	� ��� ��	� ���	���� %4�5!+( ��� ��� ������� ���� !� 	� ����� ��  ��� !"#.	�

��� ������������� ��	������ 	�� %�! � �*.5-* 	�� �- � �45-*(� ��� ������ ��������

%� %�(( �� ��� ��� ��	� �������� 	�� ���	���� 	�

/�	� ������� &� 4�

!+

� �

� � � *.
-*

�

/�	� �������
4

!+
�� *�

� �

� � � 4

-*
*�� �� � �!"#*+�

��� �����	������ %��( 	� � �� ���	���� 	�

�� �
�

���

��
�!"#*4��

��� ������ � �� ������������� 	� %� � �(� ;�'������ ��� ����� ������ � �� ���#

���������� 	� %� � 4�5!+(� ���� ��������������� 	�� 	�������� �� �� �
	��	���� ��� ������	�

���	�	���� �� ����� ��	� �������� %& 2 4�5!+(� %4�5!+ 2 �(� 	�� %� 2 *�(�

�
��

��
� �

� 4��!+

&

��

��
��

� �

4�!+

��

��
��

� *�

�

��

��
�

� 4��!+

&

��

!+��
4�� >�� � � *.�

-*

� �
� � � &�&&.6+

��
��-

� �

4��!+

��

!+��
4�� >�� � � 4

-*

� �
*�� �� �� � � &�&&4+6

��
��-

� *�

�

��

!+��
�� *�� � �4

-*

� �
*�� �� �� � � &�&&".+��

-

��

�� � ��-

��
&�&&.6+� &&4+6� &�&&".+� � � � &�&&6!��

-

��
�!"#*4	�

?����	������ %��( ������ ��� ��	� ���������� ����� �� 	���� ��� ���	��
� �#�������	���

��� �������� �� ����� �!�



��% ����	� 	� ��������� �	��� �	� � �����

0� ����������	�� ��	� �	�� � 	 ������ �	����	� ���� ���	� ������� %�( �� ����� ��

 ���!"#+�� $�� ���� ������� �	� ������ %�( 	�� ���	� ������ � ������	 �!� ��� ������

������� 	��� �	� ������ %�( ��� ��� ���	� ������ � ������	 �� �*� $� �� ��������� �� 	 ��	�

% &( 	� ��� ������ ��	�� 3	����	�� ��� ������	� ������ 	�� ��� 	���� � ����� 	� ��� �����	��

��� ���	����� ��
������ �� ��� ����������	�� ����� �	� �� ���� �� ��	�� ���� ���

�������� ��� ������	�����1

!� $�����	� ���� %�( ������ �� ����	��� �� ������ % (�

*� ��� ���������� ���������� ������ �� �������� �� ����� � ���	� ������ � ������	 %�(

	�� ���	� ������� %�( 	� %� � �5��(� �����	� � �	� ���������� %�	�� � �5��(�

��� ��	� �� ���	�	��� ���� ��� ������� ���� ����� ������ 0 �	��� ��������� �� ���	���� ��

��	������ ��� ���� ��������� 	� ���� - 	� ����� ��  ��� !"#+	� ��� �	��� ��	� �� ��������� �� ���

������	� ��	� 	� ���� *� $� �� ��������� �� 	 ���� ������ % � !( 	� ���� - 	� ����� ��  ��� !"#+
�

�	��� !"#*� ����� �� �����	� �� �	��� !"#!� �� ����	��� ��� ��� �������� �����	����1

(a) Indeterminate shaft.

(b) Basic shaft subjected to external load.

(c) Basic shaft subjected to unit load.
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(d) Unit load to calculate angle of twist.

bd
1 bd

2Td = 1

������ ��	� �����
�
 � 
���� 	
��� ���	����� ���� ������

������� �	���
 ��	



��  ���������� ���������� � ��� ��� ��	� �������� 	�� %�! � �5�!� 	�� �* � �5�*�(�

	� ��� ������	� ������ �� ��� ��� ��	� �������� ����� ��  ��� !"#+	 �� ������	� ��	� ��

���	���� �� ���������� 	� % �
! �  & 	��  �

* � &(�


� ��� ������	� ������ �� ��� ��� ��	� �������� ����� ��  ��� !"#+
 �� ���� ��	� ��

���	���� �� ���������� 	� %	! � ! 	�� 	* � !(�

��� ������	�� ��	����� % �
- ( 	� ���� - �� ���	���� �� �������� ��� �����	 ��
�� ��

��� %!"#4�( 	�

 �
- � �

�*
��!

 �
� 	���

� �
�*
��!

	*� ��� �

� � � ��� � +�� ������ �� �	��� !"#*

��� � 4�� ������ �� �	��� !"#*
�!"#*>��

��� ������	�� ���� %�( ����� �� ���	� �� ��� ��	����� % �
- ( 	� ���� - �� ���	���� 	�

� �  �
- � �

 !

�!

� �

!

�!
� !

�*

� � � � �*

�! � �*

� �
 & �!"#*>	�

D���� ���� �	�	������� ���� 	� ��	����� % �
! ( 	� ���� ! 	�� ��� ������	� ������� % ! 	��

 *( 	�� �	�'#�	����	��� ��� ����������� ���	������

 �
! �  & �  �

- � &

 �
! � � & �  -

� �
�*

�! � �*
� !

� �
 &

 ! � � !
� � !� �*

�! � �*

� �
 &

 * �  -
� � �

�*

�! � �*� �  &

���� ��	
 ������ �� ���	
��
� ���� �� � �����

������ ��� 	
� �
 � 	�����
 �

� �
 �


� �

��
 �
 �


��


! �5�!�  & ! ! � &5�!� �5�!�

* �5�*� & ! ! & �5�*�

� 2 2 2 2 � &5�!� �������� � �����

��
 �������� �� ����� �!�



��

�! � �* � �� �
 �
- � �

 &

*

 �
! � �

 &

*

 ! � � !
� �

 &

*

 * �  -
� � �

 &

*
�!"#*>
�

����������� �� ����� �� �����
��� �����	 �� ������ ��
�� �� ��� %!"#6(� �� ������� �� �	����	�� ��� 	���� � ����� 	�

	 ���	���� %�!( 	�� ��������� %!( �� 	 ��	��

��!! �
��

� �!!
�
��
��!

 ���
����

	��!! �!"#*6��

 �� ��� ��	� ��� 	���� � ����� %�
( ��

�
 �
�

�

 !	

!

�!
�  *	


*

�*

� �
�!"#*6	�

��� ������	� ������� %	! � !�	* � &( �� 	 ���� ������ 	������ 	� ���� *� 	� ����� ��

 ��� !"#+� �� ���	���� �� ���������� 	�� ��� ����� 	���� �������

	! � ! 	�� 	* � &

�
 �
�

��!
!� �*

�! � �*

� �
 &

�
 �
�

� �! � �*� �  & �!"#*6
�

��

�! � �* � �

�
 �
� &

*��
�!"#*6�

��� ����&
�
 	� � #��$ ����	���� '& � ��� �	�

/������������ ��������� 	�� ��� ������� � ������	�� ���� 	�� �������� �� ���
� 	 ��	�

��������� �� 	 ��� ��� 	� ����� ��  ��� !"#4�� ��� ��������� �� �	�� � ��� ������ �����1

������� �	���
 ���



	 �	� �� ��� ��� 	�� 	 ��	�� ��� ������� � ������������� �� �������	��� ������� ���� ��	�����

��� ����� ��	� � ������ "� ������� �	 	�� ������ � ������	 �	 �� ���� 	� #� $� �� ���������

�� 	 �������� ����������� ��	� � ��������� � ��� ���� ������� ��� ��� ��� �� �	�� � 	�������

x

R

R RC
MC

q per unit length

(a) Beam with tie rod.

(b) Beam and tie rod separated.

(c) Internal forces in beam.
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��	��	� �� ����� ��  ��� !"#>	� ������ 	� ���	���� � �� �%�( � 2�%�2�(� 3	����	�� ���
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(a) Real beam. (b) BM diagram.
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(a) Vector quantity.

(b) Tensor quantity.
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