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เซต (Set) 
 
•  “กลุมของสิ่งตางๆ” ในวิชาคณิตศาสตรจะเรียกวา เซต (Set) เชน เซตของชื่อวันทัง้เจ็ด, เซต
ของจํานวนเตม็ที่ยกกําลังสองแลวมีคานอยกวา 7, เซตของตวัประกอบของ 360, เซตของ
จํานวนเฉพาะบวกที่นอยกวา 7, เซตของจํานวนเต็มทีอ่ยูระหวาง 3 ถึง 33 ฯลฯ สิ่งที่อยูภายใน
แตละเซต เรียกวา สมาชิก (Element หรือ Member) โดยเซตสองเซตจะเทากัน ก็ตอเม่ือเปน
เซตเดียวกัน (มีสมาชิกทุกตวัเหมือนกัน) 
 

•  นิยมตั้งชื่อเซตดวยอักษรตวัใหญ เชน A,B,C  และเขยีนสัญลกัษณแทนเซตดวยวงเลบ็ 
ปกกา ดังน้ี { }  เชน ให A  แทนเซตของชื่อวันทั้งเจ็ด, B  แทนเซตของจํานวนเต็มที่ยกกําลัง
สองแลวมีคานอยกวา 7, C  แทนเซตของตัวประกอบของ 360, D  แทนเซตของจํานวนเฉพาะ
บวกที่นอยกวา 7, E  แทนเซตของจํานวนเต็มที่อยูระหวาง 3 ถึง 33 จะไดวา 
 A {= อาทิตย, จันทร, อังคาร, พุธ, พฤหัสบด,ี ศุกร, เสาร}  
การเขียนแจกแจงสมาชิกของเซต จะคั่นระหวางสมาชกิแตละตวัดวยจุลภาค (comma) 
 B { 2, 1,0,1,2}= − −  หรือ B {0,1, 1,2, 2}= − −  
การเขียนแจกแจงสมาชิกของเซต สามารถสลับที่สมาชิกในเซตไดโดยความหมายไมเปลี่ยน 
 C {2,3,5}=      D {2,3,5}=     จะกลาวไดวา C D=  
สมาชิกตัวที่ซํ้ากันนับเปนตวัเดียวกัน และไมตองเขียนซ้ํา (360 2 2 2 3 3 5= × × × × × ) 
 E {4,5,6,7,...,32}=  
หากมีสมาชิกเปนจํานวนมาก อาจใชเครื่องหมาย “...” เพ่ือละสมาชิกบางตัวไวในฐานที่เขาใจ 
 

•  เซตที่หาจํานวนสมาชิกได เรียกวา เซตจํากัด (Finite Set) และสัญลกัษณที่ใชแทน “จํานวน
สมาชิกของ A ” คือ n(A)  เชนในตวัอยางขางตน n(A) 7= , n(B) 5= , n(C) 3= , 
n(E) 29=  นอกจากนั้น เซตจํากัดที่ไมมีสมาชิกอยูเลย จะเรียกวา เซตวาง (Null Set หรือ 
Empty Set) ใชสัญลักษณ { }  หรือ ∅  น่ันคือ n( ) 0∅ =  
 

•  เซตที่จํานวนสมาชิกมากจนหาคาไมได เรียกวา เซตอนันต (Infinite Set) เชน F  แทนเซต
ของจํานวนเตม็ที่นอยกวา 2, G  แทนเซตของจํานวนใดๆ ที่อยูระหวาง 0 กับ 1 
 F {1,0, 1, 2, 3,...}= − − − , n(F)  หาคาไมได 
 G  เขียนแบบแจกแจงสมาชิกไมได แตเขียนแบบบอกเงื่อนไขได 
ในรูป {สมาชิก | เง่ือนไข}  คือ G {x | 0 x 1}= < <  
อานวา เซตของ x  (สมาชิก) โดยที่ 0 x 1< <  (เง่ือนไข) 
 

•  สัญลักษณทีใ่ชแทนคําวา “เปนสมาชิกของ” คือ ∈ เชน 2 B∈ , 3 C∈ , 0.5 G∈  
สัญลักษณที่ใชแทนคําวา “ไมเปนสมาชิกของ” คือ ∉ เชน 2.5 B∉ , 4 C∉ , 0 G∉  
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•  ขอบเขตของสิ่งที่เราสนใจ เรียกวา เอกภพสัมพัทธ (Universe) หรือเซต U  
น่ันคือ สมาชิกของเซตทุกเซตจะตองอยูใน U  ทั้งหมด และจะไมสนใจสิ่งที่อยูภายนอก U  
เชน ถา { 2, 1,0,0.5,7}= − −U  และ H {x | x 0}= ≥  จะไดวา H {0,0.5,7}=  
แตถาเปลี่ยนเปน =U  เซตของจํานวนเต็ม จะไดวา H {0,1,2,3,...}=  
 

หมายเหตุ โดยทั่วไปถาไมไดระบุเอกภพสัมพัทธ ใหถอืวา U  เปนเซตของจํานวนจริง  
เชน H {x | x 0}= ≥  มีความหมายเดียวกบั H {x | x 0}= ∈ ≥  
 
สับเซต และเพาเวอรเซต 
•  สับเซต (Subset) คือเซตยอย จะกลาววา B  เปนสับเซตของ A  ไดก็ตอเม่ือ สมาชิกทุกตวั
ของเซต B  เปนสมาชิกของเซต A  ดวย (และ B  จะไมเปนสับเซตของ A  หากวามีสมาชิก
บางตัวของเซต B  ไมเปนสมาชิกของเซต A ) สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “B  เปนสับเซตของ 
A ” คือ B A⊂  และ สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “B  ไมเปนสับเซตของ A ” คือ B A⊄  

 

•  ตัวอยางเชน A {m,p,r,w}=  จะมีเซต B  ที่ทาํให B A⊂  ไดถึง 16  แบบ ดังน้ี 
∅  
{m}   {p}   {r}   {w}  
{m,p}  {m,r}  {m,w}  {p,r}   {p,w}  {r,w}  
{m,p,r} {m,p,w}  {m,r,w}  {p,r,w}  
{m,p,r,w} 
 

ขอควรทราบ 1. เซตวางเปนสับเซตของทุกเซต A∅ ⊂  
2. เซตทุกเซตเปนสับเซตของตัวเอง  A A⊂  
3. เซตที่มีสมาชิก n  ตัว จะมีสับเซตทั้งสิ้น n2  แบบ 
4. บางตําราใชสัญลักษณ ⊂  แทนการเปน สับเซตแท (Proper Subset) ซ่ึงจะมีเพียง n2 1−  
แบบเทานั้น (คือนับเฉพาะเซตที่เล็กกวาเทานั้น) และใชสัญลักษณ ⊆  แทนการเปนสับเซตใดๆ 
(น่ันคือ A A⊆  แต A A⊄ ) ... แตในที่น้ีจะใชเครื่องหมาย ⊂  เพียงแบบเดียวเทานั้น 
 

* หมายเหต ุมีของ n  สิ่ง หยิบออกมาทีละ r  สิ่ง ไมใหซํ้าแบบกัน ไดทั้งสิ้น n!
(n r)! r!− ⋅

 แบบ 

เชน B  มีสมาชิก 4  ตัว จะมีสับเซตที่หยิบสมาชิกออกมา 3  ตัว อยู 4!
4

1! 3!
=

⋅
 แบบ 

กฎการนับน้ี จะไดศึกษาอยางละเอียดในบทเรียน “วธิีเรียงสับเปลีย่นและจัดหมู” 
 
•  เพาเวอรเซต (Powerset) คือเซตทีบ่รรจุดวยสับเซตทั้งหมดที่เปนไปได เพาเวอรเซตของ A  
จะใชสัญลักษณวา P(A)  ดังน้ัน ถา A  มีสมาชิก n  ตัวแลว P(A)  ยอมมีสมาชิก n2  ตัว 
เชนในตวัอยางนี้  {m} {p} {r} {w} {m,p} {m,r} ... {m,p,r,w}P(A) ∅= { , , , , , , , , }  
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โจทย 
(1) กําหนด A,B  เปนเซตที่มีลักษณะ A B⊂  และ A B≠  ถา x A∈  และ y B∈  แลว
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (1.1) {x} B⊂    (1.3) {A} {B}⊂  
 (1.2) {y} A⊄    (1.4) {A} {B}≠  
(2) ให A {{ },a,b,{a},{a,b}}= ∅  ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (2.1) { } A∅ ∈    (2.3) {{a},b} A⊂  
 (2.2) { } A∅ ⊂    (2.4) {a,b} A∈  และ {a,b} A⊄  
(3) ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (3.1) ถา A B⊂  และ B C⊂  แลว A C⊂  
 (3.2) ถา A B∈  และ B C∈  แลว A C∈  

(3.3) ถา A B⊄  และ B C⊄  แลว A C⊄  
(4) ให A  เปนเซตใดๆ ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) {x | x A} {A}= =   (4.3) {x |{x} A} {A}⊂ =  
 (4.2) {x | x A} A∈ =   (4.4) {x |{x} }⊂ ∅ = ∅  
(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา n(A) 5=  แลว สับเซตของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 
 (5.2) ถา n(A) 5=  แลว สับเซตแทของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 
 (5.3) ถา n(A) 5=  แลว เพาเวอรเซตของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 

(5.4) ถา n(A) 5=  แลว สมาชิกของเพาเวอรเซตของ A  มีทั้งหมด 32  ตัว 
(6) ถา A  มีสับเซตแท 511  เซต แสดงวา A  มีสมาชิกกี่ตัว 
และในจํานวน 511  เซตน้ัน สับเซตที่มีสมาชิกเพียง 5  ตัวมีกี่เซต 
(7) ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (7.1) ∅ ∈ ∅     (7.5) P( )∅ ∈ ∅  
 (7.2) ∅ ⊂ ∅     (7.6) P( )∅ ⊂ ∅  
 (7.3) { }∅ ∈ ∅    (7.7) { } P( )∅ ∈ ∅  

(7.4) { }∅ ⊂ ∅    (7.8) { } P( )∅ ⊂ ∅  
(8) ถา A { ,a,{b},{a,b}}= ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (8.1) P(A)∅ ∈    (8.6) a P(A)∈  
 (8.2) { } P(A)∅ ∈    (8.7) {a} P(A)∈  
 (8.3) P(A)∅ ⊂    (8.8) {b} P(A)∈  
 (8.4) { } P(A)∅ ⊂    (8.9) {{b}} P(A)∈  
 (8.5) { ,a,{b}} P(A)∅ ∈   (8.10) { ,a,{b}} P(A)∅ ⊂  
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(9) ถา A { ,1,2,3,{1},{1,2},{1,2,3}}= ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (9.1) { ,{1},{1,2}} P(A)∅ ∈  (9.3) {{1},{2},{3}} P(A)∈  
 (9.2) { ,{1},{1,2}} P(A)∅ ⊂  (9.4) {{1},{2},{3}} P(A)⊂  
(10) [Ent’39] ให S {1,2,3,4,5,6,7}=  แลวจงหา n(X) และ n(Y) 
เม่ือกําหนด X {A P(S) |1 A= ∈ ∈  และ 7 A}∉  
และ Y {A X |= ∈  ผลบวกของสมาชิกภายใน A  ไมเกิน 6}  
 
แผนภาพของเวนน-ออยเลอร 
•  การแสดงเซตดวย แผนภาพของเวนนและออยเลอร (Venn-Euler Diagram) ชวยใหเห็น
ลักษณะของเซตชัดเจนขึ้น การเขียนแผนภาพดังกลาวนิยมใหเอกภพสัมพัทธ U  เปนกรอบ
สี่เหลี่ยม ซ่ึงภายในบรรจุรูปปด (วงกลม วงรี ฯลฯ) ที่ใชแทนขอบเขตของเซต A,B,C  ตางๆ 
โดยจะเขียนใหมีบริเวณที่เซตสองเซตซอนทับกัน หากวาสองเซตนัน้มีสมาชิกรวมกัน ดังภาพ 
 
 
 
 
 

      A และ B ไมมีสมาชิกรวมกัน            A และ B มีสมาชิกรวมกัน             A เปนสับเซตของ B 
 

 
•  สมมติวา A {0,1,2,3,4}=  
B {1,3,5,7,9}=  
C {2,3,5,7,11}=  
จะเขียนแผนภาพไดดังน้ี 

 
 

การดําเนินการเก่ียวกับเซต 
การดําเนินการเกี่ยวกบัเซต เปนการทําใหเกิดเซตใหมขึ้นจากเซตทีมี่อยูเดิม 
1. ยูเนียน (Union : ∪ ) เซต A B∪  คือเซตของสมาชิกที่อยูใน A  หรือ B  
 
 
 
 
 

  ยูเนียนของ A กับ B ไดเปน B 
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 U  

A                  B 

 U  

A          B 

 U  

B 

A 

 U  

A 

 U  

A                  B 

 U  

A          B 

 U  

B 

A 

2. อินเตอรเซกชัน (Intersection : ∩ ) เซต A B∩  คือเซตของสมาชิกที่อยูใน A  และ B  
 
 
 
 
  

อินเตอรเซกชันของ A กับ B เปนเซตวาง                                       อินเตอรเซกชันของ A กับ B เปน A  
 
3. คอมพลีเมนต (Complement : ' ) 
เซต A'  คือเซตของสมาชิกที่ไมไดอยูใน A  
หมายเหตุ บางตําราใชสัญลกัษณ cA  แทน A'  
 
4. ผลตาง (Difference หรือ Relative Complement : − ) 
B A−  คือเซตของสิง่ที่อยูใน B  แตไมอยูใน A  และสรุปไดวา B A B A'− = ∩  
 
 
 
 
 

ขอสังเกต  โดยทั่วไป n(B A) n(B) n(A)− ≠ −   แต n(B A) n(B) n(A B)− = − ∩  
 
สมบัติทีเ่กี่ยวกับการดําเนินการของเซต 
 

•  การแจกแจง     •  คอมพลีเมนต และเพาเวอรเซต 
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)

∩ ∪ = ∩ ∪ ∩
− ∪ = − ∪ −
∪ ∩ = ∪ ∩ ∪
− ∩ = − ∩ −

 

(A B)' A ' B '
(A B)' A ' B '
P(A) P(B) P(A B)
P(A) P(B) P(A B)

∪ = ∩
∩ = ∪

∩ = ∩
∪ ⊂ ∪

   

 

 
โจทย 
(11) กําหนดให A B {0,1,2,3,4,5}∪ =     A B {1,3,5}∩ =     B C {2,3,5}∩ =  
A C {0,1,2,3,5}∪ =     A C {0,3,5}∩ =  แลว ขอใดผิด 
     ก. A B' {0}∩ =     ข. B C' {1}∩ =       ค. A C' {1}∩ =     ง. B A ' {2,4}∩ =  
(12) ใหเขียนเซต C' B'∪  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือกําหนดให 

{x |1 x 10}= ∈ ≤ ≤IU  เม่ือ =I  เซตของจํานวนเต็ม 
B {x | x=  หาร 3 ลงตัว}  และ C {x | x 5}= ≤  
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(13) [Ent’38] ถา A {0,1}=  และ B {0,{1},{0,1}}=  แลว 
 (13.1) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด A P(B)∈  
 (13.2) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด {1} P(A) P(B)∈ ∩  
 (13.3) คาของ n(P(A B)) n(P(A B))∪ − ∩  เปนเทาใด 
(14) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (14.1) '∅ = U    (14.7) A A '∩ = ∅  
 (14.2) ' = ∅U    (14.8) A A '∪ = U  
 (14.3) A (A B)⊂ ∪    (14.9) A − = ∅U  และ A A '− =U  
 (14.4) B (A B)⊂ ∪    (14.10) A A− ∅ =  และ A∅ − = ∅  

(14.5) (A B) A∩ ⊂    (14.11) A A− = ∅  
(14.6) (A B) B∩ ⊂    (14.12) A B A B'− = ∩  

(15) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (15.1) ถา A B⊂  แลว P(A) P(B)⊂  
 (15.2) ถา A B∪ = ∅  แลว A = ∅  และ B = ∅  
 (15.3) ถา A B∩ = ∅  แลว A = ∅  และ B = ∅  
 (15.4) ถา A B− = ∅  และ B C B− =  แลว A ' C'∪ = U  
 (15.5) ถา A B− = ∅  และ B C− ≠ ∅  แลว A C− ≠ ∅  
(16) สําหรับเซต A, B  ใดๆ ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (16.1) A B A B∩ ≠ ∪   (16.5) ถา x A∉  แลว x A B∉ ∪  
 (16.2) A B B A− ≠ −    (16.6) ถา x A∈  แลว x A ' B '∉ ∩  

(16.3) A B A B'∩ = −   (16.7) ถา x A∉  แลว x A ' B '∈ ∩  
 (16.4) (A B)' B ' A∪ = −   (16.8) ถา x A∈  แลว x (A ' B ')'∈ ∪  
(17) เขียนเซตตอไปน้ีใหอยูในรูปที่สั้นทีสุ่ด 
 (17.1) A (A B)− ∩    (17.6) (A B) B∪ −  
 (17.2) (A B) B− ∪    (17.7) (A B) B∩ −  
 (17.3) (A B) B− ∩    (17.8) A (A B)− −  
 (17.4) A (A B)∩ −    (17.9) (A B) (B A ')− ∩ −  
 (17.5) A (A B)∪ −  
(18) ขอความตอไปน้ีเปนจริงหรือไม 
 (18.1) ถา A C B C∪ = ∪  แลว A B=  
 (18.2) ถา A C B C∩ = ∩  แลว A B=  
 (18.3) ถา A C B C− = −  แลว A B=  
 (18.4) ถา A ' B '=  แลว A B=  
(19) ใหบอกเงื่อนไขที่ทําให A B A− =  อยางนอย 3 กรณี 
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(20) เขียนเซตตอไปน้ีใหอยูในรูปที่สั้นทีสุ่ด 
 (20.1) (A B) (B A) (A B)− ∪ − ∪ ∩  
 (20.2) [A (A ' B)] [B (B' A ')]∩ ∪ ∪ ∩ ∪  
 (20.3) ( ) ( )[(A B) (B A)] A ' A ' [(A B) (B A)]− ∪ − − ∪ − − ∪ −  

(20.4) ( )[(A B)' (B C')] [(D E) (C' E')] (A E') '∪ ∩ − ∪ − ∩ − ∪ −  
(21) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (21.1) (A B C) (A ' B C) (B ' C ')∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∪ = U  
 (21.2) (A B C D') (A ' C) (B' C) (C D) C∩ ∩ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ =  
 (21.3) P(A B) P(A B)∩ ⊂ ∪  
 (21.4) P(A B) P(B A) { }− ∩ − = ∅  
 (21.5) ถา A B⊂  แลว P(A B) P(A) P(B)∪ = ∪  
(22) ให A {0,1,2,3}= , B {{0},1,2,{3}}=  และ C {0,{1},{2},3}=  
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (22.1) P(A) P(B) P(C ') { ,{1},{2},{1,2}}∩ ∩ = ∅  
 (22.2) P(A) P(B ') P(C) { ,{0},{3},{0,3}}∩ ∩ = ∅  
 (22.3) P(A ') P(B) P(C) { ,{0}}∩ ∩ = ∅  
 (22.4) P(A) P(B ') P(C ') { }∩ ∩ = ∅  
(23) ถา n( ) 35=U , n(A) 22= , n(B) 18=  
ใหหาวา n(A ' B ')∩  จะมีคามากที่สุดไดเทาใด 
(24) ถา n(A) a= , n(B) b= , n(C) c= , n(D) d=  
n(A B) b∩ = , n(B C) c∩ = , n(C D) d∩ =  แลว 
ใหหา n(A B C D)∩ ∩ ∩  และ n(A B C D)∪ ∪ ∪  
(25) ให A,B,C  เปนเซตซึ่ง P(C) { ,{a},{c},C}= ∅ , n(P(A)) 8= , 
n(P(B)) 16= , C A⊂ , C B⊂ , {b,d,e} A B⊂ ∪  และ b A B'∈ ∩  ขอใดผิด 

ก. d (A B')'∈ ∪    ข. e (C B')'∈ ∪  
ค. b (A ' B ')'∉ ∪    ง. {b,e} (A ' B)'⊂ ∪  

(26) เม่ือ A { ,1,{1}}= ∅  และ A B'∩ = ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (26.1) n[P(A) P(B)] 8∩ =   (26.3) P(A B) { }− = ∅  
 (26.2) {1} P(A B)∈ ∩   (26.4) P(B A) { }− = ∅  
(27) [Ent’37] ถา A { ,{ },0,{0},{1},{0,1}}= ∅ ∅  แลว 
จงหาจํานวนสมาชิกของเซต [P(A) A ] [A P(A)]− ∪ −  
(28) มีเซต A  ทีต่รงตามเงื่อนไขตอไปน้ีกี่แบบ 
 (28.1) A B {1,2,3,4,5}∪ =  และ B {1,3,5}=  
 (28.2) A B {1,2,3,...,15}∪ =  และ B {2,4,6,8,10}=  
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(29) กําหนดให A {1,2,3,4,5,6,7}=  และ B {1,2,3}=  แลว 
จะมีเซต X  ตามเง่ือนไขตอไปน้ีไดกี่แบบ 
 (29.1) B X A⊂ ⊂  
 (29.2) X A⊂  และ B X∩ ≠ ∅  
(30) ถา B A⊂  โดย n(A) 10= , n(B) 4=  ใหหาคา n(C)  ในแตละขอตอไปน้ี 
 (30.1) C {S |B S A}= ⊂ ⊂  
 (30.2) C {S A | S B }= ⊂ ∩ ≠ ∅  
(31) กําหนด A {0,2,4,6,8}=     B {0,1,2}=     C {1,2,3}=     D {0,2,3}=  
ใหหาจํานวนเซต X  ซ่ึง X A⊂  และตรงตามเงื่อนไขตอไปน้ี 
 (31.1) B C' X∩ ⊂    (31.3) B D X∩ ⊂  
 (31.2) B C' X∩ ⊄    (31.4) B D X∩ ⊄  
(32) ถา {1,2,3,4,...,8}=U  
A {1}= −U        B {2,4,6}=     และ C {1,7}=  
มีเซต D  ที่เปนไปไดกี่แบบทีต่รงตามเงื่อนไข (B ' C) D A− ⊂ ⊂  
(33) กําหนดให {x | 2 x 6}= ∈ − ≤ ≤IU  เม่ือ =I  เซตของจํานวนเตม็ 

2A {k | k }= ∈ U  และ B { k |k }= ∈ U  
จํานวนสมาชกิของเซต C {x | A B x= ∩ ⊂  และ x A B}⊂ ∪  เปนเทาใด 
(34) ให A {a,b,c,d, f}=  และ B {a,c,d,e}=  
เซต X  ซ่ึง X A B⊂ ∪  และ A B X∩ ∩ ≠ ∅  มีกี่เซต 
(35) ให A {1,3,5,7,9}=  และ kS {B A |n(B) k}= ⊂ =  
ใหหาคา n(S)  เม่ือ 1 2 3 4 5S S S S S S= ∪ ∪ ∪ ∪  
(36) กําหนด {0,1,2,...,100}=U      A {x | x=  หารดวย 2 ลงตัว}  
B {x | x=  หารดวย 3 ลงตัว}      D {x | x=  หารดวย 5 ลงตวั}  
ใหหาคาของ n(A ' B ' C ')∩ ∩  
(37) กําหนดเซต A, B  เปนสับเซตของ U  หาก n( ) 100=U , n(A ') 40= , 
n(B) 55= , n(A B') 32∩ =  แลวคาของ n(A ' B ')∩  เปนเทาใด 
 
โจทยปญหา 
•  โจทยปญหาที่เปนเหตุการณ จะใชแผนภาพเวนน-ออยเลอร ชวยในการคํานวณสวนประกอบ
ตางๆ และอาจใชสูตรในการหาจํานวนสมาชิกในเซตเพิ่มเติมดังน้ี 
 

n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(A B) n(A C) n(B C) n(A B C)

n(A B) n(A) n(B) n(A B)
∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩

∪ = + − ∩

 
โจทย 
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(38) นักเรียน 80 คน เปนนักกีฬา 35 คน เปนนักดนตร ี27 คน และไมไดเปนทั้งนักกีฬาและนัก
ดนตรี 32 คน ถามวามีนักเรียนที่ไมไดเปนนักกีฬา หรือ ไมไดเปนนักดนตรี อยูกี่คน 
(39) [Ent’33] จากการสํารวจนักเรียนหองหน่ึง พบวามี 20 คนที่เรียนฝร่ังเศสหรือคณิตศาสตร 
(โดยที่หากเรียนฝรั่งเศสแลวตองไมเรียนคณิตศาสตร) มี 17 คนที่ไมเรียนคณิตศาสตร และมี 15 
คนที่ไมเรียนฝร่ังเศส แลวมีกี่คนที่ไมเรยีนทั้งสองวิชานี้เลย 
(40) [Ent’34] จากการสอบถามผูด่ืมกาแฟ 20 คน พบวาจํานวนผูใสครีม นอยกวาสองเทาของผู
ใสนํ้าตาลอยู 7 คน และจํานวนผูที่ใสทั้งครีมและน้ําตาล เทากับจํานวนผูที่ไมใสทัง้ครีมและ
นํ้าตาล ดังน้ันมีผูที่ใสครีมทัง้หมดกี่คน 
(41) พนักงานบริษัท 34 คน ถูกสํารวจเกี่ยวกับการสวมนาฬิกา แวนตา และแหวน ปรากฏวา
สวมแวนอยางเดียว 5 คน จํานวนคนสวมนาฬิกามากกวาจํานวนคนสวมแวนตาอยู 1 คน 
จํานวนคนไมสวมนาฬิกาเปน 3 เทาของจํานวนคนสวมแหวน นอกจากนั้น คนสวมแหวนทุกคน
สวมแวน แตคนสวมนาฬิกาไมมีคนใดสวมแวน จะมีคนสวมนาฬิกากี่คน 
(42) [Ent’26] นักเรียนคนหนึ่งไปพักผอนที่พัทยา ตลอดชวงเวลานั้นเขาสังเกตไดวามีฝนตก 7 
วันในชวงเชาหรือเย็น โดยถาวันใดฝนตกชวงเชาแลวจะไมตกในชวงเย็น, มี 6 วันที่ฝนไมตก
ในชวงเชา และมี 5 วันที่ฝนไมตกในชวงเย็น ถามวานักเรียนคนนี้ไปพักผอนที่พัทยากี่วัน 
(43) จากการสํารวจสายตาและสุขภาพฟนของนักเรียน 160 คน ซ่ึงมีนักเรียนชายอยู 100 คน 
(นักเรียนชายสายตาไมดี 30 คน และฟนผุ 35 คน) พบวามีนักเรียนที่สายตาดีและฟนไมผุอยู 
80 คน (เปนชาย 55 คน) และมีนักเรียนที่สายตาไมดีทั้งหมด 50 คน ฟนผุทั้งหมด 60 คน ถาม
วามีนักเรียนที่สายตาดี หรือ ฟนไมผุ รวมทั้งหมดกี่คน 
(44) ในจํานวนนักเรียน 35 คนซึ่งเปนหญิง 11 คน ถาพบวาชอบเลนบาสเกตบอลกับฟุตบอล
อยางนอยคนละอยาง โดยมีนักเรียนชาย 16 คนชอบบาสเกตบอล นักเรียนหญิง 7 คนชอบ
ฟุตบอล นักเรยีนชอบบาสเกตบอลทั้งหมด 23 คน ฟุตบอล 21 คน ถามวานักเรียนชายที่ชอบ
ทั้งสองอยางมีกี่คน 
(45) โรงเรียนแหงหน่ึงมีนักเรียนชาย 600 คน หญิง 500 คน ในจํานวนนี้มีนักเรยีนที่มาจาก
ตางจงัหวัดรวม 300 คน เปนผูชาย 200 คน และมีนักกีฬารวม 50 คน เปนผูชาย 30 คน โดยมี
นักกีฬาที่มาจากตางจังหวัด 25 คน เปนชาย 15 คน ถามวานักเรียนชายที่ไมไดมาจาก
ตางจังหวัดและไมไดเปนนักกีฬาดวย มีกี่คน 
(46) เซตของจํานวนเต็มเซตหนึ่ง หากนํา 3 หรือ 4 ไปหารจะปรากฏวา 4 หารลงตัวอยางเดียว 
6 จํานวน, 3 หารลงตัวทั้งหมด 8 จํานวน ซ่ึงเปนจํานวนคู 3 จํานวน, ทั้ง 3 และ 4 หารลงตัว มี 
2 จํานวน, และ 4 หารไมลงตัว 18 จํานวน ซ่ึงเปนจํานวนคู 4 จํานวน ถามวาจํานวนสมาชิกของ
เซตน้ีเปนเทาใด, จํานวนคูในเซตน้ีมีกี่จํานวน, และมีจํานวนที่ 3 หรือ 4 หารไมลงตัวกี่จํานวน 
(47) [Ent’31] จากการสํารวจความนิยมของผูไปเที่ยวสวนสัตว 100 คน พบวา 50 คนชอบชาง, 
35 คนชอบลิง, 25 คนชอบหมี, 32 คนชอบแตชาง, 20 คนชอบหมีแตไมชอบลิง, 10 คนชอบ
ชางและลิงแตไมชอบหมี, ใหหาจํานวนคนที่ไมชอบสัตวทั้งสามชนิดนี้เลย 
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(48) [Ent’38] จากการสํารวจผูฟงเพลง 180 คน พบวามีผูชอบเพลงไทยสากล 95 คน เพลงไทย
เดิม 92 คน และลูกทุง 125 คน โดยแบงเปน ผูชอบเพลงไทยสากลและไทยเดิม 52 คน เพลง
ไทยสากลและลูกทุง 43 คน เพลงไทยเดมิและลูกทุง 57 คน และทุกคนจะชอบฟงเพลงอยาง
นอยหนึ่งในสามประเภท จงหาจํานวนผูที่ชอบเพลงไทยสากลเพียงอยางเดียว 
(49) [Ent’39] ในการสํารวจความนิยมของคน 100 คนที่มีตอ 
นาย ก, ข, ค โดยที่ทุกคนตองแสดงความนยิมใหอยางนอย 1 
คน ปรากฏวานาย ก ไดรับคะแนนนิยมมากกวานาย ข อยู 6 
คะแนน และเขียนแผนภาพไดดังรูป ตอไปน้ีขอใดผิด 
     ก. นาย ข ไดคะแนนนิยมนอยที่สุด 
     ข. ผลรวมของคะแนนทั้งสามคน เปน 199 
     ค. ผูที่ลงคะแนนให นาย ก เทานั้น มี 10 คน 
     ง. ผลรวมของคะแนนทีล่งใหคนใดคนหนึ่งเพียงคนเดียว เทากบั 24 
(50) ในบรรดานักกีฬา 100 คนซึ่งเปนชาย 60 คน พบวามีนักบาสเกตบอล 35 คน เปนชาย 20 
คน, มีนักเทนนิส 28 คน เปนชาย 15 คน, มีนักวอลเลยบอล 40 คน เปนชาย 22 คน, เปนทั้ง
นักบาสเกตบอลและเทนนสิ 14 คน เปนชาย 6 คน, เปนทั้งนักเทนนิสและวอลเลยบอล 16 คน 
เปนชาย 10 คน, เปนทั้งนักบาสเกตบอลและวอลเลยบอล 20 คน เปนชาย 11 คน, และมี
นักกีฬาที่ไมไดเลนกีฬาสามประเภทนี้เลย 12 คน เปนชาย 8 คน ใหหาวานักกีฬาที่เลนครบทั้ง
สามประเภทมีผูชายมากกวาผูหญิงกี่คน 
 
 
เฉลย 
(1) ขอ (1.1) และ (1.4) ถูก   (2) ขอ (2.1) และ (2.3) ถูก   (3) ขอ (3.1) ถูก   (4) ขอ (4.3) ผิด   
(5) ขอ (5.1) และ (5.4) ถูก   (6) 9  ตวั, 45  เซต   (7) ขอ (7.1) และ (7.7) ผิด   (8) ขอ (8.6), 
(8.8), (8.10) ผิด   (9) ขอ (9.3) ผิด   (10) 32, 6    (11) ข.   (12) {1,2, 4,5,6,7,8,9,10}    
(13) ผิด, ผิด, 14 2−    (14) ถูกทุกขอ   (15) ขอ (15.3) และ (15.5) ผิด   (16) ขอ (16.3), 
(16.4), (16.6) ถูก   (17.1) A B−    (17.2) A B∪    (17.3) ∅    (17.4) A B−    (17.5) A    
(17.6) A B−    (17.7) ∅    (17.8) ∅    (17.9) ∅    (18) ขอ (18.4) ถูก   (19) A = ∅  หรือ 
B = ∅  หรือ A B∩ = ∅    (20.1) A B∪    (20.2) B    (20.3) B'    (20.4) (A E)'∩    
(21) ถูกทุกขอ   (22) ขอ (22.3) ผิด   (23)13    (24)d, a    (25) ง.   (26) ขอ (26.4) ผิด   
(27) 61 3+    (28.1) 8    (28.2) 32    (29.1) 16    (29.2) (8 1) 16− ×    (30.1) 64    
(30.2) (16 1) 64− ×    (31.1) 16    (31.2) 16    (31.3) 8    (31.4) 24    (32) 16    (33) 
4    (34) 56    (35) 31    (36) 26    (37) 13    (38) 66   (39) 6   (40) 11   (41) 13   (42) 
9   (43) 130   (44) 6   (45) 385   (46) 26, 12, 24   (47) 13   (48) 20   (49) ค.  (50) 22-13 
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ระบบจํานวนจริง (Real Number System) 
 
•  จํานวนที่มนุษยคิดขึ้นใชครั้งแรกเปนจํานวนที่ใชนับสิง่ของตางๆ เรียกวา จํานวนธรรมชาติ 
(Natural Number) หรือ จํานวนนับ (Counting Number) ไดแก 1,2,3,4,... ซ่ึงสัญลักษณ
แทนเซตของจํานวนนับคือ {1,2,3,4,...}=  
 

•  หากนําจํานวนนับเหลานี้มาบวกหรือคูณกัน ผลลัพธยอมเปนจํานวนนับเสมอ เรียกวา “เซต
ของจํานวนนับมี สมบัติปด (Closure Property) สําหรับการบวกและการคูณ” (คําวา สมบัติปด 
หมายความวา เม่ือนําสมาชิกใดๆ ในเซตมาดําเนินการแลว ผลที่ไดยังคงเปนสมาชิกของเซตนัน้
อยู) แตหากนําจํานวนนับบางจํานวนมาลบหรือหารกันจะมีปญหาขัดของเน่ืองจากผลที่ไดไม
เปนจํานวนนบั ดวยเหตุน้ีจํานวนลบ จํานวนศูนย รวมทั้งจํานวน เศษสวน (Fraction) จึงถูกคิด
ขึ้นมาใช 
 

•  จํานวนนับ จํานวนศูนย และจํานวนเต็มลบ เรียกรวมกันวา จํานวนเต็ม (Integer) 
{..., 3, 2, 1,0,1,2,3,...}= − − −I  

จํานวนเต็มและจํานวนเศษสวน (ที่เกิดจากการหารจํานวนเต็ม) เรียกรวมกันวา จํานวนตรรกยะ 
(Rational Number) 

{a/b | a,b= ∈ I  และ b 0}≠  
 

•  ขอสังเกต 1. ⊂ I  และ ⊂I  
2. จํานวนตรรกยะที่เปนเศษสวนของจํานวนเต็ม จะเขียนเปนทศนยิมซ้ําไดเสมอ 
และจํานวนทีเ่ขียนเปนทศนยิมไมซํ้า จะเรียกวา จํานวนอตรรกยะ (Irrational Number) '  
เชน 2 1.4142≈ , 3 1.7321≈ , 3.1416≈π  
3.  มีสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ 
I  และ  มีสมบัติปดสําหรับการบวก, ลบ, และคูณ 
แต '  ไมมีสมบัติปดเลย 
 
•  จํานวนทั้งหมดที่กลาวมานี้ เรียกรวมกนัวา 
จํานวนจริง (Real Number : ) ซ่ึงมีแผนผัง 
ความสัมพันธดังที่แสดงไว นอกจากนี้ยังมีจํานวน 
อีกหนึ่งประเภทที่ไมใชจํานวนจริง (เน่ืองจากไม 
สามารถจัดลําดับคามากนอยได) เชน 2−  (จะ 
ศึกษาในหวัขอจํานวนเชิงซอน) รวมกันแลวเรยีก 
วา จํานวนเชงิซอน (Complex Number : ) 
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สมบัติของการเทากัน 
[1] สมบัติการสะทอน (Reflexive Property)  a a=  
[2] สมบัติการสมมาตร (Symmetric Property) a b b a= ↔ =  
[3] สมบัติการถายทอด (Transitive Property) a b b c a c= ∧ = → =  
[4] สมบัติการบวกและคูณดวยจํานวนทีเ่ทากัน a b a c b c= → + = +  
      a b ac bc= → =  
สมบัติเก่ียวกับการบวกและการคูณ 
[1] “เอกลักษณ (Identity)” คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับจํานวนจริง a  ใดก็ตามแลวไดผลลัพธ
เปนจํานวน a  เดิม ... ดังน้ัน เอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจริง คือ 0  และเอกลักษณการ
คูณในระบบจํานวนจริง คือ 1 
[2] “อินเวอรส (Inverse) ของ a ” คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับจํานวนจริง a  แลวไดผลลัพธ
เปนเอกลักษณ ... ดังน้ัน เอกลักษณการบวกของจํานวนจริง a  คือ a−  และเอกลักษณการคูณ
ของจํานวนจริง a  คือ 1/a  หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ 1a−  
[3] สมบัติปด (Closure Property) a,b a b∈ → + ∈  
 a,b a b∈ → ⋅ ∈  
[4] สมบัติการสลับที่ (Commutative Property) a b b a+ = +  
 ab ba=  
[5] สมบัติการเปลี่ยนกลุม (Associative Property) a (b c) (a b) c a b c+ + = + + = + +  
 a (bc) (ab) c abc= =  
[6] สมบัติการแจกแจง (Distributive Property) a (b c) ab ac+ = +  
 (a b) c ac bc+ = +  
[7] สมบัติสําหรับเซตของจํานวนจริงบวก ( + ) เพ่ิมเติมไดแก สมบัตปิดของการบวก สมบัตปิด
ของการคูณ และสมบตัิทีว่า “ถาจํานวนจริง a 0≠  แลว a +∈  หรือ a +− ∈  เสมอ” 
 
ทฤษฎีบทตางๆ ที่ควรทราบ (พิสูจนไดจากสมบัติขางตน) 
[1] กฎการตัดออกสําหรับการบวกและการคูณ a c b c a b+ = + → =  
      a c b c a b⋅ = ⋅ → =    เม่ือ c 0≠  
[2] การคูณดวยศูนย และจํานวนลบ  0a a0 0= =       ( 1)a a− = −  
      ( a)b a( b) ab− = − = −  
      ( a)( b) ab− − =       ( a) a− − =  
* [3] ผลคูณเทากับศูนย    ab 0 a 0= → =  หรือ b 0=  
[4] บทนิยามของการลบและการหาร  a b a ( b)− = + −  
      1a b ab −÷ =  เม่ือ b 0≠  (ไมนิยาม 10− ) 
[5] การแจกแจงสําหรับการลบ   a (b c) ab ac− = −  
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[6] อินเวอรสการคูณไมเปนศูนยเสมอ  1a 0− ≠   เม่ือ a 0≠  

[7] การคูณทั้งเศษและสวน   a ac
b bc

=  

[8] การบวกและการคูณเศษสวน   a d ac bd
b c bc

+
+ =     a d ad

b c bc
⋅ =  

[9] อินเวอรสการคูณของเศษสวน  
1

a b
b a

−
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

[10] เศษสวนซอน    a b a
c bc

=  a ac
b c b

=  a b ad
c d bc

=  

หมายเหตุ 1. ขอ [7] ถึง [10] ตัวสวนตองไมเทากับศูนย 
2. อาจนิยามการหารดวยการคูณ คือ a b c a bc÷ = ↔ =  ก็ได 
แตตองกํากับวาเปนจริงเม่ือ b 0≠  เทานั้น (การหารดวย 0  ในที่น้ีจะไมนิยาม) 
 
โจทย 
(1) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (1.1) 0.343443444... เปนจํานวนตรรกยะ 
 (1.2) 0.112112112... เปนจํานวนอตรรกยะ 
 (1.3) ถา 2a  เปนจํานวนคู แลว a  ตองเปนจํานวนคู 
 (1.4) ถา 2a  เปนจํานวนคี่ แลว a  ตองเปนจํานวนคี ่
(2) ถา a,b,c ∈  แลว ขอความในแตละขอตอไปนี้ถูกหรือผิด 
 (2.1) ถา ab a=  แลว b 1=  
 (2.2) ถา ab 0=  แลว a 0=  และ b 0=  

 (2.3) เม่ือ b 0≠  ถา a c
b b

=  แลว a c=  

 (2.4) เม่ือ b,c 0≠  ถา a a
b c

=  แลว b c=  

(3) เซตในขอใดมีสมบัติปดของการบวก และการคูณ 
     ก. เซตของจํานวนเต็มลบทั้งหมด      ข. เซตของจํานวนเฉพาะบวกที่ไมใช 2  
     ค. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไมใชจํานวนเต็ม     ง. เซตของจํานวนเต็มทีห่ารดวย 4  ลงตัว 
(4) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติปดของการลบ 
 (4.2) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติการเปลี่ยนกลุมของการลบ 
 (4.3) เซตของจํานวนจริงที่ไมใช 0  มีสมบัตปิดของการหาร 
 (4.4) เซตของจํานวนจริงที่ไมใช 0  มีสมบัตกิารเปลี่ยนกลุมของการหาร 
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(5) เม่ือกําหนดเซต A {x | x }= ∈ ∈  และ B A= −  แลว 
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) A  มีสมบัติปดการคูณ แต B  ไมมีสมบัติปดการคูณ 
 (5.2) A  ไมมีสมบัติปดการบวก และ B  ไมมีสมบัติปดการบวก 
(6) เซต A  ในขอใดทําใหขอความตอไปน้ีเปนจริง 
“ถา x A∈  แลว จะมี y A∈  ซ่ึง x y 1=  และ x y A∈ ” 
     ก. เซตของจํานวนเต็มทีไ่มใช 0   ข. เซตของจํานวนจริง 
     ค. เซตของจํานวนอตรรกยะ   ง. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไมใช 0  

(7) ใหหาอินเวอรสการคูณของ 1

6 5+
 และเอกลักษณการคณูของ 6 5+  

(8) กําหนดตารางการดําเนินทวิภาคดังขวามือ ขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
     ก. (a b) a c∗ ∗ =    ข. (b c) b a∗ ∗ =  
     ค. (a b) (c b) b∗ ∗ ∗ =   ง. (c a) (b a) b∗ ∗ ∗ =  
(9) การดําเนินการ ∗  สําหรับจํานวนจริง ในขอใดไมมีสมบัติการสลบัที่ 
     ก. x y 3x y (x y)∗ = + +  ข. x y 2(x y) 3x y∗ = + −  

     ค. 3 1
x y

x y x y
∗ = −

+
  ง. 1

x y 2x y
x y

∗ = +
−

 

(10) กําหนด a b 3ab (a b)∗ = + +  แลว x (y z) (z y) x∗ ∗ = ∗ ∗  หรือไม 
(11) ถา A  เปนเซตของจํานวนนับคี่ และกาํหนดตัวดําเนินการ ⊕  กับ ⊗  บนเซต A  ดังน้ี 

a b
a b

2
+

⊕ =  และ ab
a b

2
⊗ = แลวขอใดตอไปน้ีถูกหรือผิดบาง 

 (11.1) เซต A  มีสมบัติปด และมีสมบัตกิารสลับที่ ภายใตการดําเนินการ ⊕  
 (11.2) เซต A  ไมมีสมบัติปด แตมีสมบัติการสลับที่ ภายใตการดําเนินการ ⊗  
 
ทฤษฎีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem) 
•  พหุนามตัวแปรเดียว ที่มี x  เปนตวัแปร จะอยูในรูป n n 1

n n 1 1 0a x a x ... a x a−
−+ + + +  

นิยมใชสัญลักษณวา p(x)  นอกจากนั้น สัญลักษณ p(c)  หมายถึงการแทนคา x  ดวย c  
เชน 3 2p(x) 4x x 2x 6= − − +  จะไดวา 3 2p( 1) 4( 1) ( 1) 2( 1) 6 3− = − − − − − + =  
 

•  การแกสมการพหุนามตัวแปรเดียว n n 1
n n 1 1 0a x a x ... a x a 0−

−+ + + + =  จะตองแยกตัว
ประกอบใหสมการอยูในรูปผลคูณเทากบัศูนย โดยมีเทคนิคตางๆ ทีศ่ึกษาผานมา ไดแก กําลัง
สองสมบูรณ ผลตางของกําลังสอง ผลบวกและผลตางของกําลังสาม เปนตน แตสําหรับสมการที่
มีดีกรีมากกวาสองทั่วไป ทฤษฎีบทเศษเหลือจะชวยใหการแยกตัวประกอบสะดวกขึ้น 
 

•  ทฤษฎบีทเศษเหลือ กลาววา  ถาหาร p(x)  ดวย (x c)−  แลว จะเหลือเศษเทากับ p(c)  
(ใชไดในกรณทีี่ดีกรี n  เปนจํานวนเต็มบวก และสัมประสิทธิ์ทุกตวัเปนจํานวนจริงเทานั้น) 

* a b c 
a a b c 
b b c a 
c c a b 
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หากการหารนี้เหลือเศษ 0  พอดี (หารลงตัว) จะกลาววา (x c)−  เปนตัวประกอบของ p(x)  
น่ันคือ  พหุนาม p(x)  จะมี (x c)−  เปนตัวประกอบหนึ่ง ก็ตอเม่ือ p(c) 0=   เรียกทฤษฎี
น้ีวา ทฤษฎีบทตวัประกอบ (Factor Theorem) 
 

•  เรานําทฤษฎบีททั้งสองมาชวยในการแยกตัวประกอบของ p(x)  ได โดยการสุมหาคา c  ที่
ทําให p(c) 0=  พอดี แลวนํา (x c)−  ที่เปนตัวประกอบไปหารออกจาก p(x)  จนหมด แต
ยังมีอีกทฎษฎีที่ทําใหเลือกคา c  ไดรวดเร็ว น่ันคือ ทฤษฎีบทตัวประกอบจํานวนตรรกยะ ซ่ึง
กลาววา  ถา (x (k m))−  เปนตัวประกอบของ p(x)  แลว k  เปนตัวประกอบของ 0a  และ 
m  เปนตัวประกอบของ na  (k m  เปนเศษสวนอยางต่ําเทานั้น) 

 

•  สรุปวิธีการหาตัวประกอบ (x c)−  ของ p(x)  เม่ือ c  เปนจํานวนตรรกยะ คือนําคา k  มา
จากตัวประกอบของ 0a  และนาํคา m  มาจากตัวประกอบของ na  ... คา c  ที่เปนไปไดจะอยู
ในบรรดา k m  เหลานี้เทานั้น (อยาลืมคิดทั้งจํานวนบวกและจํานวนลบ) 
 
โจทย 
(12) ถาหาร 3 24x 21x 26x 17− + −  ดวย x 4−  แลวเหลือเศษ a  
และหาร 3 23x 13x 11x 5+ + +  ดวย x 3+  แลวเหลือเศษ b  แลวใหหาคาของ b a−  
(13) ถา x 1−  หาร 2x 2a+  และ x 2+  หาร x a+  แลวเหลือเศษเทากัน คา a  เปนเทาใด 
(14) ถาหาร 4 3 2x x 3x x 1− + − −  และ 3 22x x 75x a+ + +  ดวย x 5−  แลวเหลือเศษ
เทากัน คา a  เปนเทาใด 

(15) ถา x 2−  เปนตัวประกอบรวมของ 3 2 a
x ax x 2b

4
− + +  กับ 21

x x b
a

+ −  แลว 

คา a b+  เปนเทาใด 
(16) ถา 2x 2x 3− −  เปนตัวประกอบของ 4 3 2x ax bx 3x 4+ + + +  
และ 2x x 2+ −  เปนตวัประกอบของ 3 2x 10x cx d+ + +  แลว a b c d+ + +  มีคาเทาใด 
(17) ใหหา หรม. ของพหุนาม 3x 7x 6− + , 3 23x 7x 4− +  และ 4 3x 3x 6x 4− + −  
(18) ใหหา ครน. ของพหุนาม 3 2x 2x 5x 6− − +  และ 3 2x x 10x 8+ − +  
(19) แยกตัวประกอบของพหุนามตอไปน้ี  6 5 4 3 23x 2x 64x 96x 27x 98x 40− − + − + +  
(20) ใหหาเซตคําตอบของสมการ 2 2 2 2x a b 2abx b 0+ + − =  
 (20.1) เม่ือ a  เปนเอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจรงิ  
 (20.2) เม่ือ b  เปนเอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจรงิ  
 (20.3) เม่ือ a  เปนเอกลักษณการคูณในระบบจํานวนจรงิ 
 (20.4) เม่ือ b  เปนเอกลักษณการคูณในระบบจํานวนจรงิ 
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 a            b 

สมบัติของการไมเทากัน 
[1] บทนิยามของการมากกวาและนอยกวา a b b a +< ↔ − ∈  
      a b a b +> ↔ − ∈  
[2] สมบัติการถายทอด (Transitive Property) a b b c a c> ∧ > → >  
[3] สมบัติการบวกและคูณดวยจํานวนทีเ่ทากัน a b a c b c> → + > +   
      a b ac bc , c 0> → > >  
      a b ac bc , c 0> → < <  
[4] กฎการตัดออกสําหรับการบวกและการคูณ a c b c a b+ > + → >  
      ac bc a b , c 0> → > >  
      ac bc a b , c 0> → < <  
[5] สมบัติไตรวิภาค (Trichotomy Property) 
        ถา a,b ∈  แลว   a b=  หรือ a b<  หรือ a b>  อยางใดอยางหนึ่งเสมอ  
[6] บทนิยามของการไมมากกวาและไมนอยกวา 
     a b a≤ ↔  ไมมากกวา b   (นอยกวาหรือเทากับ) 
     a b a≥ ↔  ไมนอยกวา b   (มากกวาหรือเทากับ) 
[7] การเปรียบเทียบสองดาน 
 a b c a b< < ↔ <  และ b c<  a b c a b≤ ≤ ↔ ≤  และ b c≤  
 

 a b c a b< ≤ ↔ <  และ b c≤  a b c a b≤ < ↔ ≤  และ b c<  
 
ชวง และการแกอสมการ 
•  ชวง (Interval) คือเซตทีบ่อกสมาชิกดวยขอบเขต 
นิยมแสดงเปนกราฟบน เสนจํานวน (Number Line) 
 

•  ชวงเปด (a,b)  หมายถึง {x | a x b}< <  
ชวงปด [a,b] หมายถึง {x | a x b}≤ ≤  
ชวงครึ่งเปด (a,b]  หมายถึง {x | a x b}< ≤  
และชวงครึ่งเปด [a,b)  หมายถึง {x | a x b}≤ <  
 

•  ชวง (a, )∞  หมายถึง {x | x a}>  
ชวง [a, )∞  หมายถึง {x | x a}≥  
ชวง ( ,a)−∞  หมายถึง {x | x a}<  
ชวง ( ,a]−∞  หมายถึง {x | x a}≤  
และชวง ( , )−∞ ∞  หมายถึงเซตของจํานวนจริง  
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 -3  0  1  1  2  2  2 

 -3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 -3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 -3  0    1       2 

•  สมการ (Equality) คือประโยคที่มีตวัแปรและกลาวถึงการเทากัน การแกสมการ คือการหาคา
ของตัวแปรทีท่ําใหประโยคนั้นเปนจริง อาจกลาววาเปนการหา “เซตคําตอบของสมการ” หรือ
การหา “รากของสมการ” ก็ได สวน อสมการ (Inequality) คือประโยคที่มีตัวแปรและกลาวถึง
การไมเทากัน (ไดแก > ≥ < ≤ หรือ ≠) การแกอสมการ ก็คือการหาคาของตัวแปรที่ทําให
ประโยคนั้นเปนจริง ซ่ึงอาจกลาววาเปนการหา “เซตคําตอบของอสมการ” ก็ไดเชนกัน 
 

•  การแกอสมการนั้นมีขอควรระวัง ดังน้ี 
1. การบวกหรือลบทั้งสองของของอสมการ และการตัดออกสําหรับการบวก ทําไดเสมอ 
2. การคูณหรือหารทั้งสองขางของอสมการ ตองระวังเรือ่งการเปลี่ยนเครื่องหมาย 
3. การกลับเศษเปนสวน การยกกําลังสองทั้งสองขาง การคูณไขว เหลานี้ตองระวังเครื่องหมาย 
 
•  เทคนิคการหาชวงคําตอบของอสมการพหุนาม 
1. เม่ือแยกตัวประกอบเรียบรอยแลว อสมการโดยทั่วไป (สมมติวาเครือ่งหมายเปน ≥ ) 

จะอยูในรูป 1 2 3

1 2

(x c )(x c )(x c )...
0

(x d )(x d )...
− − −

≥
− −

       เชน 
2

3

(x 3)(x 1)
0

x(x 2)
+ −

≥
−

 
 

2. เขียนเสนจํานวนและระบตุําแหนงของ 1 2 3 1 2c ,c ,c ,d ,d ,...  ใหครบทุกตัว 
(เรียงตามลําดบันอยไปมาก) และหากมีตวัประกอบใดอยูหลายครั้ง 
ก็เขียนจุดเปนจํานวนเทานัน้ครั้งดวย เชนในภาพ  
 

3. ใสเครื่องหมาย +, -, +, - สลับกันไปในชวงยอยๆ บนเสนจํานวน 
โดยเริ่มจากชวงขวามือที่สดุเปน + เสมอ 
 

4. หากในอสมการเปนเครือ่งหมาย “มากกวาศูนย” ชวงคําตอบจะเปนชวงเปด ในชวง + 
หากเปนเครื่องหมาย “นอยกวาศูนย” ชวงคําตอบจะเปนชวงเปด ในชวง – 
โดยที่ถามีเครือ่งหมาย “เทากับศูนย” อยูดวย ชวงคําตอบจะเปลีย่นเปนชวงปด 
ทั้งน้ีตองระวังเรื่องเศษสวน ที่ตวัสวนตองไมเปนศูนย 
( 1 2x d ,d ,...≠ ) 
5. จัดรูปคําตอบใหกระชับ (ยุบรวมจุดที่เปนจุดเดียวกนั) 
เชน ในตวัอยางนี้ตอบวา x [ 3,0) {1} (2, )∈ − ∪ ∪ ∞  
 

ขอสังเกต หากมีจุดซ้ํากันเกิน 2 จุด (ยกกําลังมากกวา 2) ถาเปนกําลังคูใหเขยีนจุดเพียง 2 จุด 
แตถาเปนกําลังคี่ใหเขยีนจุดเพียงจุดเดียว เน่ืองจากในตอนทาย ชวงที่ไดก็จะยุบรวมกันเสมอ 
 
สมบัติความบริบูรณ (The Axiom of Completeness) 
•  สมบัติความบริบูรณ เปนสมบัติขอสุดทายของระบบจาํนวนจริง มีชื่ออีกอยางหนึ่งวา สัจพจน
การมีคาขอบเขตบนนอยสุด (Least Upper Bound Axiom) 
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•  นิยาม คาขอบเขตบน คือคาจํานวนจริงซ่ึงไมนอยกวาสมาชิกใดๆ ในเซตที่กําหนดให 
เชน เซต S {0, 1, 2, 3, 4,...}= − − − −  มีคาขอบเขตบนเปน 0  หรือ 0.5  หรือ 1.8  หรือ
อ่ืนๆ เพราะคาเหลานี้ไมนอยกวาสมาชิกใดใน S  แต คาขอบเขตบนนอยสุด ไดแก 0  เทานั้น 
•  คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง (a,b)  และ (a,b]  และ [a,b] คือคา b  
คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง ( ,b)−∞  และ ( ,b]−∞  คือคา b  
คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง (a, )∞  และ [a, )∞  และ ( , )−∞ ∞  หาไมได 
 

•  สมบัติขอสุดทายของระบบจํานวนจริง กลาววา “สับเซตใดๆ ของ  ถามีขอบเขตบนแลว 
คาขอบเขตบนนอยสุดจะยังอยูใน ” ซ่ึงสมบัติขอน้ีในระบบจํานวนอืน่บางระบบ เชน  ไมมี 
 
โจทย 
(21) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (21.1) ถา (a b)(b c)(c d) 0− − − >  แลว a b c d> > >  
 (21.2) ถา a b<  และ n ∈  แลว n na b<  

 (21.3) ถา a 0>  และ b 0>  แลว a b
ab

2
+

>  

 (21.4) ถา a 0> , b 0>  และ a b≠  แลว 
2 2

b a 1 1
a ba b

+ > +  

(22) ถา a b c< <  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 

 (22.1) a b
a b

2
+

< <    (22.3) 3 3 3a b c< <  

 (22.2) a b c
a c

3
+ +

< <   (22.4) ab bc<  

(23) ถา 7 x 5− < <  และ 3 y 6< <  แลว คาตอไปน้ีอยูในชวงใด 
 (23.1) 2x y−     (23.2) 2xy  
(24) ถา 6 x 2− < < −  และ 2 y 3< <  แลว คาตอไปน้ีอยูในชวงใด 
 (24.1) xy     (24.3) x/y  
 (24.2) x y−  
(25) ตองการสรางรูปสามเหลี่ยมหนาจ่ัวใหมีเสนรอบรปู 20 ซม. และความสูงไมเกิน 5 ซม. 
ความยาวฐานควรเปนเชนไร 
(26) ถา A  และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4 3x 2 13≤ − <  และ 
11 x 4x 1 2x 7− < + ≤ +  ตามลําดับแลว ในเซต A B'∩  จะมีจํานวนเต็มเปนเทาใดบาง 
(27) ถา m  และ n  คือจํานวนเต็มที่มากที่สุดและนอยที่สุด ที่เปนคําตอบของอสมการ 

2x 6x 7 0+ + ≤  แลว m n−  เปนเทาใด 
(28) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
     ก. ผลบวกของคาสัมบูรณของคําตอบที่เปนจํานวนเต็มของ 220 3x 2x 0− − ≥  คือ 13  
     ข. คาสัมบูรณของผลบวกของคําตอบที่เปนจํานวนเต็มของ 23x 7x 30 0+ − <  คือ 7  
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(29) ถา m  คือผลบวกจํานวนเต็ม ที่เปนคําตอบของ 221 5x 6x 0+ − ≥  
และ n  คือผลบวกจํานวนเต็ม ที่ไมเปนคําตอบของ 2 23x 1 1 x 3x− > + −  แลวใหหา m n+  
(30) กําหนด a  และ b  เปนจํานวนเต็มที่มากที่สุดและนอยที่สุด ซ่ึงไมเปนคําตอบของอสมการ 

22x 4x 5 0+ − >  ตามลําดับ แลวขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (30.1) {ab} {a,b}⊂   (30.2) {a b} {a,b}+ ⊂  
(31) ถาพหุนาม 3 2x a x a 2+ − −  หารดวย x 1−  แลวเหลือเศษมากกวา 5  
คา a  เปนเทาใดไดบาง 
(32) จงหา 

 (32.1) เซตคําตอบของอสมการ x(x 1)(x 2)
0

(x 1)(x 2)
− −

<
+ −

 

 (32.2) เซต (A ' B ')'∩  เม่ือ A  เปนเซตคําตอบของ 4(x 2)(x 3)(x 1) 0+ − − <  
และ B  เปนเซตคําตอบของ 3(x 4)(x 3)(x 2) 0+ − + ≥  

 (32.3) ผลบวกคาสัมบูรณของจํานวนเต็มใน 
3

2

(x 4)(x 1)(x 2)
{x | 0}'

x(x 5)
+ + −

≥
−

 

(33) ใหหาเซตคําตอบของ 3 2x x 4x 4 0− − + ≥  
(34) ถา A  เปนเซตคําตอบของ 3 2x 2x 5x 6+ ≤ +  และ B ( 5, )= − ∞  แลว 
ผลบวกของจํานวนเต็มใน A B∩  เปนเทาใด 
(35) ใหหาเซตคําตอบของอสมการตอไปน้ี 

 (35.1) 1 2
x 1 3x 1

<
− −

 

 (35.2) [Ent’29] 4 2
x 2 x 1

≥
− +

 

(36) ถา A  เปนเซตคําตอบของ 2x 5
0

x 2
−

≥
+

 และ B  เปนเซตคําตอบของ 2x 1
1

x 5
−

<
+

 แลว 

ใหหาผลบวกของจํานวนเตม็ที่มากที่สุดกับจํานวนเต็มที่นอยที่สุด ในเซต B A '∩  

(37) [Ent’38] ให S  เปนเซตคาํตอบของ x 1
2

x 2
−

>
+

 และ a  เปนขอบเขตบนนอยสุดของ S  

แลว คาของ 2a 1+  เปนเทาใด 
(38) ใหหาขอบเขตบนนอยสุดของแตละเซตที่กําหนดให 
 (38.1) 2{x | x 7}<    (38.3) ( 2,6] [3,8)− ∪  
 (38.2) {1,5,7,9} [6, )∪ ∞   (38.4) {x 2n |n }= ∈ I  

(39) ถา a  เปนขอบเขตบนนอยสุดของ n
A {x | x , n }

n 1
+= = ∈

+
I  

และ b  เปนขอบเขตลางมากสุดของ 1
B {x | x , n }

n
−= = ∈ I  แลว ใหหาคา a b+  

(40) ใหหาผลบวกของคาขอบเขตบนนอยสุด และคาขอบเขตลางมากสุด ของเซตคําตอบของ 
อสมการ 22x 5x 2 5− + <  
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 -b            b 

       -1/2         2      

คาสัมบูรณ (Absolute Value หรือ Modulus) 
•  “คาสัมบูรณ ของจํานวนจริง a ” ใชสัญลักษณวา a  
คาสัมบูรณมีความหมายเชิงเรขาคณิต คือ a  เทากับระยะหางระหวางจุดที่แทน a  กับจุด 0  
และ a b−  เทากับระยะหางระหวางจุดที่แทน a  กับจุดที่แทน b  

ดังน้ัน นิยามของคาสัมบูรณของจํานวนจริงเปนดังน้ี   a ,a 0
a

a ,a 0
≥⎧

= ⎨
− <⎩

 
 

•  นิยามเหลานี้ ทําใหสรุปทฤษฎีไดหลายอยาง เชน 
[1] คาสัมบูรณตองไมนอยกวาศูนย  a 0≥ เสมอ  
[2] คาสัมบูรณไมคํานึงถึงเครื่องหมายลบ  a a= −   a b b a− = −  
[3] คาสัมบูรณกระจายได สําหรับการคณู  ab a b=   nna a=  

[4] คาสัมบูรณกระจายได สําหรับการหาร  aa
b b

=   โดย b 0≠  

[5] ยกกําลังดวยเลขคูไมตองใสคาสัมบูรณ 22 2a a a= =  
[6] คาสัมบูรณกระจายไมได สําหรับการบวกลบ a b a b+ ≤ +     a b a b− ≥ −  

* [7] รากที่ n ของกําลัง n   nn
n even

n odd

a ,
a

a ,

=

=

⎧
= ⎨

⎩
 

 
•  ทฤษฎีทีช่วยแกสมการและอสมการ ที่มีคาสัมบูรณ 
* [1] สมการ x b=  และสมการ x b=  
มีความหมายเดียวกับสมการ 2 2x b=  (ยกกําลังสองทั้งสองขางได) 
และยังสรุปไดวา “x b=  หรือ x b= − ” ดวย (วธิีน้ีสะดวกกวาการยกกําลังสอง) 
* [2] อสมการ x b<  ความหมายเดียวกับ b x b− < <  
อสมการ x b≤  ความหมายเดียวกับ b x b− ≤ ≤  
อสมการ x b>  ความหมายเดียวกับ “x b< −  หรือ x b> ” 
อสมการ x b≥  ความหมายเดียวกับ “x b≤ −  หรือ x b≥ ” 
 
•  เทคนิคการหาคําตอบของสมการและอสมการ ที่มีคาสัมบูรณหลายพจน 
1. กําหนดจุดที่ทําใหคาสัมบูรณแตละพจนเปนศูนย ลงบนเสนจํานวนใหครบทุกจุดเรียงตามคา
นอยไปมาก เชนสมการ 2x 1 x 2 x 3+ − − = +  ... มีคาสัมบูรณอยู 2 พจน ก็กําหนดจุด
บนเสนจํานวน 2 จุด  
 

เสนจํานวนที่ไดจะถูกแบงเปนชวงยอยๆ ซ่ึงใชเปนเง่ือนไขของคา x  เชนในตวัอยางนี้จะมีชวง 
x 1/2< , 1/2 x 2≤ < , และ x 2≥  
(สังเกต : คาเทากับ จะอยูรวมกับคามากกวา, ตามนิยาม) 
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                                 -1/2                                 2      

x < -1/2 -1/2 < x < 2 x > 2 

                                 -1/2                                 2      

x < -1/2 -1/2 < x < 2 x > 2 

2. ในแตละชวงยอย สมการจะถอดเครื่องหมายคาสัมบูรณทิ้งได โดยใหดูวาถาชวงนั้นยังนอย
กวาจุดที่ทําใหพจนน้ันเปนศูนย ก็จะตองถอดแลวติดลบ แตถามากกวาจุดที่ทําใหเปนศูนยแลวก็
ถอดไดเลยไมตองเปลี่ยนเครื่องหมายใดๆ ... ดังตัวอยางนี้มี 3 ชวง จะไดสมการ 3 แบบคือ 
 
 
 
 

 
( ) ( ) x 3

                -x 3 x 3

                    x 3

− = +

− = +

= −

-2x - 1 -x + 2

   
(2x 1) ( ) x 3

              3x 1 x 3

                    x 2

+ − = +

− = +

=

-x + 2

   
(2x 1) (x 2) x 3

             x 3 x 3

                0 0

+ − − = +

+ = +

=

 

 

3. นําคําตอบที่ไดของแตละชวง ไปตรวจสอบกับเง่ือนไข (อินเตอรเซคกับเง่ือนไข) แลวจึงรวม
ผลที่ไดเขาดวยกันเพ่ือเปนคําตอบที่แทจริงของสมการ (ยูเนียนกันไดทันที) 
(สังเกต : หากแกสมการแลวไดผลเปน 0 0=  หรือประโยคอ่ืนๆ ที่เปนจริงเสมอ เชน 3 0≥  
แสดงวาชวงยอยนั้นเปนคําตอบไดทั้งหมด แตถาแกสมการแลวไดผลเปนประโยคที่เปนเท็จ เชน 
1 0=  หรือ 3 0≤  แสดงวาชวงยอยนั้นไมมีคาใดเปนคําตอบเลย) 
 
 
 

               x 3= −                                 ∅                              x 2≥  
 

ตัวอยางนี้คําตอบที่ไดคือ x { 3} [2, )∈ − ∪ ∞  
 
โจทย 
(41) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (41.1) ถา n +∈ I  และ n 1>  จะได nn a a=  
 (41.2) ถา a,b 0>  แลว a b a b− = −  
(42) ใหหาคาของจํานวนจริง m  ที่นอยที่สุดที่ทําให 
 (42.1) 4x 0.5 m+ <  เม่ือ 3 2x 1 0.5− < − <  

 (42.2) x 2
5 m

x
−

+ <  เม่ือ x (2,6)∈  

 (42.3) 2x 25 m− <  เม่ือ x 5 6+ <  
(43) ถา x 1 5− <  และ y 2 4− <  แลว x y+  มีคาอยูในชวงใด 
(44) ใหหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 
 (44.1) 2x 6 x 8 0− + =  
 (44.2) x 1 x 1 2− + + =  
 (44.3) [Ent’30] x 4 x 3 1− + − =  
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(45) ถา A  เปนเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3 x+ = +  
และ B  เปนเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3x+ = +  แลวใหหาเซต A B'∩  
(46) ใหหาผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ 28(x 2) 14(x 2) 3 0+ − + + =  

(47) ถา 2A {x | x 3x 3 2x 3 }= ∈ + + = +I  และ 5 3x
B {x | 2}

x 2
−

= ∈ =
+

I  

แลว ใหหาคา 2 2a b+  เม่ือ a,b  เปนคาขอบเขตบนนอยสุด และคาขอบเขตลางมากสุด ของ 
A B∪  
(48) ใหหาคําตอบทั้งหมดของสมการ  2 3x( x ) x=  
(49) ใหหาคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (49.1) 2x 1 3x 2− < +  
 (49.2) 3 x 2 6< − <  

 (49.3) 1
x 0

x
+ >  และ 2x x 2 0− − >  

 (49.4) 3
x

x 1 2
≤

− −
 

 (49.5) x
2

x 1
≤

−
 

(50) ถา A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 2
x 4

2
+

+ ≤  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ x x 7< −  แลวใหหาเซต (A B)'∩  

(51) ถา 4x 5
A {x | x 5}

2
+

= ∈ < ≤  แลวขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 

 (51.1) ถา a,b A∈  แลว (a b)/2 A+ ∈  
 (51.2) ถา a,b  เปนขอบเขตบนคานอยสุด และขอบเขตลางคามากสุดของ A  
แลว a b A+ ∈  

(52) ถา 2A {x | x 2 14}= ∈ − <  และ 1
B {x | 1 0}

x
= ∈ − >  

แลว มีจํานวนเต็มใน A B'∩  กี่จํานวน 
(53) ใหหาคา a,b,c  ชุดที่เปนจํานวนเต็มที่นอยที่สุดที่ทําให 
 (53.1) 4 x 1− < <  เปนคําตอบของอสมการ ax b c+ <  
 (53.2) x 10< −  หรือ x 8>  เปนคําตอบของอสมการ ax b c+ >  
(54) ใหหาคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (54.1) 3x 2 4x 1+ < +  

 (54.2) x 2
2

x 1
−

<
+

 

 (54.3) x 7 5 5x 25− < < −  
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 (54.4) x 1 x 3 x 5− + − < −  

 (54.5) 
2

2

x 5x 4
1

x x 2
− −

≥
+ −

 

* (55) ใหหาคําตอบของอสมการ x 3 x 2− < −  
(56) ใหหาคา x  ที่ทําให 
 (56.1) (1 x )(1 x)− +  เปนจํานวนจริงบวก 
 (56.2) (1 x )(1 x)− +  เปนจํานวนจริงลบ 
 
สมบัติของจํานวนเต็มกบัการหาร 
 

[1] บทนิยามของการหารจํานวนเต็มลงตวั 
 สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “m  หารดวย n  ลงตัว” คือ n m  
เรียก m  วา ตัวตั้ง (Dividend) และเรียก n  วา ตัวหาร (Divisor) 
สําหรับจํานวนเต็ม m,n  โดยที่ n 0≠  จะไดวา n m  ก็ตอเม่ือ m nq=  และ q ∈ I  
 [1.1] สมบัติการถายทอด    ถา a b  และ b c  แลว a c   
 [1.2] ตัวหารที่ลงตวัยอมนอยกวา   ถา a b  แลว a b≤  เสมอ    
 [1.3] การหารผลรวมเชิงเสนลงตัว  ถา a b  และ a c  แลว a (bx cy)+   
“ผลรวมเชิงเสน (Linear Combination) ของ b  กับ c ” คือจํานวนในรูป bx cy+  ซ่ึง x,y∈I  
 

[2] บทนิยามของการหารจํานวนเต็มใดๆ 
สําหรับจํานวนเต็ม m,n  โดยที่ n 0≠  จะไดวา  m nq r= +  และ q , 0 r n∈ ≤ ≤I  
มีจํานวนเต็ม q,r  ชุดเดียวเทานั้น เรียก q  วา ผลหาร (Quotient) และ เศษ (Remainder) r  
 

[3] บทนิยามของ จํานวนเฉพาะ (Prime Numbers) 
“จํานวนเฉพาะ p  คือจํานวนเต็มที่ไมใช 0,1, 1−  และมีจํานวนเตม็ที่ไปหาร p  ลงตัวเพียงแค 
1, 1,p, p− −  เทานั้น” เชน 2, 3, 5, 7, 11,...± ± ± ± ± ... จํานวนเตม็อ่ืนๆ ที่ไมใชจํานวน
เฉพาะและไมใช 0,1, 1−  จัดเปน จํานวนประกอบ (Composite Numbers) 
 [3.1] หลักการมีตัวประกอบชุดเดียว 
“ทุกจํานวนเตม็บวกที่มากกวา 1 จะเขียนในรูปผลคูณของจํานวนเฉพาะบวก ไดแบบเดียว” 
 [3.2] จํานวนเฉพาะกับการหารลงตัว   ถา p mn แลว p m  หรือ p n   
 

[4] บทนิยามของ จํานวนคู (Even Numbers) และ จํานวนคี ่(Odd Numbers) 
“จํานวนคู คือจํานวนที่เขียนไดในรูป 2n  เม่ือ n ∈ I ” 
“จํานวนคี่ คือจํานวนที่เขียนไดในรูป 2n 1+  เม่ือ n ∈ I ” 
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[5] บทนิยามของ ตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) และตัวคณูรวมนอย (ค.ร.น.) 
“d  เปน ห.ร.ม. ของ a  กับ b  ก็เม่ือ d a  และ d b  และถามี n a และ n b  แลว n d ” 
สัญลักษณที่ใชแทน ห.ร.ม. ของ a  กับ b  ที่เปนบวก คือ (a,b)  
“c  เปน ค.ร.น. ของ a  กับ b  ก็เม่ือ a c  และ b c  และถามี a n  และ b n  แลว c n ” 
สัญลักษณที่ใชแทน ค.ร.น. ของ a  กับ b  ที่เปนบวก คือ [a,b] 
 [5.1] ห.ร.ม. คูณกับ ค.ร.น.   (a,b) [a,b] a b× = ×  เสมอ   
 [5.2] ห.ร.ม. ของผลหาร    ถา d (a,b)=  แลว (a/d,b/d) 1=  
 [5.3] ขั้นตอนวิธีการหา ห.ร.ม. ของยุคลิด 
การหา ห.ร.ม. ของ a  กับ b  จะเร่ิมโดยเขียน a  กับ b  ในรูปการหาร แลวนําเศษที่ไดไปหาร
ตอๆ ไป คือ 1 1a bq r= +  ... 1 2 2b r q r= +  ... 1 2 3 3r r q r= +  ... 2 3 4 4r r q r= +  ... 
ทําไปเรื่อยๆ จนกวาจะหารลงตัว (เศษเปน 0 ) จะไดวา ห.ร.ม. เทากับ เศษตวัสุดทาย ( kr ) 
 เชน ตองการหาคา ห.ร.ม. ของ 65  กับ 12  จะมีขั้นตอนการหาดังน้ี 
(65) (12)5 (5) (12) (5)2 (2) (5) (2)2 ( ) (2) ( )2= + = + = + =1 1  
ดังน้ัน ห.ร.ม. คือ 1 (เพราะ 1 คือเศษตัวสุดทาย ที่ทําใหการหารนั้นลงตวั) 
หมายเหต ุถา (m,n) 1=  จะเรียก m  และ n  เปน จํานวนเฉพาะสัมพัทธ (Relative Primes) 
 
โจทย 
(57) เศษของการหาร 3 2(19) (288)  ดวย 5  เปนเทาใด 
(58) ใหหา ห.ร.ม. ของ 252  กับ 34  และเขียนในรูปผลรวมเชิงเสน d 252x 34y= +  
เม่ือ x,y  เปนจํานวนเต็ม 
(59) ใหหา ห.ร.ม. ของ 504−  กับ 38−  และเขียนในรูปผลรวมเชิงเสนดวย 
(60) ถา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ x  กับ 128  เปน 16  และ 384  แลวคา x  เปนเทาใด 
(61) ให x,y  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ x y<  ถา (x,y) 9= , [x,y] 28215=  และ
จํานวนเฉพาะที่หาร x  ลงตัวมี 3  จํานวน แลว x,y  มีคาเทาใด 
(62) [Ent’38] ให x,y  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ 80 x 200< <  และ x pq=  เม่ือ p,q 
เปนจํานวนเฉพาะซึ่งไมเทากัน ถา x,y  เปนจํานวนเฉพาะสมัพัทธ และมี ค.ร.น. เปน 
15015  แลวคา y  เปนเทาใดไดบาง 
 
 
เฉลย 
(1) ผิดทุกขอ   (2) ขอ (2.3) ถูก นอกนั้นผิด   (3) ง.   (4) ขอ (4.1) และ (4.3) ถูก   (5) ถูกทุก
ขอ   (6) ง.   (7) 6 5+  และ 1   (8) ค.   (9) ง.   (10) เทากัน   (11.1) ผิด   (11.2) ถูก   
(12) 1   (13) 3−    (14) 81−    (15) 4 3+    (16) 155/9−    (17) (x 1)(x 2)− −    
(18) (x 1)(x 2)(x 3)(x 2)(x 4)− − − + +    (19) 2(x 2)(x 4)(x 5)(3x 1)(x 1)− − + + +    
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(20.1) {b, b}−    (20.2) {0}   (20.3) {0, 2b}−    (20.4) { a 1, a 1}− − − +    (21) ขอ 
(21.1) และ (21.2) ผิด   (22) ขอ (22.4) ผิด นอกน้ันถูก   (23.1) ( 41,22)−    (23.2) 
( 252,180)−    (24.1) ( 18, 4)− −     (24.2) ( 9, 4)− −     (24.3) ( 3, 2/3)− −    (25) อยู
ในชวง [7.5,20)  ซม.   (26) 2,4    (27) 2    (28) ถูกทุกขอ   (29) ( 1 0 1 2) (0)− + + + +    
(30) ถูกทุกขอ   (31) a ( , 2) (3, )∈ −∞ − ∪ ∞    (32.1) ( , 1) (0,1)−∞ − ∪    (32.2) 
[ 4, ) {1}− ∞ −    (32.3) 1 2 3 5 0 11+ − + − + + =    (33) [ 2,1] [2, )− ∪ ∞    (34) 
5−    (35.1) ( , 1) (1/3,1)−∞ − ∪    (35.2) (2,8]   (36) 0    (37) 5    (38.1) 7    

(38.2) ไมมี   (38.3) 8    (38.4) ไมมี   (39) 0    (40) 5/2    (41) ผิดทุกขอ   (42.1) 7/2    
(42.2) 7    (42.3) 96    (43) [0,12)    (44.1) 2, 2,4, 4− −    (44.2) [ 1,1]−    (44.3) 
[3,4]   (45) ∅    (46) 8−    (47) 90    (48) 1, 6    (49.1) ( 1/5, )− ∞    (49.2) 
( 4, 1) (5,8)− − ∪    (49.3) ( 1,2) {0}− −    (49.4) [ 1, ) {3}− ∞ −    (49.5) 
( , 2] ( 1,1) [2, )−∞ − ∪ − ∪ ∞    (50) (2, )∞    (51) ถูกทุกขอ   (52) 7    (53.1) 2,3,5    
(53.2) 1,1,9    (54.1) ( , 3/7) (1, )−∞ − ∪ ∞    (54.2) ( , 4) (0, )−∞ − ∪ ∞    (54.3) 
(2,4) (6,12)∪    (54.4) ( 1,3)−    (54.5) ( , 1] [ 1/3,3] {1,2}−∞ − ∪ − −    (55) 
( , 1/2) (5/2, )−∞ − ∪ ∞    (56.1) ( , 1) ( 1,1)−∞ − ∪ −    (56.2) (1, )∞    (57) 1   (58) 
2 (252)(5) (34)( 37)= + −    (59) 2 ( 504)( 4) ( 38)(53)= − − + −    (60) 48    (61) 
495, 513    (62) 105, 165  
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ตรรกศาสตร (Logic) 
 
•  ตรรกศาสตรเปนวิชาเกี่ยวกับการใชเหตผุลเพ่ือวิเคราะหคาความจรงิ ความเขาใจในตรรก- 
ศาสตรเบื้องตนจะชวยใหศกึษาวิชาคณิตศาสตรไดอยางมีเหตุผล 
 
ประพจน, การเชื่อมประพจน, และคาความจริงของประพจน 
 

•  ประโยคทุกประโยคที่มี คาความจริง (Truth Value) เปนจริงหรือเปนเท็จอยางใดอยางหนึ่ง 
เราจะเรียกวา ประพจน (Proposition หรือ Statement) ดังน้ันประพจนอาจเปนประโยคบอกเลา 
ประโยคปฏิเสธ เชน “เม่ือวานฝนตกทีบ่างกะป”, “1 มากกวา 2”, “เกงไมใชคนราย” เหลานี้ถือ
เปนประพจน เพราะสามารถใหคาความจริงกํากับวาเปนจริงหรือเปนเท็จได แตประโยคคําถาม 
ประโยคคําสั่ง ขอรอง ประโยคแสดงความปรารถนา ประโยคอุทาน เหลานี้ไมใชประพจนเพราะ
ไมสามารถใหคาความจริงได เชน “กรุณางดใชเสียง”, “ใครเปนคนทาํแกวแตก”, “อยากไปเที่ยว
หัวหินจังเลย” หรือ “โอโห วิเศษไปเลยจอรจ” 
•  สัญลักษณทีใ่ชแทนประพจนตางๆ เปนตวัอักษรเล็ก เชน p, q, r  โดยแตละประพจนจะมีคา
ความจริงที่เปนไปได 2 แบบเทานั้น คือเปน จริง (True;T ) หรือเปน เท็จ (False; F ) 
 
•  ในชีวติประจําวันรวมทั้งในวิชาคณติศาสตร เรามักพบการเชื่อมประโยค (ประพจน) ดวย
ตัวเชื่อม (Connectives)... และ (and), หรือ (or), ถา-แลว (if-then), ก็ตอเม่ือ (if and only if) 
และยังพบการเติมคําวา ไม (not) ดวย... ซ่ึงการเชื่อมแตละแบบ สงผลตอคาความจริงดังตาราง 
หมายเหต ุ1. เครื่องหมาย ∼  เรียกวา นิเสธ (Negation) ใชเพ่ือกลับคาความจริงใหเปนตรงขาม 
2. ตารางที่แสดงคาที่เปนไปไดครบทุกแบบดังน้ี เรียกวา ตารางคาความจริง (Truth Table) 
เชน ถามี 1 ประพจนจะเปนไปได 2 แบบ, ถามี 2 ประพจน เปนไปได 4 แบบ, หรือ 2n น่ันเอง 
 

p  q  
p  และ q  
(p q∧ ) 

p  หรือ q  
(p q∨ ) 

ถา p  แลว q  
(p q→ ) 

p  ก็ตอเม่ือ q  
(p q↔ ) 

ไม p  
( p∼ ) 

T  T  T  T  T  T  F  
T  F  F  T  F  F  F  
F  T  F  T  T  F  T  
F  F  F  F  T  T  T  

 

ขอสังเกต 1. การเชื่อมดวย และ มีกรณีเดียวที่เปนจริง คือ T T∧  การเชื่อมดวย หรือ มีกรณี
เดียวที่เปนเทจ็ คือ F F∨  การเชือ่มดวย ถา-แลว มีกรณีเดียวที่เปนเท็จ คอื T F→  สวนการ
เชื่อมดวย ก็ตอเม่ือ ถาคาความจริงเหมือนกันจะใหผลเปนจริง ตางกันจะใหผลเปนเท็จ 
2. ตัวเชื่อมทั้งสี่น้ี มีเพียง ถา-แลว ที่ไมสามารถสลับทีป่ระพจนได 
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•  หากรูปแบบของประพจนใดใหคาความจริงเปนจริงเสมอทุกๆ กรณี (สรางตารางคาความจริง
แลวพบวาเปนจริงทุกแบบ) เราเรียกรูปแบบน้ันวาเปน สัจนิรันดร (Tautology) 
•  การตรวจสอบรูปแบบประพจนวาเปนสจันิรันดรหรือไม นอกจากจะใชวธิีเขยีนตารางคาความ
จริงใหครบทุกกรณีแลว ยังสามารถใช “วธิพียายามทําใหเปนเท็จ” ไดดวย คือหากพยายามทํา
ใหรูปแบบน้ันเปนเท็จไมไดเลย รูปแบบนัน้ก็จะเปนสัจนิรันดร แตถาทําเปนเท็จไดแมเพียงกรณี
เดียว รูปแบบนั้นยอมไมใชสัจนิรันดร 
 
•  สวนรูปแบบประพจน 2 รูปแบบใดๆ ทีใ่หคาความจรงิตรงกันทุกๆ กรณี จะกลาววารูปแบบ
ทั้งสอง สมมูลกัน (Equivalent) (แปลวา สามารถใชแทนกันได) สัญลักษณที่ใชแสดงการสมมูล
กัน คือ ≡  (ขีดสามขีด) 
ขอสังเกต ถา ≡  แลว จะไดวา →  เปนสัจนิรันดร และ ↔  ก็เปนสัจนิรันดร 
 

รูปแบบประพจนที่สมมูลกัน (ที่ควรทราบ) ไดแก 
•  การแจกแจง 
p (q r) (p q) (p r)∨ ∧ ≡ ∨ ∧ ∨  
p (q r) (p q) (p r)∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧  
•  การเปลี่ยนตวัเชื่อม 
p q p q q p→ ≡ ∨ ≡ →∼ ∼ ∼  
p q (p q) (q p)↔ ≡ → ∧ →  

•  การเติมนิเสธ 
(p q) p q∧ ≡ ∨∼ ∼ ∼  
(p q) p q∨ ≡ ∧∼ ∼ ∼  
(p q) p q→ ≡ ∧∼ ∼  
(p q) p q p q↔ ≡ ↔ ≡ ↔∼ ∼ ∼

 

ขอสังเกต ตวัเชื่อม และ มีสมบัติคลายอินเตอรเซคชันของเซต ตัวเชือ่ม หรือ มีสมบัติคลาย
ยูเนียนของเซต และนอกจากนั้น นิเสธ ก็มีสมบัติคลายคอมพลีเมนตของเซต 
 
โจทย 
(1) ใหเติมคาความจริงหรือประพจนที่เหมาะสม ลงในชองวาง เม่ือ p  เปนประพจนใดๆ 

T p∧ ≡  T p∨ ≡  T p→ ≡  T p↔ ≡  
F p∧ ≡  F p∨ ≡  F p→ ≡  F p↔ ≡  
p p∧ ≡  p p∨ ≡  p T→ ≡  p p↔ ≡  
p p∧ ≡∼  p p∨ ≡∼  p F→ ≡  p p↔ ≡∼  
  p p→ ≡   
  p p→ ≡∼   

 

(2) กําหนดให p , r  เปนจริง และ q  เปนเท็จ จงหาคาความจริงของ 
 (2.1) [(p s) (p r)] (p s)∧ ∨ ∧ → ∨  

(2.2) [(q s) r] [(q s) r]→ ∨ ∨ ↔ ∧  
 (2.3) [(r q) (p q)] (p q)↔ ∨ → → ∧ ∼  
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(2.4) [(p q) (q r)] s↔ ∨ → ∨ ∼  
 (2.5) [(q p) r] ( r)→ ∧ ↔ ∼ ∼  
 (2.6) [(p q) r] [( p q) r]∧ → → ∨ ↔∼ ∼  
 (2.7) [(p q) r] [(p q) ( q r)]∧ ∨ ↔ → ∧ →∼ ∼ ∼  
 (2.8) [(p q) r] [(r s) ( p q)]∧ ∧ ∧ ∨ ∧ ∨∼ ∼ ∼ ∼  
 (2.9) [p (q r)] [(q p) r]→ ∧ ∧ → ∨  
 (2.10) [q (p r)] [p (q r)]→ ∨ → → ∧ ∼  
 (2.11) [( p q) ( r s)] [( p r) (s q)]→ ∧ → ∨ → ∧ →∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼  
(3) จงหาคาความจริงของรูปแบบประพจนตอไปน้ี 
 (3.1) (p q) (p q)∨ → →∼           เม่ือ q  เปนจริง 
 (3.2) (p q) (p q)∨ → →∼           เม่ือ p  เปนเท็จ 
 (3.3) ( r p) ( (r s) (r q))∧ ∨ ∨ ∧ ∨∼ ∼ ∼    เม่ือ p , q  เปนจริง และ r , s  เปนเท็จ 
 (3.4) (p q) (s p) (s q)→ ∧ → ∧ →       เม่ือ p , r , r q→  เปนจริง 
 (3.5) ( q (p r)) ( r)∧ ∨ →∼ ∼           เม่ือ p q→  เปนเท็จ, q r∨  เปนจริง 
 (3.6) n [(m q) s]→ ∨ → ∼           เม่ือ q n→  เปนเท็จ 
 (3.7) (p r) q∨ ∧            เม่ือ p q→  เปนเท็จ, q r∨  เปนจริง 
 (3.8) (q p) (r s)∨ → ∧        เม่ือ (p q) (r s)→ ∧ ∨  เปนจริง, q s∨  เปนเท็จ 
 (3.9) r s→          เม่ือ (p r) (q s)∨ → ∨  เปนเท็จ, p q→  เปนจริง 
 (3.10) (p r) q∨ → ∼           เม่ือ (p r) (p q)∧ → →∼  เปนเท็จ 
 (3.11) p , q , r            เม่ือ (p q) (p r)∧ → →  เปนเท็จ 
 (3.12) r             เม่ือ p (p r) (q r)∧ ↔ ∧ →∼  เปนจริง 
 (3.13) ((p q) p) (p q)∧ → → →∼ ∼  
 (3.14) [ ] p ( r s)p (r s) ∧ → ∨⎡ ⎤∨ ∧⎣ ⎦∼ ∼ ∼∼  
(4) กําหนดให [(p q) (p r)] (s r)→ ∧ ∨ → →  เปนเท็จ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. [(p q) (q r)] (r s)↔ ∧ ↔ ∨ ↔  เปนเท็จ 
 ข. [( p q) ( q r)] ( r s)∧ → ∧ → ∧∼ ∼ ∼  เปนจริง 
(5) ถา [(p q) (r s)]↔ → ∨ ∼  มีคาความจริงเปนเท็จ จงพิจารณาวารูปแบบประพจนในขอใด
มีคาความจริงเหมือนกับ [( p r) (q s)]∧ → ∨∼ ∼  บาง 
 ก. (p s) r∧ →∼ ∼    ข. r (p q)↔ ∧ ∼    ค. (s r) (p q)→ ∨ →  
(6) ถา p  สมมูลกับ q  และ r  ไมสมมูลกับ s  พิจารณาขอความใดถูกหรอืผิดบาง 
 ก. [(p q) (r s)] [( p q) ( r s)]↔ ∨ ↔ ↔ ∧ ∨ ∨∼ ∼ ∼ ∼ ∼  เปนเท็จ 
 ข. [(p r) (q s)] [(p q) (r s)]∨ ∧ ∨ → ∨ ↔ →∼ ∼  เปนจริง 
(7) จงหานิเสธของ 
 ก. (p q) ( r s)→ ∧ →∼ ∼   ข. (p q) r∧ →∼ ∼  
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(8) กําหนดประพจน “ถาเดชาขยันและทาํการบานสม่ําเสมอแลวเขาจะสอบผาน” เปนเท็จ แลว
ขอใดเปนจริง 
 ก. เดชาขยันแตไมทําการบานสม่ําเสมอ 
 ข. เดชาไมขยนัแตทําการบานสม่ําเสมอ 
 ค. ถาเดชาสอบไมผานแสดงวาเขาไมทําการบานสม่ําเสมอ 
 ง. เดชาขยันก็ตอเม่ือเขาสอบไมผาน 
(9) ขอใดไมสมมูลกัน 
 ก. p q∨  กับ ( p q)∧∼ ∼ ∼   ข. (p q)∧∼ ∼  กับ q p→∼ ∼  
 ค. p (q p)→ →∼  กับ q p→∼  ง. p q↔∼  กับ ( p q) (q p)→ ∧ →∼ ∼  
(10) รูปแบบประพจนตอไปน้ีสมมูลกับขอใด 
 (10.1) p q↔  
  ก. (p q) (q p)→ ∧ ∧ ∼  ข. ( q p) ( q p)→ ∧ ∨∼ ∼ ∼  
  ค. (p q) (q p)∧ ∧ →∼  ง. (p q) ( p q)∧ ∧ →∼ ∼ ∼  

(10.2) [ ] q r((q t) p) ((q t) p) ∨ →⎡ ⎤∧ ∧ ∨ ∧ ∧⎣ ⎦∼∼ ∼ ∼  
  ก. q t p∧ ∧∼    ข. (t q) p∧ ∨  
  ค. t q r∧ ∧    ง. (t q) r∧ ∨  
  จ. (t r) p∧ ∨  
 (10.3) [(q r) (p s) (q r)] [(q r) (p s) (q r)]∨ ∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∨∼ ∼ ∼  
  ก. p q∧    ข. p q∨  
  ค. p q→    ง. p q↔  
(11) ขอความใดสมมูลกับ “ถา a 0<  และ b 0<  แลว ab 0> ” 
 ก. ถา a 0≥  หรือ b 0≥  แลว ab 0≤  
 ข. ถา a 0≥  และ b 0≥  แลว ab 0≥  
 ค. ถา ab 0≤  แลว a 0≥  หรือ b 0≥  
 ง. ถา ab 0≥  แลว a 0≤  และ b 0≤  
(12) ขอความในขอใดสมมูลกันบาง 
 ก. ถา a  เปนจํานวนเต็ม แลว a  เปนจํานวนคู หรือ a  เปนจํานวนคี ่
 ข. ถา a  ไมเปนจํานวนคู และ a  ไมเปนจํานวนคี่ แลว a  ไมเปนจํานวนเตม็ 
 ค. a  ไมเปนจํานวนเต็ม หรือ a  เปนจํานวนคู หรือ a  เปนจํานวนคี ่
(13) ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. (p r) q∧ ∨∼ ∼ ∼  สมมูลกับ q (r p)→ ∨ ∼  
 ข. p (q r)→ →  สมมูลกับ q (p r)→ →  
 ค. (p q) r∧ →  สมมูลกับ (p q) (p r)→ ∨ →∼  
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(14) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (14.1) (p q) [(p q) r]∧ → ∨ →  
 (14.2) (p q) [(p q) r]∨ → ∧ →  
 (14.3) [(p q) (q r)] (p r)→ ∧ → → →  
 (14.4) [(p r) (q r)] [(p q) r]→ ∧ → → ∧ →  
 (14.5) [(p r) (q r)] [(p q) r]→ ∧ → → ∨ →  
 (14.6) [(p r) (q s) (p q)] (r s)→ ∧ → ∧ ∧ → ∨  
 (14.7) [ ] (p q) (p r)(p q) r ∧ → → →⎡ ⎤∧ →⎣ ⎦  
(15) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (15.1) (p q) (p q)→ ↔ ∧∼ ∼  
 (15.2) [( p q) p] (p q)∧ ∨ ↔ ∧∼  
 (15.3) [(p q) p] ( p q)∨ ∧ ↔ ∧∼ ∼  
 (15.4) (p q) [(q p) (p q)]↔ ↔ ∨ ∧ ∨∼ ∼  
 (15.5) [(p q) (p q)] [( p q) ( p q)]∧ → ∨ ↔ ∧ → ∨∼ ∼ ∼ ∼  
 (15.6) [p (q r)] [(p q) (p r)]→ ∧ ↔ → ∧ →  
 (15.7) [p (q r)] [(p q) r]→ → ↔ → →  
 (15.8) [p (q r)] [(p q) r]↔ ↔ ↔ ↔ ↔  
(16) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (16.1) [(p r) (q r)] (p q)∨ → ∨ ∨ ∨  
 (16.2) [( p q) p] (p q)∧ → ∨ →∼ ∼  
(17) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (17.1) นิเสธของ (p p) (q q)∧ → ∧∼ ∼  
 (17.2) นิเสธของ [p (q q)] [ p (q q)]∧ ∨ ↔ ∨ ∧∼ ∼ ∼  
 (17.3) นิเสธของ (p q) ( p q)↔ ∧ ↔∼ ∼ ∼  
(18) เม่ือ p , q , r  เปนประพจนใดๆ ถามวาประพจนในขอใดเปนจริงบาง 
 ก. (p q) ( p q)→ → ∧∼ ∼  
 ข. (p q) ( p q)→ ↔ ∨∼  
 ค. ((p q) r) ( (p q) r)∨ ∨ → ∧ ∧∼ ∼ ∼  
 ง. ((p r) (q r)) ((p q) r)→ ∧ → ↔ ∧ →  
 จ. ((p q) (p r)) (p (q r))→ ∨ → ↔ → ∧  
(19) ตัวเชื่อมในกรอบสี่เหลีย่ม ที่ทําให [(p q) (p r)] [p (q r)]→ ∧ → → ∨∼ ∼ ∼  เปน
สัจนิรันดร คืออะไร 
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(20) กําหนดคาความจริงของตัวเชื่อม ∗  ดังตาราง 
(20.1) (p p) (q q)∗ ∗ ∗  สมมูลกับขอใด 

  ก. p q∧   ข. p q∨  
  ค. p q→   ง. p q↔  
 (20.2) p q∗  สมมูลกับขอใด 
  ก. ( p q)→∼ ∼  ข. p q→∼  
  ค. (q p)→∼ ∼  ง. q p→ ∼  
(21) กําหนดให p q (p q)∗ ≡ ∨∼  ถามวาอัตราสวนจํานวนกรณีที่ p (q r)∗ ∗  เปนจริง ตอ
จํานวนกรณีทีเ่ปนเท็จ เปนเทาใด 
 
ประโยคเปด, ตัวบงปริมาณ, และคาความจริงของประโยคที่มตีัวบงปริมาณ 
 

•  ประโยค “x มากกวา 2” (หรือ “เขาไมใชคนราย”) ไมใชประพจน เน่ืองจากยังไมทราบแนชัด
วามีคาความจริงเปนจริงหรือเปนเท็จ คาความจริงขึ้นอยูกับวา x เปนจํานวนใด (หรือ “เขา” เปน
ใคร) เชน ถา x เปน 3 ประโยคนี้จะเปนจริง แตถา x เปน 2 ประโยคนี้จะเปนเท็จ เราเรียก 
“ประโยคที่ยังคงติดคาตวัแปร และเม่ือแทนคาตวัแปรแลวจึงกลายเปนประพจน” วา ประโยคเปด 
(Open Sentence) 
•  สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยคเปดใดๆ (ทีต่ิดคาตวัแปร x) ไดแก P(x), Q(x), R (x) ฯลฯ 
ซ่ึงประโยคเปดเหลานี้สามารถใชตัวเชื่อมไดเชนเดียวกบัประพจน p, q, r  ทัว่ๆ ไป 
 
•  ตัวบงปริมาณ (Quantifier) คือขอความที่ใชบงบอกความมากนอยของคาตัวแปร x 
มี 2 แบบไดแก สําหรับ x ทุกตัว (For All x; x∀ ) และ สําหรับ x บางตัว (For Some x; x∃ ) 
ซ่ึงตัวบงปริมาณทั้งสองนี้เม่ือใชรวมกับเอกภพสัมพัทธแลว จะทําใหประโยคเปดกลายเปน
ประพจน (คือมีคาเปนจริงหรือเปนเท็จ) ได เชน 
 ให P(x)  แทนประโยคเปด “x มากกวา 2” 
 จะไดวา x[P(x)]∀  แทนประโยค “สําหรับ x ทุกตัว... x มากกวา 2” 
 และ x[P(x)]∃  แทนประโยค “สําหรับ x บางตัว... x มากกวา 2” 
 ซ่ึงถา { }U 1,2,3=  ก็จะพบวา x[P(x)]∀  เปนเท็จ, x[P(x)]∃  เปนจริง 
 แตถา { }U 3,4=  แลวจะพบวา x[P(x)]∀  เปนจริง, x[P(x)]∃  เปนจริง 
หมายเหตุ 1. หากไมมีการระบุเอกภพสัมพัทธ ใหถือวาเอกภพสัมพัทธคือเซตจํานวนจริง  
2. สามารถแจกแจงตัวบงปริมาณไดเพียงสองรูปแบบน้ีเทานั้น 

x[P(x) Q(x)] x[P(x)] x[Q(x)]∀ ∧ ≡ ∀ ∧ ∀  
x[P(x) Q(x)] x[P(x)] x[Q(x)]∃ ∨ ≡ ∃ ∨ ∃  

 

p  q  p q∗  
T  
T  
F  
F  

T  
F  
T  
F  

F  
F  
F  
T  
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•  ประโยคเปดที่มีสองตัวแปร เม่ือใชตัวบงปริมาณก็จะมีสองตัวเชนกัน และการอานตอง
คํานึงถึงลําดับกอนหลัง ดังตัวอยางนี ้
 ให P(x)  แทน “x มากกวา 2” และ Q(x,y)  แทน “x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 จะไดวา x y[P(x) Q(x,y)]∀ ∃ ∧  แทนประโยค “สําหรับ x ทุกตัว จะมี y บางตวัที่
ทําให... x มากกวา 2 และ x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 สวน y x[P(x) Q(x,y)]∃ ∀ ∧  น้ัน แทนประโยค “สําหรับ y บางตวั จะมี x ทุกตวัที่
ทําให... x มากกวา 2 และ x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 ซ่ึงสองประโยคนี้คนละความหมายกัน ไมสามารถใชแทนกันได 
 
•  การหานิเสธของประโยคเปดที่มีตัวบงปริมาณ นอกจากจะใสนิเสธที่ประโยคเปด (ภายใน
เครื่องหมายวงเล็บปกกา) แลว ยังตองเปลี่ยนตวับงปริมาณ จาก ∀  เปน ∃  และจาก ∃  เปน 
∀  ดวย เชน นิเสธของ x y[P(x) Q(x,y)]∀ ∃ →  คือ x y[P(x) Q(x,y)]∃ ∀ ∧ ∼  
 
โจทย 
(22) ให { }U 2, 1,0,1,2= − −  ขอใดเปนจริง 
 ก. x[x∀  เปนจํานวนเต็ม และ 2x 0]>  
 ข. 3 2x[x x∃ >  และ 2x x ]<  
 ค. x[∀ ถา x  เปนจํานวนเต็มบวก แลว x  เปนจํานวนเฉพาะ] 
 ง. x[x∃  เปนจํานวนเฉพาะ และ x  เปนจํานวนคี่] 
(23) กําหนด P(x)  แทน “x  เปนจํานวนอตรรกยะ”, Q(x)  แทน “x  เปนจํานวนตรรกยะ” 
ขอใดมีคาความจริงเปนเท็จ 
 ก. x[P(x) Q( 2)]∀ →   ข. x[Q(x) P(0.5)]∃ →  
 ค. x[P(x) Q( )]∀ ∨ π∼   ง. x[Q(x) P(22/7)]∃ ∧ ∼  
(24) กําหนดประโยคเปด P(x) , Q(x)  ดังน้ี 2P(x) x x= > , Q(x) x=  เปนจํานวน
เฉพาะ หรือ ตัวหารรวมทีม่ากที่สุดของ 3  กับ x  เปน 1 ขอความใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. x[P(x)]∀  เปนจริง เม่ือ U  เปนชวงเปด (0,1)  
 ข. x[Q(x)]∀  เปนเท็จ เม่ือ { }U 2,3, 5,8= −  
(25) จงหาคาความจริงของ 3 2x(x 5x 1 4) x( 0 x 2)x 1∃ + − < ∧ ∀ < → ≥ −−  
(26) ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนนับ  ถามวาประพจนตอไปน้ีมีคาความจริงเปน

อยางไร    2[ x(x 1∃ −  เปนจํานวนนับ 2) x(x 1 0)] x 0
x

⎛ ⎞∧ ∀ + ≥ → ∀ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(27) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (27.1) 2 2x(x 1) x(x 1)∃ ≠ → ∀ ≠  
 (27.2) 2x(x 1 0) x(x 1)∃ + > ∧ ∃ ≠  
 (27.3) 2x(x 1 0 x 1)∃ + > ∧ ≠  
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 (27.4) 2x(x 0) x(x 0)∀ > ∨ ∀ =  
 (27.5) 2x(x 0 x 0)∀ > ∨ =  
(28) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (28.1) 2x y(x y 2)∃ ∃ + ≥  
 (28.2) 2x y(x y 2)∃ ∀ + ≥  
 (28.3) 2x y(x y 2)∀ ∃ + ≥  
 (28.4) 2x y(x y 2)∀ ∀ + ≥  
(29) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (29.1) 2 2x y(x y y x)∀ ∀ − = −  
 (29.2) 2 2x y(x y y x)∀ ∃ − = −  
 (29.3) 2 2x y(x y y x)∃ ∀ − = −  
 (29.4) 2 2x y(x y y x)∃ ∃ − = −  
 (29.5) 2 2x y(x y y x)∃ ∀ − ≠ −  
(30) จงหาคาความจริงของ 

(30.1) x y(x y y x)∃ ∀ − ≠ −   เม่ือ { }U 2,0,2= −  
(30.2) x y(x y 0)∀ ∃ + =    เม่ือ { }U 2,2= −  

(31) ประพจน x y(xy 1) x y(xy y)∀ ∃ = ↔ ∃ ∀ =  เปนจริง เม่ือเอกภพสัมพัทธเปนเทาใด 
 ก. จํานวนเตม็      ข. จํานวนเต็มบวก      ค. จํานวนจริง ง. จํานวนจริงบวก 
(32) ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตจํานวนจรงิบวก +  ขอใดมีคาความจริงเปนจริง 
 ก. x y[x y xy]∀ ∀ + ≥   ข. x y[x y 0]∃ ∃ + ≤  
 ค. x y[x y]∃ ∀ ≤    ง. x y[y x]∀ ∃ >  
(33) จงหานิเสธของ 
 (33.1) x[P(x) Q(x)]∀ → ∼  
 (33.2) x[P(x) (Q(x) R (x))]∀ → →  
 (33.3) [ ]x x[Q(x)]P(x)∀ → ∃⎡ ⎤⎣ ⎦∼  
 (33.4) x y[(x y 5) (x y 1)]∃ ∃ + = → − =  
 (33.5) x y[x 0 y 0 xy 0]∃ ∃ > ∧ ≠ ∧ <  
 (33.6) x y(xy 0 x 0 y 0)∃ ∀ > → < ∨ <  
 (33.7) x y[(P(y) R (x)) ( Q(x) P(y))]∃ ∃ ∧ → ∨∼ ∼ ∼  
 (33.8) x y z (x y z∀ ∃ ∀ + >  และ xy z)≤  
(34) ขอความใดถูกหรือผิดบาง 

 ก. นิเสธของ 22
x[x 5 0] y[ ]

y
∀ + = ∧ ∃ < π  คือ 22

x[x 5 0] y[ ]
y

∃ + ≠ ∨ ∀ ≥ π  

 ข. นิเสธของ x[x 6] x[x 8]∃ < → ∀ ≥  คือ x[x 6] x[x 8]∀ ≥ ∧ ∃ <  
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การอางเหตผุล 
 

•  การอางเหตุผล คือการกลาววาถามีเหตเุปนขอความ 1 2 3 np , p , p , ..., p  ชุดหนึ่ง แลว
สามารถสรุปผลเปนขอความ q  อันหนึ่งได การอางเหตุผลมีทั้งแบบที่ สมเหตุสมผล (valid) 
และ ไมสมเหตุสมผล (invalid) ซ่ึงเราสามารถตรวจสอบความสมเหตุสมผลไดโดยหลายวธิ ีคือ 

1. ตรวจสอบสัจนิรันดร 
การอางเหตุผลจะสมเหตุสมผล ก็เม่ือ 1 2 3 n(p p p ... p ) q∧ ∧ ∧ ∧ →  เปนสัจนิรันดร 
(หรือกลาววาไมสมเหตุสมผลเพียงกรณีเดียวเทานั้น คอืเหตุเปนจริงทั้งหมด แตผลเปนเท็จ) 

2. เทียบกับรปูแบบที่พบบอย 
การอางเหตุผลทุกรูปแบบตอไปน้ี สมเหตุสมผล 
(1) เหตุ p q→  
          p           
  ผล    q          

(2) เหตุ p q→  
         q    ∼      
  ผล   p    ∼    

(3) เหตุ p q→  
          q r  →      
  ผล    p r  →    

(4) เหตุ p q→  

           r s→             p r  ∨       
  ผล    q s  ∨   
  

(5) เหตุ p q∨  
         p    ∼      
  ผล    q          

(6) เหตุ p q→  
        q p →∼ ∼    
  ผล  p q   ∨∼   

(7) เหตุ   p q  ∧    

     ผล    p        
  

(8) เหตุ    p        

      ผล  p q  ∨    

 

โจทย 
(35) การอางเหตุผลดังตอไปน้ี สมเหตุสมผลหรือไม
 (35.1) เหตุ 1. p q→  
       2. q s→  
       3. s∼  
  ผล    p∼  

(35.2) เหตุ  p (r s)→ ∨  
         ผล  p (r s)∨ ∨∼

 

(36) การอางเหตุผลดังตอไปน้ี สมเหตุสมผลหรือไม 
 (36.1) เหตุ 1. ถา x  เปนจํานวนคูแลว 2 | x  
       2. ถา x  เปนจํานวนคูและ 2 | x  แลว x  เปนจํานวนเต็ม 
       3. ไมจริงที่วา “x  เปนจํานวนเฉพาะและ x  เปนจํานวนเต็ม” 
       4. x  เปนจํานวนคู 
  ผล   x  เปนจํานวนเฉพาะ 
 

 (36.2) เหตุ 1. ถา a  เปนจํานวนตรรกยะแลว a  ไมเปนจํานวนอตรรกยะ 
       2. 2a 2=  หรือ 2a 1= −  
       3. ถา 2a 2=  แลว a  เปนจํานวนอตรรกยะ 
       4. 2a 1≠ −  
  ผล   a  เปนจํานวนตรรกยะ 
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(37) จงเติมขอความที่ทําใหการอางเหตุผลนี้สมเหตุสมผล
 (37.1) เหต ุ1. p (q r)→ →  
       2. s p∨∼  
       3. q  
  ผล              

(37.2) เหตุ 1. p q→∼  
      2. q r→ ∼  
      3.           

ผล       p
 

(38) จงเติมขอความที่ทําใหการอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล 
เหต ุ1. ถาฉันขยัน ฉันจะไมตกคณิตศาสตร 

       2. ฉันตกคณิตศาสตร 
 ผล                            
 

(39) กําหนดเหตุใหดังน้ี ใหหาวาผลในขอใดทําใหการอางเหตุผลสมเหตุสมผล 
เหตุ 1. ถาฉันขยันแลวฉันจะสอบได 

       2. ถาฉันไมขยันแลวพอแมจะเสียใจ 
       3. ถาฉันเรียนในมหาวทิยาลัยแลวพอแมจะไมเสียใจ 
       4. ฉันสอบไมได 
 ผล     ก. ฉันไมไดเรียนในมหาวิทยาลัย หรือฉันขยัน 
          ข. ฉันเรียนในมหาวทิยาลัย และฉนัขยัน 
          ค. พอแมฉันไมเสียใจ และฉันไมไดเรียนในมหาวิทยาลัย 
          ง. ฉันขยัน แตฉันสอบไมได 
 
 

เฉลย   (1) p | F | p | F  -- T | p | p | T  -- p | T | T | p | T | p∼ ∼  -- p | p | T | F∼    
(2) ขอ (2.6 ถึง 2.10) เปนเท็จ นอกนั้นจริง   (3) ขอ (3.5, 3.7, 3.9, 3.12) เปนเท็จ ขอ (3.11) 
T, T,F  นอกนั้นจริง   (4) ก. ถูก ข. ถูก   (5) ทุกขอ   (6) ก. ผิด ข. ถูก   (7) ก. (p q)∧ ∨  
( r s)∧∼ ∼    ข. p q r∧ ∧∼    (8) ง.   (9) ค.   (10.1) ข.   (10.2) ง.   (10.3) ก.   (11) ค.   
(12) สมมูลกันทุกขอ   (13) ถูกทุกขอ   (14 ถึง 17) เปนทุกขอ ยกเวน (14.1, 14.2, 15.2, 
17.1)   (18) ข. และ ค. เปนจริง   (19) →  หรือ ↔    (20.1) ก.   (20.2) ก.   (21) 3:5   (22) 
ข.   (23) ก., ข.   (24) ก. ถูก ข. ผิด   (25) จริง  (26) เท็จ  (27) ขอ (27.1, 27.4) เปนเทจ็ 
นอกนั้นเปนจริง   (28) ขอ (28.1) เปนจริง นอกนั้นเปนเท็จ   (29) ขอ (29.2, 29.4) เปนจริง 
นอกนั้นเปนเท็จ   (30.1) เท็จ   (30.2) จริง   (31) ง.   (32) ง.   (33.1) x[P (x) Q(x)]∃ ∧    
(33.2) x[P(x) Q(x) R (x))]∃ ∧ ∧ ∼    (33.3) [ ]x x[Q(x)]P (x)∀ → ∃    (33.4) 

x y[(x y∀ ∀ + =  5) (x y 1)]∧ − ≠    (33.5) x y[xy 0 (x 0 y 0)]∀ ∀ < → ≤ ∨ =    (33.6) 
x y(xy 0∀ ∃ < ∧  x 0 y 0)≥ ∧ ≥   (33.7) x y[P(y) R (x) Q(x)]∀ ∀ ∧ ∧∼    (33.8) 
x y z (x y z∃ ∀ ∃ + ≤  หรือ xy z)>    (34) ก. ถูก ข. ผดิ   (35) สมเหตุสมผลทั้งสองขอ   (36) 

ไมสมเหตุสมผลทั้งสองขอ   (37.1) s r→    (37.2) r    (38) ฉันไมขยัน   (39) ก. 
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เรขาคณิตวิเคราะห (Analytic Geometry) 
 
•  เรขาคณิตวิเคราะห เปนการคํานวณเกีย่วกับรูปเรขาคณิต เชน การหาระยะหางระหวางจุด
สองจุด, ระหวางเสนตรงคูขนานสองเสน, การหาพื้นที่รูปหลายเหลี่ยม, หรือการหาความชันของ
เสนตรง เปนตน 
 

•  ใน ระนาบ (Plane) หน่ึงๆ เราจะอางถึงตําแหนงหรือจุดใดๆ ไดดวยคา พิกัด (Coordinate) 
โดยระบบที่นิยมใชมากที่สดุคือระบบ พิกัดฉาก (Cartesian Coordinate) ประกอบดวยแกน
อางอิง 2 แกนที่ตั้งฉากกัน ณ จุดที่สมมติใหเปน จุดกําเนิด (Origin; 
หรือจุด O ) เรียกชื่อแกนนอนและแกนตั้ง วาแกน x และแกน y 
ตามลําดับ 
 

•  แกนทั้งสองนี้ตัดกัน แบงพ้ืนที่ในระนาบ xy ออกเปน 
4 สวน เรียกแตละสวนวา จตุภาค (Quadrant; Q ) ไดแก 
จตุภาคที่ 1, 2, 3, และ 4 ดังภาพ 
 

•  การอางถึงพิกัดในระบบพกิัดฉาก นิยมเขียนในรูป คูอันดับ (Ordered Pair) ที่สมาชิกตวัแรก
แทนระยะทางในแนว +x และตวัหลังแทนระยะทางในแนว +y เชน คูอันดับ (2,4) 
 
การคํานวณเกี่ยวกับจุด 
•  การเขียนชื่อจุดนิยมใชตัวอักษรใหญ เชน จุด P , จุด Q  และอาจเขียนกาํกับดวยคูอันดับใน
พิกัดฉาก เปน P(x,y) ใดๆ เชน Q (2,4)  ใชแทนจุดที่ชือ่ Q  และมีพิกัดเปน (2,4) 
 

•  (1) ระยะหางระหวางจุดสองจุด 
สัญลักษณที่ใชแทนระยะหาง ระหวางจุด P  กับ Q  คือ PQ  
 
 
         (พิสูจนไดจาก ทฤษฎบีทปทาโกรัส) 
         (Pythagorean Theorem) 
 
•  (2) จุดกึ่งกลางระหวางสองจุด              จุดที่แบงระยะทางเปนอัตราสวน m:n  
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•  (3) จุดตัดของเสนมัธยฐานของสามเหลี่ยม     (เรียกวาจุด Centriod) 
 
 
 
 
 
ทฎษฎีบท 1. เสนมัธยฐาน คือเสนตรงที่เชื่อมจุดยอดจุดหนึ่ง กับจุดกึ่งกลางของดานตรงขาม 
2. จุดตัดของเสนมัธยฐาน จะแบงเสนมัธยฐานแตละเสนออกเปนอัตราสวน 2 :1 เสมอ 
 
โจทย 
(1) กําหนดจุด 1P (1,7)  และ 2P ( 5,2)−  ใหหาคา 1 2P P  
(2) ถา P , Q  เปนจุดกึ่งกลางของ AB , CD  ตามลําดับ เม่ือกําหนด A (2,7) , B (6, 3)− , 
C ( 2,5)− , และ D (8,1) ใหหาความยาวของ PQ  
(3) กําหนดสี่เหลี่ยมดานขนาน OBCD  ดังภาพ, P  เปนจุดกึ่งกลาง 
ของ BC , และ PC PQ=  จงหาขนาดพื้นที่สามเหลี่ยม PQC  
(4) กําหนดสามเหลี่ยม ABC  มีจุดยอดมุมอยูที่ A (5, 3)− , 
B ( 6,1)− , C (1,8) แลวสามเหลี่ยมรูปน้ีเปนสามเหลี่ยมชนิดใด 
(5) สามเหลี่ยม ABC  มีจุดกึ่งกลางดานทั้งสามเปน P ( 2,1)− , Q (5,2) , R (2, 3)−  ใหหา
ความยาวเสนรอบรูปสามเหลี่ยม ABC  น้ี 
(6) กําหนดสามเหลี่ยมรูปหน่ึงมีจุดยอดอยูที่ A (2,8) , B (6,12) , C ( 2, 4)− −  ถาจุด P  
และ Q  อยูบนดาน AB  และ BC  ตามลําดับ โดยมีอัตราสวน AP : PB 1 : 3= , 
BQ : BC 3 : 4=  ใหหา PQ  

(7) ขอใดถูกหรือผิดบาง เม่ือกําหนด 
 ก. จุด A (10,5) , B (3,2), C (6, 5)−  เปนจุดมุมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 ข. จุด D (1,2) , E ( 3,10)− , F (4, 4)−  อยูบนเสนตรงเดียวกัน 
 ค. จุด A ( 2,3)− , B ( 6,1)− , C ( 10, 1)− −  อยูบนเสนตรงเดียวกัน 
(8) จงหาจุด P  บนแกน x  ซ่ึงอยูหางจากจุด 1P (1, 2)−  และ 2P (3,5)  เปนระยะเทากัน 
(9) ใหหาจุดศูนยกลางของวงกลม ซ่ึงผานจุด (1,7) , (8,6) , (7, 1)−  
(10) ใหหาผลบวกของความยาวเสนมัธยฐาน ของสามเหลี่ยม 
ที่มีจุดยอดอยูที่ A (2, 1)− , B (4,3) , และ C ( 2,5)−   
(11) ถา (m,n)  เปนจุดตัดของเสนมัธยฐาน ของสามเหลี่ยมทีมี่จุดยอดอยูที่ (4,5) , ( 4,7)− , 
และ (4,1) แลวจงหาคา m n−  
(12) สามเหลีย่ม ABC  มีจุดยอดเปน B (6,7) , C ( 4, 3)− −  ถาจุด P (4/3,1) เปนจุดตัด
ของเสนมัธยฐานแลว เสนมัธยฐานที่ลากจาก A  มีความยาวเทาใด 
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Q (x2,y2) R (x3,y3) 

S (x4,y4) 

T (x5,y5) 
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Q (x2,y2) 
2 1
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x x
−

=
−

θ =  
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•  (4) พ้ืนที่ของรูปหลายเหลีย่ม 
คํานวณไดจาก ... นําคูอันดับของจุดยอดมาตั้งเรียงกัน เรียงทวนเข็มนาฬิกาใหครบทุกจุด (โดย
วนกลบัมาที่จุดแรกอีกครั้งดวย) จากนั้น คูณลงเครื่องหมายเดิม คูณขึ้นเปลี่ยนเครื่องหมาย 
(วิธีการเดียวกับการหา det) นําคาที่ไดรวมกันแลวหารสอง จะเปนพ้ืนที่ของรูปหลายเหลี่ยมนัน้ 

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

1 1

x y
x y
x y1

Area
x y2
x y
x y

= ⋅  

1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 1 3 2 4 3 5 4 1 5

1
      (x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y )

2
= + + + + − − − − −  

 

โจทย 
(13) P  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง (13,2)  และ ( 13, 2)− − , Q  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง 
(6,10) และ (0,14) , R  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง (8,4)  และ (16, 4)−  ใหหาพื้นที่และ
ตําแหนงจุดตัดของเสนมัธยฐาน ของรูปสามเหลี่ยม PQR  
(14) จงหาผลตางของพื้นทีส่ามเหลี่ยม ABC  และ PQR  เม่ือกําหนดตําแหนงจุดยอดให ดังน้ี 
A (1,3) , B ( 2,0)− , C (3, 5)− , P (0,0) , Q (8,18), และ R (12,27)  
(15) กําหนดจุด P (3, 2)− , Q ( 2,3)− , R (0,4)  แลวขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ความยาวเสนรอบรูปสามเหลี่ยม PQR  เปน 9 5  หนวย 
 ข. พ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม PQR  เปน 15  ตารางหนวย 
(16) ใหหาพื้นที่รูปหาเหลี่ยมซึ่งมีจุดยอดอยูที่ A (1,4) , B ( 3, 2)− − , C ( 1, 3)− − , 
D ( 4,5)− , และ E ( 2,7)−  
 
การคํานวณเกี่ยวกับเสนตรง 
•  เราสามารถสรางเสนตรงทีผ่านจุดสองจุดที่กําหนดให เชน จุด P  กับ Q  ใดๆ ไดเสมอ และ
เขียนแทน “สวนของเสนตรง” ที่เชื่อมระหวางจุด P  กับ Q  ดวยสัญลักษณ PQ  นอกจากนั้น
นิยมตั้งชื่อ “เสนตรง” ดวยอักษร L  เชน เสนตรง 1L , เสนตรง 2L  
 

•  (1) ความชัน (Slope; m) ของเสนตรง ที่ทราบจุดผานสองจุด 
 

 
    

ทฤษฎีบท เสนตรงสองเสน ขนานกัน 
(Parallel; ) ก็ตอเม่ือ มีความชันเทากัน 

และเสนตรงสองเสน ตั้งฉากกัน (Perpendicular; ⊥ ) ก็ตอเม่ือ ความชันคูณกันเปน 1−  
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โจทย 
(17) ถา A (1,2) , B (2,k) , C (3,4)  อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน ใหหาคา k  
(18) จุด (1,y)  อยูบน PR  ซ่ึงมีพีกัด P ( 2,6)−  และ R (4, 2)−  ใหหาคา y  
(19) AB  ตัดแกน x และ y  โดยมีระยะตัดแกน x  ทางบวก 4  หนวย และแกน y  ทางบวก 
3  หนวย จุดตัดสองจุดนี้แบง AB  ออกเปน 3  สวนเทาๆ กันพอดี จงหาพิกัดของ A  กับ B  
(20) หากกําหนดพิกัด A (4,5) , B (1,2) , C (2,8) , D ( 2,4)−  แลว AB  ขนานกับ 
CD  หรือไม 
(21) จงหาจุด D  ที่ทําให ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน เม่ือ A ( 4,1)− , B ( 5, 4)− − , 
C (1, 2)−  
(22) ถาเสนตรงที่ผานจุด (k,7) , ( 3, 2)− −  ตั้งฉากกับเสนตรงที่ผานจดุ (3,2) , (1, 4)−  
แลว คา k  เปนเทาใด 
(23) ถาเสนตรงที่ผานจุด A (1,5) และ B (3,6)  ตั้งฉากกับเสนตรงทีผ่านจุด C (m,4)  
และ D ( 1, m)− −  แลว จงหาคา m  
(24) วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนยกลางที่ C (5,6)  มีเสนตรง L  มาสัมผัสที่จุด ( 3,1)−  ใหหา
ความชันของเสนตรง L  
(25) จงหาความยาวเสนผานศูนยกลางของวงกลม ที่ลอมรอบรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซ่ึง
มีพิกัดเปน A (1,7) , B (8,6) , C (7, 1)−  
(26) ใหหาคําตอบของขอ (7) โดยใชความรูเรื่อง ความชันของเสนตรง 
 
•  (2) สมการของเสนตรง 
 (2.1) เม่ือทราบจุดผานจุดหนึ่ง 1 1(x ,y )  และคาความชัน m  

เราใชความสมัพันธของความชัน คือ 1

1

y
m

x
−

=
−

y
x

 

หรือจัดรูปไดวา 1 1y m ( x )− = −y x  
 

 (2.2) เม่ือทราบจุดผานสองจุด 1 1(x ,y ) , 2 2(x ,y ) 
ใหคํานวณคาความชันจากสองจุดนี้กอน แลวจึงทําตามขอ 
(2.1) โดยเลือกใชจุดใดก็ไดจุดเดียว 

สมการที่ไดจะเปน 2 1
1 1

2 1

y y
y ( x )

x x
⎛ ⎞−

− = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
y x  

 (2.3) เม่ือทราบ ระยะตัดแกน (Intercept) ทั้งสองแกน 
     สามารถใชสมการเสนตรงในรูป Intercept Form 

ไดแก 1
a b

+ =
x y  

     เม่ือ a, b  คือ ระยะตัดแกน x  และ y  ตามลําดับ 
โดย a, b  อาจเปนคาบวก หรือลบก็ได 
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•  ขอสังเกต 1. สมการเสนตรงมีรูปทั่วไป (Common Form) เปน A B C 0+ + =x y  
2. สมการเสนตรงที่นิยมใชประโยชนมีอยู 3 รูปแบบ ไดแก 

Slope-Intercept Form  m c= +y x             เม่ือ c  คือระยะตัดแกน y  
Slope-Point Form   1 1y m ( x )− = −y x  

Intercept-Intercept Form 1
a b

+ =
x y  

3. เม่ือนํารูปทั่วไป มาจัดขางตัวแปรใหม จะได = −
A C

-
B B

y x  ทําใหทราบวา 

คาความชัน A
m

B
= −  และระยะตัดแกนวาย C

c
B

= −  

 
โจทย 
(27) จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (3,0)  และ (0,2)  
(28) เสนตรง L  ผานจุด ( 2, 5)− −  และ (1,3)ถามวารูปสามเหลี่ยมที่ปดลอมดวยเสนตรงเสน
น้ี กับแกน x  และแกน y  มีพ้ืนที่เทาใด 
(29) จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (6,8) และจุดตัดแกน x  ของ 3x 4y 12+ =  
(30) รูปสี่เหลีย่ม ABCD  มีจุดมุมอยูที่ A (1,2) , B ( 2, 1)− − , C ( 3, 6)− − , D (2, 5)−  
ถา P  เปนจุดตัดของเสนทแยงมุม แลว P  จะอยูหางจากจุดกําเนิดกี่หนวย 
(31) จงหาสมการเสนตรงทีข่นานกับ 2x 3y 10 0+ + =  และผานจุดที่ x y 1+ =  ตัดกับ 
2x y 5+ =  
(32) เสนตรงสองเสนตั้งฉากกันที่จุดตัดแกน x  พอดี หากเสนหนึ่งมีสมการเปน 
3x 4y 5 0− + =  แลว ใหหาวาอีกเสนหนึ่งตัดแกน y  ที่จุดใด 
(33) หากเสนตรง L  ตั้งฉากกับ 2x 3y 5 0+ + =  และผานจุด (1,5) ถามวาเสนตรง L  ตัด
แกน x  ที่จุดใด 
(34) ให M เปนเสนตรง 3x 3y 5 7− + =  และ N เปนเสนตรง 2x 5y 7 4− + =  จงหา
สมการเสนตรง L  ที่ขนานกับ M และมีระยะตดัแกน y  เทากับ N  
(35) เสนตรง 1L  ผานจุด (2,2)  และ ( 2,0)− , เสนตรง 2L  ตั้งฉากกับ 1L  ที่จุด −( 2,0) 
และเสนตรง 3L  มีสวนตัดแกน x  เปน 4/3  แกน y เปน 4−  จงหาพื้นที่สามเหลี่ยมที่ปดลอม
ดวยเสนตรงสามเสนนี้ 
(36) กําหนด 1L  มีสมการเปน 2x 3y 6 0− + = , 2L  ผานจุด ( 2,3)−  และขนานกบั 1L  
หาก 3L  ผานจุด (2/3, 1)−  และตั้งฉากกับ 1L  แลว ถามวา 2L  กับ 3L  ตัดกันที่จุดใด ใน 
ควอดรันตใด 
(37) สมมติวา A (3,k)  อยูในควอดรันตที่ 1 และเปนจุดบนวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่จุด
กําเนิด และรัศมี 4  หนวย ถาเสนตรง L  สัมผัสวงกลมนี้ทีจุ่ด A  แลว ใหหาระยะตัดแกน x  
ของเสนตรง L  
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(38) เสนตรง L เปนเสนสัมผสัวงกลมซึ่งมีศูนยกลางที่ A ( 1,2)−  โดยสัมผัสกันที่จุด 
B (2, 1)−  และทําใหเกดิสามเหลี่ยม PQR  ที่ปดลอมดวยเสนตรงเสนน้ี, แกน x , และแกน y  
พิจารณาขอความ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ความยาวรอบรูปสามเหลี่ยม PQR  คือ 6 3 2+  หนวย 
 ข. พ้ืนที่สามเหลี่ยม PQR  มีขนาด 4.5  ตารางหนวย 
(39) หากสามเหลี่ยม ABC  มีจุดยอดที่ A ( 2,5)− , B (4,8) , C (2, 3)−  จงหาสมการ
เสนตรงที่ผานจุดกึ่งกลางดานทั้งสองซึ่งสั้นกวาดานที่สาม และหาระยะตัดแกน x  และ y  ของ
เสนตรงนี ้
(40) ถาระยะที่เสนตรงเสนหนึ่งตัดแกน x  เปนสองเทาของระยะตัดแกน y  และเสนตรงนี้ผาน
จุด (1,3)  แลว ใหหาเสนตรงนี ้
(41) เสนตรงที่ผานจุด ( 2,4)−  และมีผลบวกของ X-intercept กับ Y-intercept เปน 9  จะมี
ความชันเทาใด และตัดแกน x  ที่ใด 
(42) เสนตรง L  มีความชันเปน 0.5  และผานจุด ( 3,0)−  ตัดแกน y  ที่จุด A  หากลาก AB  
ตั้งฉากกับ L  โดยจุด B  น้ันทําใหมีเสนตรงขนานแกน y  ผานจุด B  ตัดแกน x  ที่ 
C ( 3,0)−  ได ถามวา BC  มีคาเทาใด 
(43) สามเหลีย่มมุมฉาก ABC  ซ่ึงมีมุม B  เปนมุมฉาก มีจุด A  อยูที่ ( 3,5)− , จุด C  อยูที่ 
(4, 4)− , และมีความชันของ AB  เปน 3/2  น้ัน มีขนาดกี่ตารางหนวย 
 
•  (3) ระยะหางระหวางเสนตรงคูขนานสองเสน 
 
 
 
 
•  (4) ระยะหางระหวางจุดกับเสนตรง 
 
 
 
 
โจทย 
(44) เสนตรง 2x 3y 6− =  และ 4x 6y 25− =  อยูหางกันกี่หนวย 
(45) จงหาคา C  ที่ทําใหเสนตรง Ax 2y C 0+ + =  อยูหางจาก 3x 4y 5 0− − =  หน่ึงหนวย  
(46) เสนตรง 1L  ขนานกับ 2L  โดยอยูหางกัน 4  หนวย หากเสนตรง L  ซ่ึงมีสมการเปน 
12x 5y 15 0− − =  น้ันขนานกับ 1L  และอยูหางจาก 1L , 2L  เปนระยะเทาๆ กัน จงหา
ผลบวกของสวนตัดแกน x  ของเสนตรง 1L  และ 2L  
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m2 

θ 

1 2

1 2

m m
tan

1 m m
−

=
+

θ  
m1 

Ans1 

Ans2 

L: Ax+By+C=0 

P1 (x1,y1) 

Q1 

P2 (x2,y2) 

Q2 
L: Ax+By+C=0 

P (x1,y1) 

Q 

(47) กําหนดจุดยอดของสามเหลี่ยมเปน A ( 2,1)− , B (5,4) , C (2, 3)−  ใหหาสวนสูงของ
รูปสามเหลี่ยม ที่ลากจากจุด A  มายังดาน BC  
(48) เสนตรง L  มีสมการเปน 5x 12y 3 k− + = และ L อยูหางจากจุด P ( 3,2)−  อยู 4  
หนวย ใหหาผลบวกของคา k  ที่เปนไปไดทั้งหมด 
(49) ใหหาวาจุดใดบนเสนตรง 2x 4y 15− =  อยูหางจาก 3x 4y 10+ =  เปนระยะ 3  หนวย 
 
•  (5) ขนาดของมุมที่เกิดจากเสนตรงสองเสนตัดกัน 
 
  
 
 
•  หมายเหตุ การหาเสนตรงที่แบงครึ่งมุม θ น้ีพอดี จะใชความ 
สัมพันธที่วา “ระยะทางจากจุดบนเสนตรงนี้ ไปยังเสนตรงที่ 
กําหนดใหทั้งสองเสน จะเทากันเสมอ” 

น่ันคือ      1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

A x B y C A x B y C

A B A B

+ + + +
=

+ +
 

ซ่ึงคําตอบที่ไดจะมีสองคําตอบ (เปนเสนตรงที่แบงครึ่งมุมแหลม 
และมุมปาน) ที่ตั้งฉากกันเสมอ ดังภาพ 
 
โจทย 
(50) จงหาขนาดมุมแหลมที่เกิดจากการตัดกันของ 5x y 0− =  และ 2x 3y 1 0− + =  
(51) กําหนดเสนตรง 1L  ผานจุด ( 3,2) , (0,1)  และเสนตรง 2L  ผานจุด (2,3) , (1,4) 
ใหหาขนาดของมุมแหลมระหวาง 1L  กับ 2L  
(52) เสนตรง 1L  ผานจุด (2, 3) , (1,0)  และเสนตรง 2L  ผานจุดกําเนิด O  และตัดกับ 1L  
ที่จุด C  ถามุมระหวาง 1L  กับ 2L  เปน 30°  ใหหาความยาวของ CO  
(53) จงหาสมการเสนตรงทีแ่บงครึ่งมุมที่เกิดจากการตัดกันของ 3x 4y 1 0+ + =  และ 
4x 3y 6 0− − =  
 
•  (6) ภาพฉาย (Projection) บนเสนตรง 
ภาพฉายของจุด P  บนเสนตรง L  คือจุด Q     ภาพฉายของ 1 2P P  บนเสนตรง L  คือ 1 2Q Q  
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•  การคํานวณหาตําแหนงภาพฉาย สามารถคํานวณไดหลายวธิี เชน คํานวณจากความชัน เปน
วิธีทีส่ะดวกทีสุ่ด (โดยสรางสมการเสนตรงที่ผานจุด P  และตั้งฉากกบัเสนตรง L  แลวจึงแก
ระบบสมการหาจุดตัดของเสนตรงสองเสน) หรือคํานวณจากระยะทาง (โดยสรางสมการเพื่อหา
จุดที่หางจากจุด P  เปนระยะเทาที่กําหนด ซ่ึงจะไดเปนสมการวงกลม แลวจึงแกระบบสมการหา
จุดตัดของวงกลมกับเสนตรง) 
 

•  ขอสังเกต ภาพฉายของจุด 1 1P (x ,y )  ใดๆ บนเสนตรงที่มีสมการ “y x= ” (เสนตรงทํา

มุม 45°  กับแกน x ) ไดแก จุด 1 1 1 1x y x y
Q ( , )

2 2
+ +  

 
โจทย 
(54) ถา A  เปนภาพฉายของจุด ( 2,1)−  บนแกน x  และ B  เปนภาพฉายของ ( 5,6)−  บน
แกน y  ใหหาสมการเสนตรง AB  
(55) กําหนด A (1,0) , B ( 5,8)− , P  เปนจุดกึ่งกลางของ AB  และ Q  เปนภาพฉายของ 
B  บนเสนตรง x 1=  จงหาสมการเสนตรง PQ  และเสนตรงทีต่ั้งฉากกับ PQ  
(56) จงหาโพรเจคชันของจุด ( 2,1)−  บนเสนตรง x y 0− =  
(57) จงหาโพรเจคชันของจุด (0,7)  บนเสนตรง 4x 5y 6− =  
 
 
เฉลย 
(1) 61    (2) 2    (3) 5    (4) หนาจ่ัว   (5) 2 (9 2 34)× +    (6) 3 10    (7) ถูก
ทุกขอ   (8) (29/4,0)    (9) (4,3)    (10) 41 26 17+ +    (11) 3−    (12) 10    
(13) 18 , (5,4)    (14) 15    (15) ผิดทั้งสองขอ   (16) 31    (17) 3    (18) 2    (19) 
( 4,6),(8, 3)− −    (20) ขนาน   (21) (2,3)    (22) 30−    (23) 2−    (24) 8/5−    (25) 
10    (26) ...   (27) 2x 3y 6+ =    (28) 1/48    (29) y (2/3)x 4= +    (30) 5    
(31) 2x 3y 1 0+ + =    (32) (0, 20/9)−    (33) ( 7/3,0)−    (34) = +y x 3/5    (35) 
10    (36) ( 2,3)− , 2Q    (37) 16/3    (38) ถูกทั้งสองขอ   (39) y (11/2)x 1= + , 
a 2/11= − , b 1=    (40) x 2y 7 0+ − =    (41) 1/2, (6,0)−  หรือ 4, ( 3,0)−    (42) 
7.5    (43) 19.5    (44) 13/2    (45) 0 , 5    (46) 11/12 41/12 2.5− + =    (47) 
40/ 58    (48) 88 16 72− + = −    (49) (2, 11/4)− , (8,1/4)    (50) 45°    (51) 
75°    (52) 3    (53) x 7y 7 0− − =  หรือ 7x y 5 0+ − =    (54) y 3x 6= +    (55) 
4x 3y 20 0− + = , 3x 4y C 0+ + =    (56) ( 1/2, 1/2)− −    (57) (24/41,257/41)  
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ภาคตัดกรวย (Conic Section) 
 
•  ความสัมพันธที่พบบอย นอกจากจะมีกราฟเปนเสนตรงแลว ยังมีกราฟเสนโคง ไดแก วงกลม 
พาราโบลา วงรี และไฮเพอรโบลาดวย กราฟทั้งสี่รูปน้ีเรียกรวมกันวา ภาคตัดกรวย (Conic 
Section) เน่ืองจากเปนกราฟที่ไดจากการตัดกรวยกลมตรง ดวยระนาบในมุมตางๆ ดังภาพ
 
 
 
 
 
 
 
          วงกลม   วงรี         พาราโบลา       ไฮเพอรโบลา 
        (Circle)          (Ellipse)        (Parabola)       (Hyperbola) 
 

 
เทคนิคการวาดกราฟ 
•  กอนจะศึกษาเรื่องภาคตัดกรวย ตองทบทวนพื้นฐานการวาดกราฟ วาลักษณะของกราฟโดย
ทั่วๆ ไปน้ันจะเปลี่ยนไปอยางไร หากมีคาคงที่มาบวกลบ หรือคูณหาร อยูกับตัวแปร x หรือ y 
 
(1) เม่ือมีคาคงที่มาบวกหรอืลบ จะเกิดการ เลื่อนแกนทางขนาน (Translate) 
กลาวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก f (x,y) 0=  ไปเปน f (x h,y-k) 0− =  เม่ือ h,k  เปน
คาคงที่ กราฟรูปเดิมจะถูกเลื่อนไปทางขวา h  หนวย และเลื่อนขึ้นดานบนอีก k  หนวย (หรือ
กลาววา จุดกําเนิดถูกเลื่อนไปยังคูอันดับ (h,k) และรูปกราฟทั้งหมดถูกเลื่อนตามไปดวย) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x O  

y = x2  
y

x 

y = (x-3)2  

(3,0)   

y

x 

y+1 = x2  

(0,-1)  

y

x 

y+1 = (x-3)2  

(3,-1)  
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(2) เม่ือมีคาคงที่ (ที่เปนบวก) มาคูณหรือหาร จะเกิดการ ปรับขนาด (Scale) ทางแกนนั้น 
กลาวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก y f (x)=  ไปเปน my f (nx)=  เม่ือ m,n  เปนคาคงที่
ที่มากกวา 1 กราฟรูปเดิมจะถูกบีบลงทางแนวนอน n  เทา และบีบลงทางแนวตั้ง m  เทา 
(สวนกรณีที่ m,n  นอยกวา 1 จะมองวาเปนการหาร และกราฟจะถูกขยายออกแทน) ทั้งน้ีตอง
ใชแกน h,k  ที่ไดจากการเลื่อนแกนแลว เปนแกนกลางสําหรับบีบหรือขยายรูปกราฟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ขอสังเกต 1. กราฟในตวัอยาง สองรูปลางเปนกราฟเดียวกัน เพียงแตมองคนละวิธ ี
2. หากสมการมีทั้งการบวกลบและคูณหาร จะตอง 
จัดรูปสมการใหบวกลบอยูในวงเลบ็ (กระทํากับตวั 
แปรโดยตรง) แลวถัดมาจึงเปนการคูณหาร 
ดังตัวอยางตอไปน้ี 
 
 
 
(3) เม่ือมีคาคงที่ (ที่เปนลบ) มาคูณหรือหาร นอกจากจะมีการขยายหรือบีบตามขอ (2) แลว ยัง
เกิดการ พลิก (Flip) รูปกราฟ โดยใชแกน h,k  น้ีเปนแกนหมุนดวย (หากตัวแปร x  ถูกคณู
ดวยลบ จะพลกิสลับซายขวา, และเชนเดียวกัน หากตวัแปร y  ถูกคูณดวยลบ จะพลกิสลับบน
ลาง) 
 
 
 
 
 
 

y

x O  

y = x2  
y

x 

3y = x2  

y

x 

y = (2x)2  
y

x 

y/4 = x2  

ความสูงทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 3 

ความกวางทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 2 ความสูงทุกตําแหนงเพิ่มเปน 4 เทา 

y

x 

2y = (x-3)2-2 
จัดรูปเปน 2(y+1) = (x-3)2 
 

เลื่อนแกนไปอยูที่ (3,-1) และ 
ความสูงทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 2 

y

x O  

y = x2  
y

x 

เลื่อนแกนไปอยูที่ (3,-1) และ 
พลิกรูปกราฟ สลับบนลาง 

-(y+1) = (x-3)2 
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วงกลม (Circle) 
•  นิยาม วงกลม คือ “เซตของคูอันดับที่อยูหางจากจุดคงที่จุดหนึ่ง เปนระยะเทาๆ กัน” 
เรียกจุดคงที่จุดนั้นวา จุดศูนยกลาง (Center; C ) และเรยีกระยะทางนัน้วา รัศมี (Radius; r ) 
 

•  สมการวงกลม สรางจากสมการระยะทางระหวางจุดสองจุด (ทฤษฎีบทปทาโกรัส) หากมีจุด
ศูนยกลางอยูที่ C (0,0)  และรัศมียาว r  หนวย สมการจะเปน 2 2 2x y r+ =  แตถาเลื่อนแกน 
ใหจุดศูนยกลางไปอยูที่ C (h,k)  สมการจะกลายเปน 2 2 2(x h) (y k) r− + − =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

•  ขอสังเกต 1. จากรูปทั่วไปของสมการวงกลม 2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  เม่ือจัดรูปดวยวธิี
กําลังสองสมบูรณแลว จะทําใหทราบวา (h,k) ( D/2, E/2)= − −  
 

2.1 สมการวงกลมมีพารามิเตอร (คาคงทีซ่ึ่งบอกลักษณะกราฟ) อยู 3 ตัว คือ D,E,F  หรือ 
h,k,r  ดังน้ันการสรางสมการวงกลมจากจุดที่กราฟผาน ตองกําหนดจุดมาให 3 จุด แลวจึงแก
ระบบสมการ 3 สมการ ซ่ึงกรณีน้ีสมการ 2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  จะคํานวณงายกวา 
2.2 แตถาบอก r  มาให จะตองการจุดเพิ่มอีกเพียง 2 จุด เพ่ือหาคา h,k  หรือถาบอก h,k  มา
ให ก็ตองการอีกเพียงจุดเดียวเพ่ือหาคา r  โดยใชสมการ 2 2 2(x h) (y k) r− + − =  
 
•  ระยะทางจากจุด 1 1P (x ,y )  ใดๆ ภายนอกวงกลม มายังจุดสัมผัส Q  (ดังภาพ) 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท เสนสัมผัสวงกลม คือเสนตรงที่ลากผานจุดบนวงกลมเพยีงจุดเดียวเทานั้น (เรียกวา
จุดสัมผัส) และเสนสัมผัสวงกลมทุกเสนจะตั้งฉากกับรศัมี (ที่เชื่อมจุดศูนยกลางกบัจุดสัมผัส) 
 

วงกลม 
2 2 2(x h) (y k) r− + − =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
รัศมี r  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  

C 
  (h,k) 

              
r 

C 

Q 
P (x1,y1) 

2 2
1 1 1 1d x y Dx Ey F= + + + +   

หรือ 2 2 2
1 1d (x h) (y k) r= − + − −  

d 

d 
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โจทย 
(1) สมการตอไปน้ีตองการเลื่อนแกนเพื่อใหไดรูปที่กําหนด ตองเลือกจุดใดเปนจุดกําเนิดจุดใหม 
 (1.1) (x 4)(y 3) 1 1− + = → =xy  
 (1.2) y x 1 2= + − → =y x  
 (1.3) 2 2 2 2x y 2x 4y 5 9 k+ + − + = → + =x y  
(2) จงหาสมการรูปทั่วไปของวงกลม ที่มีลกัษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (2.1) จุดศูนยกลางอยูที่ (3,4)  และผานจุด (1,1)  
 (2.2) เสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง เชื่อมจุด (1,1)  กับ (2,2)  
 (2.3) สัมผัสเสนตรง y 2x= ที่จุดกําเนิด และผานจุด (1,1)  
 (2.4) ผานจุด ( 6,3)− , (2,3)  และ ( 2,7)−  

(2.5) ผานจุด (1, 5)−  และผานจุดตดัของวงกลม 2 2x y 2x 2y 8 0+ − + − =  กับ 
2 2x y 3x 3y 8 0+ − − − =  

(3) หาความยาวเสนสัมผัสที่ลากจากจุด (0,1)  ไปยังวงกลม 2 23x 3y 11x 15y 9+ + + = −  
(4) ใหหาสมการเสนตรงที่สมัผัสวงกลม ตามเงื่อนไขตอไปน้ี 
 (4.1) สัมผัสวงกลม 2 2x y 8+ =  ที่จุด (2,2)  
 (4.2) สัมผัสวงกลม 2 2x y 17+ =  และมีความชันเปน 4  

[Hint: สรางสมการเสนตรงความชันเทานี้ แตผานจุดศูนยกลางกอน] 
 (4.3) สัมผัสวงกลม 2 2x y 16+ =  และผานจุด ( 1,8)−  

[Hint: สรางสมการเสนตรงความชันใดๆ ที่ผานจุดนี้ แลวจึงหาคาความชัน] 
(5) ใหหาสมการวงกลม ตามเง่ือนไขตอไปน้ี 
 (5.1) รัศมี 2  หนวย และสัมผสักับวงกลมสองวงนี้ คือ 2 2(x 2) (y 1) 1− + + =  และ 

2 2(x 6) (y 2) 4− + − =  โดยมีจุดศูนยกลางอยูในควอดรันตที่ 1 
 (5.2) รัศมี 1 หนวย, สัมผัสกับเสนตรง y x 2= + , และสัมผัสกับวงกลม 

2 2x y 4x 2y 1 0+ − + + =  
 (5.3) แนบในสามเหลี่ยมที่เกิดจากเสนตรงสามเสนน้ีตดักัน 2x 3y 21 0− + = , 
3x 2y 6 0− − = , และ 2x 3y 9 0+ + =      [Hint: หาจุดศูนยกลางวงกลมกอน] 
(6) จงหาคา k  ที่ทําให 2 2x y 6x 8y k 0+ − + + =  เปนสมการวงกลม 
(7) จงหาคา k 0>  ที่นอยที่สุด ทีท่ําให y kx=  สัมผัสกับ 2 2 2x y 14x 49 k+ − + =  
(8) ถา C  เปนจุดศูนยกลางของกราฟ 2 2x 4x 2 (y 8y 9)+ + = − + +  แลว ใหหาสมการ
เสนตรง OC  และสมการวงกลมที่มี OC  เปนเสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง 
(9) เสนตรงเสนหนึ่งมีความชัน 4/3−  ผานจุดศูนยกลางของวงกลม 2 2x y 4x 2y 4+ − + =  
โดยตัดวงกลมที่จุด A  กับ B  หากกําหนดจุด D ( 1, 2)− −  แลว ใหหาพื้นที่สามเหลีย่ม ABD  
(10) ใหหาสมการกราฟซึ่งจุด P (x,y)  ใดๆ บนกราฟเปนจุดศูนยกลางของวงกลมที่สัมผัสกับ
กราฟ 2(x 1) (1 y)(1 y)− = − +  และผานจุด A ( 1,0)−  ดวย 
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พาราโบลา (Parabola) 
•  นิยาม พาราโบลา คือ “เซตของคูอันดับที่มีระยะไปถึงจุดคงที่จุดหนึ่ง เทากับระยะไปถึง
เสนตรงเสนหนึ่ง” เรียกจุดคงที่จุดนั้นวา จุดโฟกัส (Focus; F ) เรียกเสนตรงเสนนั้นวา 
ไดเรกตริกซ (Directrix) เรียกเสนตรงที่ผานโฟกัสและตัง้ฉากกับไดเรกตริกซ วา แกน (Axis) 
 

•  พาราโบลาทีมี่ จุดยอด (Vertex) อยูที่ V (0,0) และระยะโฟกสัยาว c  หนวย จะมีสมการ
เปน 2x 4c y=  (ออมแกน y , กราฟหงายเมื่อคา c  เปนบวก, กราฟคว่ําเม่ือคา c  ติดลบ) 
หรือ 2y 4c x=  (ออมแกน x , กราฟเปดขวาเมื่อ c  เปนบวก, กราฟเปดซายเม่ือ c  ติดลบ) 
 

•  หากมีการเลื่อนแกน ใหจุดยอดไปอยูที่ V (h,k) สมการจะกลายเปน 
2(x h) 4c(y k)− = −  และ 2(y k) 4c(x h)− = −  ตามลําดับ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
นิยาม Latus Rectum คือเสนแสดงความกวางของรูปกราฟ ณ ตําแหนงโฟกัส 
 

•  ขอสังเกต 1. พาราโบลาออมแกนใด อาจสังเกตไดจาก ตัวแปรนั้นจะยกกําลังหน่ึง 
2. พาราโบลามีพารามิเตอร 3 ตัว คือ D,E,F  หรือ h,k,c  เชนเดียวกับวงกลม ดังน้ัน การ
สรางสมการจะใชวิธีคลายกนั แตพาราโบลาตองทราบกอนดวยวาเปนพาราโบลาออมแกนใด 
 

พาราโบลา 
2(x h) 4c (y k)− = −  

จุดยอด V (h,k) 
ระยะโฟกัส c  หนวย 
Latus Rectum ยาว 4c  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2x Dx Ey F 0+ + + =  

              
2c 

V (h,k) 

F (h,k+c) 

Directrix : y=k-c 

⎧
⎨
⎩

 c 

⎧
⎨
⎩

 c 

Axis : 
x=h 

พาราโบลา 
2(y k) 4c (x h)− = −  

จุดยอด V (h,k) 
ระยะโฟกัส c  หนวย 
Latus Rectum ยาว 4c  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2y Dx Ey F 0+ + + =  

          V 
(h,k) 

F (h+c,k) 

Directrix :  
x=h-c 

2c 
⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 
c 

Axis : y=k         
c 
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โจทย 
(11) จงหาสมการรูปทั่วไปของพาราโบลา ที่มีลักษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (11.1) จุดยอดอยูที่ ( 2,3)−  และจุดโฟกัสอยูที่ (5,3) 
 (11.2) จุดยอดอยูที่ O  และจุดปลาย Latus Rectum จุดหนึ่งอยูที่ ( 3,6)−  
 (11.3) จุดยอดอยูที่ O  และผานจุด ( 4, 6)− −  โดยมีแกน x เปนแกนสมมาตร 
 (11.4) จุดยอดอยูที่ (2, 3)−  และผานจุด (8,2.1) โดยแกนสมมาตรตัง้ฉากแกน x  
 (11.5) จุดยอดอยูที่ (5, 2)−  และผานจุด (3,0)  โดยแกนสมมาตรตัง้ฉากกับแกน y  
 (11.6) จุดโฟกัสอยูที่ (2,2)  และสมการไดเรกตริกซเปน x 2 0+ =  
 (11.7) ผานจุด (1,3) , (9,1) , และ (51, 2)−  โดยแกนสมมาตรขนานกับแกน x  
 (11.8) ผานจุด ( 2,3)− , (3,18) , และ (0,3)  
(12) ใหหาระยะจากจุด P (4, 3)−  ซ่ึงอยูบนพาราโบลา 22x 3y 0+ =  ไปถึงจุดโฟกัส 
(13) ใหหาสวนประกอบตางๆ ของพาราโบลา 
 (13.1) จุดโฟกัส ความกวางที่จุดโฟกัส และสมการไดเรกตริกซ ของ 2x 12y 0− =  
 (13.2) สวนประกอบทั้งหมดของ 2y 10y 12x 61 0− + + =  
 (13.3) จุดโฟกัสของพาราโบลาที่มีจุดยอดที่ (4,2) และมีไดเรกตริกซเปน x 1 0− =  
 (13.4) จุดตัดแกน x  ของพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่ (0, 1/3)−  และจุดโฟกัสอยูที่ 
(0,7/6)  
(14) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึง 
 (14.1) อยูหางจากเสนตรง y 4= −  เทากับระยะหางจากจุด ( 2,8)−  

(14.2) อยูหางจากเสนตรง x 4= −  มากกวาระยะหางจากจุด (3,1)  อยู 5  หนวย 
(15) จุดบนโคง 24y (x 1)= −  ซ่ึงอยูหางจากจุดโฟกัส 13  หนวย จะหางจากแกน x  เทาใด 
(16) ความยาวคอรดที่เกิดจากเสนตรง 2x y 8− =  ตัดกับพาราโบลา 2y 8x=  เปนเทาใด 
(17) สมการเสนตรงที่ผานจุด (1,6)  และจุดโฟกัสของ 2y 4x 4y 8− − =  คือสมการใด 
(18) ใหหาสมการพาราโบลาที่มีเสนตรง y 5=  เปนไดเรกตรกิซ และมีจุดโฟกัสอยูที่ศูนยกลาง
ของกราฟ 2 2x 6x 6 2y y− = − −  
(19) ใหหาสมการพาราโบลาที่ผานจุดตัดของเสนตรง x y=  กับวงกลม 2 2x y 6x 0+ + =  
โดยมีแกน x  เปนแกนสมมาตร 
(20) กําหนดใหไดเรกตริกซและแกนของพาราโบลา 2y 4y 8x 20− + =  ตดักันที่จุด P  
ถาวงกลมวงหนึ่งผานจุดกําเนิด, จุด P , และจุดโฟกัสของพาราโบลาแลว กําลังสองของรัศมี
วงกลมเปนเทาใด 
(21) ใหหาระยะโฟกัสของเลนสรูปพาราโบลา ซ่ึงมีความสูง 6 หนวย และฐานกวาง 8 หนวย 
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วงรี (Ellipse) 
•  นิยาม วงรี คือ “เซตของคูอันดับที่ ผลรวมของระยะทางไปถึงจุดคงที่สองจุด มีคาเทากัน” 
เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น วา จุดโฟกัส ( 1 2F ,F ) และนอกจากนี้ ระยะทางรวมซึ่งเปนคาคงที่น้ัน จะ
มีคาเทากับ ความยาวของแกนเอก (2a ) พอดี 
 
•  วงรีที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ C (0,0)  และแกนเอกยาว 2a  หนวย แกนโทยาว 2b  หนวย จะ

มีสมการเปน 
2 2

x y
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (รีตามแกน x ) หรือ 
2 2

y x
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (รีตามแกน y ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นิยาม แกนเอก (Major Axis) คือเสนแสดงความยาวของวงรี ( 1 2V V ) และ แกนโท (Minor 
Axis) คือเสนแสดงความกวางของวงรี ( 1 2B B ) 
 

•  ขอสังเกต 1. สมการวงรีเกดิจากการขยายขนาดทางแกน x,y  ของวงกลมรัศมี 1 หนวย 
2. สําหรับวงรีน้ัน a b>  เสมอ ดังน้ันตัวเลขใดมีคามากกวา ตวัน้ันก็จะเปน a  (เปนแกนเอก) 
3. วงรีมีพารามิเตอรถึง 4 ตวั การสรางสมการวงรีจากจุดที่กราฟผานถึง 4 จุดนั้นไมนิยมกระทํา 
 

วงรี 
2 2

2 2

(x h) (y k)
1

a b
− −

+ =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนเอกยาว 2a  แกนโทยาว 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= −  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

V2   F2 

b ⎫
⎬
⎭

 a 
            

c      F1 
  (h+c,k) 

     V1 
  (h+a,k) 

 C 
(h,k) 

⎧
⎨
⎩

 b2/a 

 Directrix  Directrix 
x=h+(a2/c) 

                     
 a2/c B1 (h,k+b) 

B2 

                 

วงรี 
2 2

2 2

(y k) (x h)
1

a b
− −

+ =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนเอกยาว 2a  แกนโทยาว 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= −  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

          

V2 

  F2 

b 

⎫
⎬
⎭a 

        

c 

F1 
(h,k+c) 

  V1 (h,k+a) 

 C (h,k) 

 b2/a 

 Directrix 

 Directrix 
y=k+(a2/c) 

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 a2/c 

B1 (h+b,k) B2 
⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩
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โจทย 
(22) จงหาสมการรูปทั่วไปของวงรี ที่มีลกัษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (22.1) จุดศูนยกลางอยูที่ (3, 1)−  แกนเอกขนานกับแกน y  และยาว 8  หนวย สวน
แกนโทยาว 6  หนวย 
 (22.2) จุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิด มีจุดยอดอยูที่ (0,8) และมีโฟกัสอยูที่ (0, 5)−  
 (22.3) จุดยอดอยูที่ ( 4,2)−  และ (2,2)  โดยแกนโทยาว 4  หนวย 
 (22.4) จุดศูนยกลางอยูที่ ( 2,1)−  มีจุดโฟกัสที่ ( 2,4)−  และผานจุด ( 6,1)−  
 (22.5) จุดศูนยกลางอยูที่ (2,1)  มีจุดยอดที่ (2, 4)−  และคา c : a 2 :5=  
(23) ใหหาสวนประกอบตางๆ ทั้งหมดของวงรี 
 (23.1) 2 24x 9y 36+ =  
 (23.2) 2 29x 5y 54x 50y 26 0+ − − + =  
 (23.3) 2 25x 9y 10x 40+ − =  
(24) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึง 

(24.1) ระยะหางจากจุด (4,0)  และจุด ( 4,0)−  รวมกันเปน 12  หนวย 
(24.2) ระยะหางจากจุด (2,7)  และจุด (2,1)  รวมกันเปน 10  หนวย 

(25) ฐานของสามเหลี่ยมยาว 6  หนวย และผลบวกของอีกสองดานเปน 10  หนวย 
(25.1) ถาฐานตรึงอยูกับที่ กราฟที่ประกอบดวยจุดยอดของสามเหลี่ยมจะเปนรูปใด 
(25.2) ใหหาสมการกราฟดังกลาว ถาฐานตั้งอยูบนแกน x  โดยมีจุดกําเนิดอยูตรงกลาง 

(26) ใหหาสมการเสนตรงทีผ่านจุดศูนยกลางของ 2 24x 9y 48x 72y 144 0+ − + + =  และ
ตั้งฉากกับ 3x 4y 5+ =  
(27) ระยะหางระหวางเสนตรงคูขนานทีท่ํามุม 45°  กับแกน x  และผานจุดโฟกัสทั้งสองของ
กราฟ 2 2x 3y 4x 2 0+ − − =  มีคาเทาใด 
(28) ใหจุด 1F  และ 2F  เปนจุดโฟกัสของวงรี 2 2kx 4y 4y 8+ − =  และวงรีน้ีตัดแกน y  ที่จุด 
B  ซ่ึงอยูเหนือแกน x  ถาสามเหลี่ยม 1 2F F B  มีพ้ืนที่ 3 7/4  ตารางหนวย คา k  เปนเทาใด 
(29) นายแดงปนขึ้นไปบนสะพานโคงที่มีลักษณะเปนครึ่งวงรี ปลายทั้งสองหางกัน 4 เมตร และ
มีระยะสูงสุด 1 เมตร ถาเขาอยูบนสะพานในตําแหนงที่หางจากปลายขางหนึ่ง เปนระยะตาม
แนวราบ 80 ซม. เขาจะอยูสูงจากพื้นกี่เซนติเมตร 
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ไฮเพอรโบลา (Hyperbola) 
•  นิยาม ไฮเพอรโบลา คือ “เซตของคูอันดับที่ ผลตางของระยะทางไปถึงจุดคงที่สองจุด มีคา
เทากัน” เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น วา จุดโฟกัส ( 1 2F ,F ) และนอกจากนี้ ผลตางระยะทางซึ่งเปน
คาคงที่น้ัน จะมีคาเทากับ ความยาวของแกนตามขวาง (2a ) พอดี 
 

•  ไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางที่ C (0,0)  แกนตามขวางยาว 2a  และแกนสังยุคยาว 2b   

จะมีสมการเปน 
2 2

x y
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (แบบออมแกน x ) หรือ 
2 2

y x
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (ออมแกน y ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นิยาม แกนตามขวาง (Transverse Axis) 1 2V V  และ แกนสังยุค (Conjugate Axis) 1 2B B  ใช
ในการสราง เสนกํากับ (Asymptote) สองเสน เพ่ือบังคับความกวางของไฮเพอรโบลา 
 

•  ขอสังเกต 1. การวาดกราฟไฮเพอรโบลา เปรียบเสมือนวามีวงรีอยูในกรอบตรงกลาง โดยใช
จุดศูนยกลางรวมกัน และแกนตามขวางกับแกนสังยุคจะทับแกนเอกและโทของวงรีพอดี 
แตสําหรับไฮเพอรโบลา a  ไมจําเปนตองมากกวา b  (แกนใดเครื่องหมายบวก จะออมแกนนั้น) 
2. ถา a b=  (สี่เหลี่ยมจัตุรัส) รูปวงรีตรงกลางจะกลายเปนวงกลม สามารถเรียกไฮเพอรโบลา
น้ันวา ไฮเพอรโบลามุมฉาก (Rectangular Hyperbola) 

ไฮเพอรโบลา 
2 2

2 2

(x h) (y k)
1

a b
− −

− =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนตามขวาง 2a  แกนสังยุค 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= +  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

F2   V2 

b ⎫
⎬
⎭

 c 
            

a      V1 
 (h+a,k) 

 C 
(h,k) 

b2/a 

 Directrix  Directrix 
x=h+(a2/c) 

       
 a2/c 

B1 (h,k+b) 

B2 

                     F1 
   (h+c,k) 

Asymptote 
a(y-k)=b(x-h) Asymptote 

⎧
⎨
⎩

 

ไฮเพอรโบลา 
2 2

2 2

(y k) (x h)
1

a b
− −

− =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนตามขวาง 2a  แกนสังยุค 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= +  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  
F2 

  V2 

b 

⎫
⎬
⎭

 c 

            

a 

V1 (h,k+a) 

C (h,k) 

b2/a 

 Directrix 

 Directrix 
y=k+(a2/c) 

          a2/c 
B1 (h+b,k) B2 

⎫
⎬
⎭

 

F1 (h,k+c) Asymptote 
b(y-k)=a(x-h) 

Asymptote 

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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•  นอกจากนี้ไฮเพอรโบลามุมฉากอีกรูปแบบหนึ่ง ไดแกสมการในรูป xy k=  เม่ือ k  เปน
คาคงที่ ไฮเพอรโบลานี้มีแกนนอนและแกนตั้งเปนเสนกํากับ และมีสวนประกอบตางๆ ดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
•  นิยาม สําหรับวงรีและไฮเพอรโบลา คาความเยื้องจุดศูนยกลาง (Eccentricity; e ) คือคาที่
บอกวาจุดโฟกัสและจุดยอด อยูหางจากจุดศูนยกลางเปนอัตราสวนเทาใด น่ันคือ e c /a=  
ขอสังเกต คา e  ของวงรี อยูระหวาง 0  กับ 1 เสมอ (ถา e  ยิ่งมากขึ้น วงรีจะยิ่งแคบลง) 
และคา e  ของไฮเพอรโบลา มากกวา 1 เสมอ (ถา e  ยิ่งมากขึ้น กราฟจะยิ่งกวางขึ้น) 
 
 
 
 
 
 
 
 

ไฮเพอรโบลามุมฉาก 
xy k=     k 0>  
จุดศูนยกลาง C (0,0)  
 
จุดยอด 1V ( k, k)  

2V ( k, k)− −  
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k) 

2F ( 2k, 2k)− −  
F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 

ไฮเพอรโบลามุมฉาก 
xy k=     k 0<  
จุดศูนยกลาง C (0,0)  
 
จุดยอด 1V ( k, k)−  

2V ( k, k)−  
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k)−  

2F ( 2k, 2k)−  

F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   58 

โจทย 
(30) จงหาสมการรูปทั่วไปของไฮเพอรโบลา ที่มีลักษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (30.1) จุดศูนยกลางอยูที่ ( 3,1)−  มีจุดยอดที่ (2,1)  และแกนสังยุคยาว 6  หนวย 
 (30.2) จุดโฟกัสอยูที่ ( 1, 6)− −  และ ( 1,4)−  โดยแกนตามขวางยาว 6  หนวย 
 (30.3) จุดโฟกัสอยูที่ (0,4)  และ (0, 4)−  และมีจุดปลายแกนสังยุคเปน (3,0)  
(31) ใหหาสวนประกอบตางๆ ทั้งหมดของไฮเพอรโบลา 
 (31.1) 2 29x 4y 36− =  
 (31.2) 2 29x 16y 18x 64y 199 0− − − − =  
 (31.3) 2 26x y 36x 2y 59 0− − − + =  
 (31.4) 2 26x 10y 12x 40y 94 0− − − − =  
(32) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึงผลตางของระยะทางจาก P (x,y)  ไปยัง
จุด (3,0)  กับ ( 3,0)−  เปน 4  หนวย 
(33) ใหหาสมการกราฟที่ทาํใหผลคูณระยะทางจาก P (x,y)  ใดๆ ในกราฟ ไปยังเสนตรง 
4x 3y 11− = −  และ 4x 3y 5+ = −  เปน 144/25  
(34) ใหหาสวนประกอบของกราฟรูปตอไปน้ี 
 (34.1) จุดยอด และจุดโฟกัสของ xy 4= −  
 (34.2) จุดศูนยกลางของ xy 2x y 3+ − =  
(35) ถาภาคตดักรวยรูปหน่ึงมีสมการเปน 2 29x 18x 16y 64y 199− = + +  แลว ผลรวมของ
ระยะทางจากจุดโฟกัสทั้งสองไปถึงเสนตรง 3x 4y 8+ =  เปนเทาใด 
(36) ถาให 1F  เปนจุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา 2 26x 10y 12x 40y 94 0− − − − =  และอยู
ในควอดรันตที่ 4 จงหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่ 1F  และมีไดเรกตริกซเปนแกนสังยุค
ของไฮเพอรโบลา 
(37) กําหนดไฮเพอรโบลามีสมการเปน 2 2(x 1) (y 2) 36− − − =  จงหาสมการวงรี ซ่ึงผลบวก
ของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรี ไปยังจุดที่ไฮเพอรโบลาตัดแกน x  ทั้งสองจุด เปน 8  หนวย 
(38) กําหนด E  แทนวงรี 2 26x 5y 12x 20y 4 0+ + − − =  จงหาสมการไฮเพอรโบลาที่มีจุด
ศูนยกลางรวมกับ E , มีจุดยอดอยูที่เดียวกับจุดโฟกัสของ E , และมีความยาวแกนสงัยุคเทากับ
ความยาวแกนโทของ E  พอดี 
 
โจทยทบทวน   ใหสังเกตวากราฟของสมการแตละขอ เปนภาคตัดกรวยรูปใด 
(1) 2 2x y 6x 8y 12 0+ − − + =    (6) 2 23x 3y 9x 6y 20 0+ − − + =  
(2) 2 2x 2y 2x 4y 13 0+ − + − =   (7) 2 23x 3y 9x 6y 20 0− − − + =  
(3) 2x 2x y 3 0+ − + =     (8) 2 23x 2 y 4y− = − +  
(4) 2 2x y 2x 2 0− − − =    (9) 2 23x 2 y 4y− = +  
(5) 2 2x y 4− =      (10) 23x 2 4y− =  
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เฉลย   (1.1) (4, 3)−    (1.2) ( 1, 2)− −    (1.3) ( 1,2)−    (2.1) 2 2x y 6x 8y 12 0+ − − + =    
(2.2) 2 2x y 3x 3y 4 0+ − − + =    (2.3) 2 2x y 4x 2y 0+ − + =    (2.4) 

2 2x y 4x 6y 3 0+ + − − =    (2.5) 2 2x y 3x 3y 8 0+ − + − =    (3) 3    (4.1) x y 4+ =    
(4.2) 4x y 17− = ±    (4.3) 4x 3y 20+ = , 12x 5y 52− = −    (5.1) 2 2(x 2) (y 2) 4− + − =    
(5.2) 2 2(x 2) (y 2) 1− + − = , 2 2(x 1) (y 1) 1+ + + =    (5.3) 2 2(x 1) (y 2) 13+ + − =    (6) k 25<    
(7) 4 3    (8) y 2x= , 2 2(x 1) (y 2) 5+ + + =    (9) 9    (10) 2 212x 4y 3− =  (x 0< )  
(11.1) 2y 28x 6y 47 0− − − =    (11.2) 2y 12x 0+ =    (11.3) 2y 9x 0+ =    (11.4) 

2x 4x 40y 116 0− + − =    (11.5) 2x 10x 2y 21 0− − + =    (11.6) 2y 8x 4y 4 0− − + =    
(11.7) 22y x 12y 19 0− − + =    (11.8) 2x 2x y 3 0+ − + =    (12) 1801/8    (13.1) 
(3,0) , y 3 0+ = , 12    (13.2) V ( 3,5)− , F ( 6,5)− , Latus Rectum ยาว 12 , และ
ไดเรกตริกซคอืแกน y    (13.3) (7,2)    (13.4) ( 2,0)±    (14.1) 2x 4x 24y 44 0+ − − =    
(14.2) 2y 4x 2y 9 0− − + =    (15) 12    (16) 6 5    (17) 4x 3y 14 0− + =    (18) 

2x 6x 12y 15 0− + − =    (19) 2y 3x 0+ =    (20) 145/16    (21) 2/3  หนวย   (22.1) 
2 216x 9y 96x 18y 9 0+ − + + =    (22.2) 2 264x 39y 2496+ =    (22.3) 

2 24x 9y 16x 18y 11 0+ − + − =    (22.4) 2 225x 16y 100x 32y 284 0+ + − − =    (22.5) 
2 225x 21y 100x 42y 404 0+ − + − =    (23.1) C (0,0) , V ( 3,0)± , F ( 5,0)± , 

B (0, 2)± , Latus Rectum ยาว 8/3 , ไดเรกตริกซ x 9/ 5= ±    (23.2) C (3,5) , 
V (3,5 6)± , F (3,5 4)± , B (3 20,5)± , Latus Rectum ยาว 20/3 , ไดเรกตริกซ 
x 5 9= ±    (23.3) C (1,0) , V (1 2 2,0)± , F (1 4 2/3,0)± , B (1, 4 10/3)± , Latus 
Rectum ยาว 10 2/9 , ไดเรกตรกิซ x 1 3 2= ±    (24.1) 2 25x 9y 180+ =    (24.2) 

2 225x 16y 100x 128y 44 0+ + − − =    (25.1) วงรี   (25.2) 2 216x 25y 400+ =    (26) 
4x 3y 36− =  (27) 2 2  (28) 9/4   (29) 80   (30.1) 2 29x 25y 54x 50y 169 0− + + − =    
(30.2) 2 29x 16y 18x 32y 137 0− + − + =    (30.3) 2 27x 9y 63 0− + =    (31.1) C (0,0) , 
V ( 2,0)± , F ( 13,0)± , B (0, 3)± , Latus Rectum ยาว 9 , ไดเรกตริกซ x 4/ 13= ±    
(31.2) C (1, 2)− , V (1 4, 2)± − , F (1 5, 2)± − , B (1, 2 3)− ± , Latus Rectum ยาว 4.5 , 
ไดเรกตริกซ x 1 16/5= ±    (31.3) C (3, 1)− , V (3, 1 6)− ± , F (3, 1 7)− ± , 
B (3 1, 1)± − , Latus Rectum ยาว 2/3 , ไดเรกตริกซ y 1 6/ 7= − ±    (31.4) C (1, 2)− , 
V (1 10, 2)± − , F (1 4, 2)± − , B (1, 2 6)− ± , Latus Rectum ยาว 6 2/5 , ไดเรกตริกซ 
x 1 2.5= ±    (32) 2 25x 4y 20− =    (33) 2 216x 9y 64x 18y 55 144− + + + = ±    (34.1) 
V ( 2, 2)± ∓ , F ( 2 2, 2 2)± ∓   (34.2) (1, 2)−   (35) 42/5    (36) 2(y 2) 8(x 1) 0+ + + =    
(37) 2 292 (x 1) 48y 16 92− + =    (38) 2 2(x 1) 5(y 2) 5+ − = −−  
 

เฉลยโจทยทบทวน   (1) วงกลม   (2) วงรี   (3) พาราโบลา   (4) ไฮเพอรโบลา   (5) 
ไฮเพอรโบลา   (6) วงกลม   (7) ไฮเพอรโบลา   (8) วงรี   (9) ไฮเพอรโบลา   (10) พาราโบลา 
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ความสัมพันธ (Relation) 
 
คูอันดับ และผลคูณคารทเีซียน 
•  คูอันดับ (Ordered Pair) ประกอบดวยสมาชิกสองตัวในรูป (a,b)  ซ่ึงไมสามารถเปลี่ยน
ลําดับสมาชิกตัวหนากับตวัหลังได และ (a,b) (c,d)=  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  เทานั้น 
 

•  ผลคูณคารทีเซียน (Cartesian Product) คือผลคูณของเซต ... เซต A B×  (เอคูณบี) คือเซต
ของคูอันดับ ที่สมาชิกตวัหนามาจากเซต A  และสมาชิกตัวหลังมาจากเซต B  ครบทุกคู 
•  หรือเขียนแบบเงื่อนไขไดวา A B {(a,b) | a A× = ∈  และ b B}∈  
เชน A {0,1,2}= , B {1,3}=  จะได 

{(0,1),(0,3),(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}A B× =  
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}A A× =  

 

ขอสังเกต 1. n(A B) n(A) n(B)× = ⋅  
2. n(A ) n(A) n( ) 0× ∅ = ⋅ ∅ =  ดังน้ัน A × ∅ = ∅  
3. A B B A× = ×  ก็ตอเม่ือ A B=  หรือมีเซตใดเซตหนึ่งเปน ∅  
 
ความสัมพันธ 
•  ความสัมพันธ (Relation : r ) คือเซตของคูอันดับ 
นิยาม “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” (from A to B) คือเซตของคูอันดับที่สมาชิกตัวหนามาจาก
เซต A  และสมาชิกตวัหลังมาจากเซต B  แตไมจําเปนตองครบทุกคู 
•  ดังน้ัน  “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” คือสับเซตของ A B×  ซ่ึงมีไดทั้งหมด n(A B)2 ×  แบบ   
สัญลักษณที่ใชแทนคําวา “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” คือ r {(x,y) A B | .....}= ∈ ×  
 

•  หมายเหตุ  1. r {(x,y) A A | .....}= ∈ ×  เรียกวา “ความสัมพันธภายใน A ” (in A) 
2. ถาไมระบุวาเปนความสัมพันธจากเซตใดไปเซตใด จะหมายถึงเซตจํานวนจริง ×  
 

•  ตัวอยางเชน A {2,3,4}=  และ B {1,3,5,8}=  
จะได {(2,1),(2,3),(2,5),(2,8),(3,1),(3,3),(3,5),...,(4,8)}A B× =  
และมี r A B⊂ ×  ทั้งสิ้น 3 42 4096× =  แบบ ... ทุกแบบสามารถเขยีนเง่ือนไขได เชน 

1r {(x,y) A B | y x}= ∈ × ≤  จะได 1r {(2,1),(3,1),(3,3),(4,1),(4,3)}=  
2r {(x,y) A B | y x 1}= ∈ × = +  จะได 2r {(2,3),(4,5)}=  
3r {(x,y) A B | x= ∈ ×  หาร y  ลงตวั}  จะได 3r {(2,8),(3,3),(4,8)}=  

3
4r {(x,y) A B | x y}= ∈ × <  จะได 4r = ∅  
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โจทย 
(1) กําหนดใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง ขอความตอไปนี้ถูกหรือผิด 
 (1.1) a b[(a,b) (b,a)]∀ ∀ ≠  
 (1.2) a b[(a,b) (c,d) a c∀ ∀ ≠ → ≠  และ b d]≠  
 (1.3) a b[(a 2b,1) ( 1,b a/2)]∃ ∃ + = − +  
(2) ถา (3x 5,8 4y) ( 5, 6)+ − = − −  และ (y,2) ( p,2)= −  แลว ใหหา (xp,x/p)  
(3) กําหนดให (a,b) (c,d) (a c,b d)∗ = − +  ถา (3,4) (0,0) (x,y) (3,4)∗ = ∗  
แลว ใหหา (x,y)  
(4) กําหนด A, B, C  เปนเซตใดๆ แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) ถา A  เปนเซตอนันต และ B  เปนเซตจํากัดแลว A B×  เปนเซตอนันต 
 (4.2) ถา A B×  เปนเซตอนันต แลว A  เปนเซตอนันต หรือ B  เปนเซตอนันต 
 (4.3) ถา A B A C× = ×  แลว B C=  
 (4.4) ถา A B× = ∅  แลว A B= = ∅  
 (4.5) A B B A× = ×  ก็ตอเม่ือ A B=  
 (4.6) (A B) C A C (A B) C∩ × ⊂ × ⊂ ∪ ×  
 (4.7) A B A× ≠  และ A B B× ≠  
 (4.8) มีเซต A  บางเซต ที่ทําให A (A B)∩ × ≠ ∅  
(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา A {4,5,6,{4,5,6}}=  และ B {4,5,{4,5}}=  
แลว n[P(A) P(B)] 128× =  

(5.2) ถา A {3,4,5,...,32}= , B {7,8,9,...,40}=  และ 
C {0,1,2,...,25}=  แลว n[(A B) (A C)] 570× ∩ × =  

(5.3) ถา A {0,1,2,...,28}=  และ B { 3, 2, 1,...,4}= − − −  
แลว n[(A B) (B A)] 279× ∪ × =  
(6) กําหนดให 1 2 3 mA {a ,a ,a ,...,a }= , 1 2 3 kB {a ,a ,a ,...,a }=  โดยที่ m k≤  
ถา (A B) (B A) (A B) (B A)× ∩ × = ∩ × ∩  แลว n[(A B) (B A)]× ∪ ×  มีเทาใด 
(7) ถา n( ) 10=U , n(A ' B ') 2∩ = , n(A ' B ') 9∪ =  และ n(B) n(A) 1− =  แลว 
ใหหาจํานวนความสัมพันธตางๆ กันจาก A  ไป B  
(8) [Ent’39] ถา n(A) 10=  แลว ใหหาจํานวนความสัมพันธทั้งหมดจาก A A×  ไป A  
(9) กําหนดให A {1,2,3}=  และ B {0,4}=  แลว ขอความตอไปนี้ถูกตองหรือไม 
 (9.1) มีความสัมพันธจาก A  ไป B  ทั้งหมด 64  เซต 
 (9.2) มีความสัมพันธจาก A  ไป B  ที่โดเมนเทากับ A  ทั้งหมด 27  เซต 
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(10) กําหนดให n(A) 3=  และ n(B) 4=  แลว ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (10.1) จํานวนความสัมพันธจาก A  ไป B  เทากับจํานวนความสัมพันธจาก B  ไป A  
 (10.2) จํานวนความสัมพันธจาก A  ไป B  ที่โดเมนเปน A  มีทั้งหมด 315  เซต 
 (10.3) จํานวนความสัมพันธจาก B  ไป A  ที่โดเมนเปน B  มีทั้งหมด 2401  เซต 
 (10.4) จํานวนความสัมพันธภายใน A  ที่โดเมนเปน A  มีทั้งหมด 343  เซต 
(11) ใหเขียน 1 2r r∩  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือ 

(11.1) 1r {(x,y) | x y 1}= ∈ + =×I I , 2r {(x,y) | x y 3}= ∈ − =×I I  
(11.2) 2 2

1r {(x,y) | x y 16}= + = , 2
2r {(x,y) | y 4 x }= = −  

(12) ถา A {1,2,3,...,20}= , B {0,1,2,...,25}=  
และ  r {(x,y) A B | y x}= ∈ × ≥  ใหหาจํานวนคูอันดับภายใน r  
 
โดเมน (Domain) และเรนจ (Range) 
•  “โดเมน (D ) ของความสัมพันธ” คือเซตของสมาชิกตัวหนาของคูอันดับ 
“เรนจ หรือพิสัย (R ) ของความสัมพันธ” คือเซตของสมาชิกตวัหลังของคูอันดับ 
น่ันคือ rD {x | (x,y) r}= ∈  และ rR {y | (x,y) r}= ∈  
 

•  เชนในตวัอยางขางตน 
1r

D {2,3,4}= , 
1r

R {1,3}= , 

2r
D {2,4}= , 

2r
R {3,5}=  และ 

4 4r rD R= = ∅  
ขอสังเกต ถา r  เปนความสัมพันธจาก A  ไป B  แลว rD A⊂  และ rR B⊂  
 

•  การหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธภายใน  ซ่ึงบอกเปนเง่ือนไข (สมการ) 
ใหพิจารณาเงื่อนไข วาหากมีสิ่งเหลานี้คือ การหาร, การถอดราก, คาสัมบูรณ, การยกกําลัง 
จะมีขอจํากัดเกิดขึ้น กลาวคือ 

 - b
a

c
=  จะไดวา c 0≠  

 - na b=  ถา n  เปนจํานวนคู จะไดวา a 0≥  และ b 0≥  
 - na b=  ถา n  เปนจํานวนคู จะไดวา a 0≥  
 - a b=  จะไดวา a 0≥  
โดยการหาโดเมน จะพิจารณาในรูป y ...(x)...=  
และการหาเรนจ หากเปนไปไดควรจัดรปูใหกลายเปน x ...(y)...=  แลวจึงคอยพิจารณา 
 

•  ตัวอยาง กําหนดให 2r {(x,y) | y 4 x }= = −  จะไดวา 
(1) การหาโดเมน พบวามีรากที่สอง ดังน้ัน 24 x 0− ≥  หรือ 2 x 2− ≤ ≤  
(2) การหาเรนจ เน่ืองจากมีรากที่สอง ดังน้ัน y 0≥  เสมอ จากนั้นจัดรูปเปน 2x 4 y= ± −  
ซ่ึงจะไดวา 24 y 0− ≥  หรือ 2 y 2− ≤ ≤  นําเงื่อนไขมารวมกันไดเปน 0 y 2≤ ≤  
ดังน้ัน ตอบ rD [ 2,2]= −  และ rR [0,2]=  
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•  หมายเหตุ หากไดศึกษาเรือ่งกราฟวงกลม ในบทเรียน “ภาคตัดกรวย” จะทราบวา 
สมการ 2y 4 x= −  อยูในรูปแบบของวงกลม 2 2x y 4+ =  ดังภาพ 
(เปนครึ่งวงกลมเนื่องจากมีเครื่องหมายรากที่สอง ทําให y 0≥ ) 
ซ่ึงจากกราฟ จะเห็นโดเมนและเรนจไดชดัเจนกวาการคํานวณ 
 
 
อินเวอรสของความสัมพนัธ 
•  1r−  คือ อินเวอรส ของ r      โดยที่ 1r {(y,x) | (x,y) r}− = ∈  
อธิบายไดวา 1r−  สามารถหาไดจาก การสลับที่สมาชิกตวัหนาและหลังของคูอันดับใน r  
หรือถาเปนความสัมพันธแบบเง่ือนไข กห็าไดจากการสลับที่ระหวาง x  และ y  น่ันเอง 
 

•  เชน ถา r {(2,1),(3,3),(4,5)}=  จะได 1r {(1,2),(3,3),(5,4)}− =  
แตถาเปนแบบเง่ือนไข r {(x,y) | y 2x 3}= = −  สามารถเขียน 1r−  ไดหลายแบบ 
เชน r {(y,x) | y 2x 3}= = −  หรือ r {(x,y) | x 2y 3}= = −  หรือ 

x 3
r {(x,y) | y }

2
+

= =  ซ่ึงแบบสุดทาย (เขียนในรปูของ y ) น้ีเปนที่นิยมมากกวา 

ขอสังเกต  1 rr
D R− =  และ 1 rr

R D− =  เสมอ  
 
โจทย 
(13) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 
 (13.1) r {(x,y) | xy 2}= =  
 (13.2) r {(x,y) | (x 2)(y 1) 1}= − − =  

 (13.3) 1
r {(x,y) | y }

x 1
= =

−
 

 (13.4) 2x 3
r {(x,y) | y }

x 1
−

= =
+

 

 (13.5) x 1
r {(x,y) | y , x 1}

x 1
+

= = >
−

 

(14) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 
[ Hint : บางสมการควรจัดรูปใหเปนกําลังสองสมบูรณ ] 
 (14.1) 2r {(x,y) | y x }= =  
 (14.2) r {(x,y) | y x}= =  
 (14.3) 2r {(x,y) | y x 2x 3}= = − −  
 (14.4) r {(x,y) | y 3 x 1}= = + +  
 (14.5) 2 2r {(x,y) | x y 16}= + =  
 (14.6) 2r {(x,y) | y 16 x }= = −  

O 

2 

-2                    2  

y 

x 
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 (14.7) 21
r {(x,y) | y 4 3x x }

2
= = − −  

 (14.8) 2 2r {(x,y) | x y 6x 4y 3 0}= + − + − =  
(15) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 

 (15.1) 
2

1
r {(x,y) | y }

x x
= =

−
 

 (15.2) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4x 3
= =

− +
 

 (15.3) x 1
r {(x,y) | y }

x
+

= =  

 (15.4) 2 2r {(x,y) | 2x y 2xy x 1 0}= + − + + =  
 (15.5) 2 2 2r {(x,y) | x y y x 2 0}= − − − =  
 (15.6) 2 2r {(x,y) | xy xy 2y 2y 6x 11 0}= − − + − + =  
(16) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 

 (16.1) 3
r {(x,y) | y }

x 3 4
= =

+ −
 

 (16.2) r {(x,y) | y x 2 x }= = + −  
 (16.3) 2r {(x,y) | y x 4 }= = −  
(17) ใหหาเรนจ ของอินเวอรสของความสัมพันธตอไปนี้ 

 (17.1) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4
= =

−
 

 (17.2) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4
= =

−
 

 (17.3) x
r {(x,y) | y }

x 2
= =

−
 

 (17.4) 2r {(x,y) | y 3x 1 2 2x 3x 2 }= = − + − −  
(18) ให r {(x,y) | xy 1 y}= = +  แลว r rR D−  เปนเซตใด 

(19) ให r  เปนความสัมพันธภายใน  ซ่ึง x 2 , x 11
r {(x,y) | y }

15 x , x 11

⎧ − ≤⎪= = ⎨
− >⎪⎩

 

ถา r rA D R= ∩  แลว ผลบวกของคาขอบเขตบนนอยสุดกับคาขอบเขตลางมากสุดเปนเทาใด 
(20) กําหนดให 2 2r {(x,y) | y 2xy x 1 0}= − − + =  จํานวนเตม็บวกที่นอยที่สุดที่เปน
สมาชิกของ r rR D '∩  เปนเทาใด 

(21) ถา 
2

1
r {(x,y) | y }

x 2x 3
= =

− −
 แลว ใหหาคอมพลีเมนตของ 1r

D −  

(22) ถาใหเอกภพสัมพัทธเปน rR  โดยที่ 2 2 1r {(x,y) | y (9 x ) }−= = −  แลว ขอใดถูก 
 ก. x y[x y y]∃ ∀ + =    ข. x y[x y 0]∀ ∃ + =  
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กราฟของความสัมพันธ 
•  “กราฟของความสัมพันธ r ” ก็คือเซตของจุดบนแกนมุมฉาก (x,y)  ซ่ึงแตละจุดแทนสมาชิก
ใน r  (โดยใหสมาชิกตัวหนาเปนแกนนอน และสมาชิกตวัหลังเปนแกนตั้ง) 
เชน 1r {(1,2),( 1,2),(2,3),( 2,0),(0, 2)}= − − −  

2
2r {(x,y) | y x } {(0,0),( 1,1),( 2,4),...}= ∈ = = ± ±×I I  

2
3r {(x,y) | y x }= ∈ × =  
จะไดกราฟดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 

•  การเขียนกราฟของความสัมพันธ จะชวยใหเห็นโดเมนและเรนจไดชัดเจนยิ่งขึ้น 
รูปแบบของกราฟที่ควรรูจักมีดังน้ี ... 
* หมายเหต ุควรศึกษาเทคนิคการเขียนกราฟ (การเลื่อนแกน, การปรับขนาดกราฟ) ซ่ึงอธิบาย
เพ่ิมเติมไวในบทเรียน “ภาคตัดกรวย” เพ่ือชวยในการโดเมนและเรนจตอไป 
 

1. กราฟเสนตรง  y mx c= +      m  คือความชัน และ c  คือระยะตัดแกน y  
 
 
 
 
 
 
 

2. กราฟพาราโบลา  2y ax=  หรือ 2x ay=     a  คือคาคงทีใ่ดๆ ที่ไมใชศนูย 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 

3 
2 
 
 
 
 
-2 

-2  -1          1    2 

y 

x 

r1 
4 
 
 
1 

-2  -1          1    2 

y 

x 

r2 

y 

x 

r3 

O O 

O 

 c 

y 

x 

y 

x O 

m > 0 

O 

 c 

y 

x 

m < 0 
 c 

m = 0 

O 

y 

x 

y 

x O 

a > 0 
O 

y 

x 

a < 0 

a > 0 y = ax2 

y = ax2 

x = ay2 
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3. กราฟคาสัมบูรณ (ที่คลายพาราโบลา)  y a x=  หรือ x a y=  
 
 
 
 
 
 
 

4. กราฟวงกลม  2 2 2x y r+ =      r  คือรัศมีของวงกลม (มากกวาศูนย) 
5. กราฟคาสัมบูรณ (ที่คลายวงกลม)  x y k+ =      k  คือคาคงทีท่ี่มากกวาศูนย 
 
 
 
 
 
 
 

6. กราฟไฮเพอรโบลามุมฉาก  x y c=      c  คือคาคงที่ใดๆ ที่ไมใชศูนย 
 
 
 
 
 
 
 
ขอสังเกต กราฟของความสัมพันธอาจเปน “พ้ืนที่ (แรเงา)” ในระนาบ หากวาความสัมพันธน้ัน
เปน “อสมการ” โดยมีหลักในการเขียนกราฟคือ คิดวาเปนเครื่องหมายเทากับแลวเขียนกราฟ
ของสมการกอน จากนั้นตรวจสอบวาบริเวณใดของพื้นที่ตรงตามเงื่อนไขของอสมการ จึงแรเงา 
(เสนกราฟทึบแสดงวาจุดบนเสนน้ันอยูใน r , เสนประแสดงวาจุดบนเสนน้ันไมอยูใน r ) 
 
 
 
 
 

O 

y 

x 

y 

x 
O 

a > 0 O 

y 

x 

a < 0 

a > 0 
y = a|x| 

y = a|x| 

x = a|y| 

O 

y 

x r 

r 

-r 

-r O 

y 

x k 

k 

-k 

-k 

y 

x O 

c > 0 
y 

x O 

c < 0 

O 
 2 

y 

x 

y < x+2 

O 

y 

x 
y < 3x2 

O 

y 

x 2 

2 

-2 

-2 

x2 + y2 > 4 
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•  กราฟของอินเวอรส ( 1r− ) มีความเกี่ยวของกบักราฟของ r  คือ เกิดจากการหมุนกราฟโดยมี
เสนตรง y x=  เปนแกนหมุน (แกนสมมาตร) … เทากับเปนการสลับแกน x  กับ y  กันน่ันเอง 
 
 
 
 
 
 
 
โจทย 
(23) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี โดยอาศัยการเขยีนกราฟ 
 (23.1) r {(x,y) | x y 4}= + =  
 (23.2) r {(x,y) | x 2 y 2}= − + =  
 (23.3) 2r {(x,y) | y x 2x 2}= = + −  
 (23.4) 2r {(x,y) | y x 2x 2 , 3 x 2}= = + − − ≤ <  
(24) ขนาดพื้นที่ของบริเวณในแตละขอเปนกี่ตารางหนวย เม่ือกําหนดให 
1r {(x,y) | x y 1}= + ≤  2r {(x,y) | x y 1}= − ≤  3r {(x,y) | y x 1}= − ≤  
4r {(x,y) | y 0}= ≥  และ 5r {(x,y) | x 0}= ≥  

 (24.1) 1 2 5r r r∩ ∩    (24.3) 1 3 4r r r∩ ∩  
 (24.2) 1 4 5r r r∩ ∩    (24.4) 3 4 5r r r∩ ∩  
(25) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1 2 3r r r∩ ∩  เม่ือ 
1r {(x,y) | x y 1 0}= − + ≥  2r {(x,y) | 2x y 4 0}= + − ≤  
และ 3r {(x,y) | y 1 0}= + ≥  
(26) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1 2r r∩  เม่ือ 
 (26.1) 1r {(x,y) | 2 x y }= ≤ +  และ 2r {(x,y) | x y 4}= + ≤  
 (26.2) 1r {(x,y) | x 2 y 4}= + ≤  และ 2r {(x,y) | 2 x y 2}= + ≥  
 (26.3) 2 2

1r {(x,y) | y 4 x }= ≤ −  และ 2r {(x,y) | y x }= ≥  
 (26.4) 2

1r {(x,y) | y 16 x }= ≤ −  และ 1
2 1r r−=  

(27) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1r r−∪  เม่ือ r {(x,y) | 2 x y 8}= + ≤  
(28) ถา A =  โดเมนของ 1 2r r∩  และ B =  เรนจของ 1 2r r∩  
โดยที่ 1r {(x,y) | x y 2}= + ≥  และ 2r {(x,y) | x 2 y 4}= + ≤  
แลว ผลบวกของจํานวนเต็มใน A B'∩  เปนเทาใด 
(29) ถา 1r {(x,y) | x y 5}= − =  และ 2 2

2r {(x,y) | x y 55}= + ≤   แลว โดเมน
ของ 1 2r r∩  เปนชวงใด 

O 

y 

x 

y 

x 
r 

เสนตรง 

 r-1 

(-3,-1) 
(-1,-3)  

 y = x 
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(30) ถา 2A {x | x 2x 3}= − ≤  และ 2r {(x,y) A | x y 1 0}= ∈ × − − =  แลว 
เรนจของ r  เปนชวงใด 
(31) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (31.1) ถา 2r {(x,y) | y x }= ∈ × =  แลว 1r r− =  
 (31.2) ถา 2r {(x,y) | y x }+= ∈ × =  แลว 1r r− =  
 (31.3) ถา 2 2r {(x,y) | x y 25}= ∈ × + =  แลว 1r r− =  
 (31.4) ถา 2 2r {(x,y) | x y 25}+= ∈ × + =  แลว 1r r− =  
(32) ใหหาขนาดพื้นที่ของอาณาบริเวณ 
ที่ถูกลอมดวยกราฟของ r  และ 1r−  
เม่ือกําหนดกราฟของ r  เปนดังภาพ 
 
 
 
 
 
เฉลย 
(1) ผิดทุกขอ   (2) (35/3,20/21)   (3) (6,0)   (4) ขอ (4.2) และ (4.6) ถูก   (5) ถูกทุก
ขอ   (6) 22mk m−    (7) 202    (8) 1,0002    (9) ถูกทุกขอ   (10) ถูกทุกขอ   (11.1) 
{(2, 1)}−    (11.2) {(0,4),( 7, 3),( 7, 3)}− − −    (12) 310    (13.1) 

rD {0}= − , rR {0}= −    (13.2) {2}− , {1}−    (13.3) {1}− , 
{2}−    (13.4) { 1}− − , {2}−    (13.5) (1, )∞ , (1, )∞    (14.1) , [0, )∞    

(14.2) [0, )∞ , [0, )∞    (14.3) , [ 4, )− ∞    (14.4) [ 1, )− ∞ , [3, )∞    (14.5) [ 4,4]− , 
[ 4,4]−    (14.6) [ 4,4]− , [0,4]   (14.7) [ 4,1]− , [0,5/4]   (14.8) [ 1,7]− , [ 6,2]−    
(15.1) {0,1}− , ( 4,0]− −    (15.2) { 1,4}− − , ( 1,0]− −    (15.3) 
[ 1, ) {0}− ∞ − , [0, )∞    (15.4) ∅ , ∅    (15.5) [ 2, 1) (1, )− − ∪ ∞ ,    (15.6) 
( ,46/25] (2, )−∞ ∪ ∞ , {3, 2}− −    (16.1) { 7,1}− − , ( 3/4,0]− −   (16.2) 

, [0, )∞    (16.3) , [0, )∞    (17.1) { 2,2}− −    (17.2) { 2,2}− −    (17.3) 
{2}−    (17.4) [ 3, 1/2] [2, )− − ∪ ∞    (18) {1}    (19) 5    (20) 2   (21) ( 1/4,0]−    

(22) ข.   (23.1) [ 4,4]− , [ 4,4]−    (23.2) [0,4], [ 2,2]−    (23.3) , [ 3, )− ∞    (23.4) 
[ 3,2)− , [ 3,6)−    (24.1) 1   (24.2) 0.5    (24.3) 1   (24.4) หาคาไมได   (25) 6.75    
(26.1) 6    (26.2) 3    (26.3) π    (26.4) 4π    (27) 85.33    (28) 0    (29) 
[ 55, 5] [5, 55]− − ∪    (30) [ 1,8]−    (31) ขอ (31.2) และ (31.3) ถูก   (32) 4  
 
 

O 

y 

x 

(-2,-2) (0,-1) 

 (0,1) (2,2) 
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0
1
2

1
2
3
4

1r  1
2
4

0
1
2
3

2r  

ฟงกชัน (Function) 
 
•  จากที่ศึกษาผานมาแลววา ความสัมพันธ คือเซตของคูอันดับ (และที่พบบอยจะเขียนอยูในรูป
สมการ) หากความสัมพันธใดมีลักษณะดงัตอไปน้ีดวย จะเรียกวาเปน ฟงกชัน (Function : f ) 
 “สมาชิกตัวหนาแตละตัว จะคูกับสมาชิกตัวหลังไดเพียงแบบเดียวเทานั้น” 
หรือกลาววา สําหรับ x  แตละตัว จะคูกับ y  ไดเพียงแบบเดียวเทานั้น 
 

•  เชน 1r {(0,1),(1,2),(1,3),(2,4)}=  ไมเปนฟงกชัน เพราะ 1 คูกับทั้ง 2  และ 3  
2r {(0,1),(1,2),(3,1),(2,4)}=  เปนฟงกชัน เพราะไมมีการใชสมาชิกตวัหนาซ้ําเลย 
สังเกต : หามใชสมาชิกตวัหนาซ้ํา แตใชสมาชิกตัวหลงัซํ้าได 
 
 
 
 
        ไมเปนฟงกชัน          เปนฟงกชัน 
 

•  2
3r {(x,y) | y x}= =  ไมเปนฟงกชัน สมมติ x 4=  จะไดวา y 2=  หรือ 2−  

2
4r {(x,y) | y x }= =  เปนฟงกชัน เพราะไมวาจะแทน x  คาใด ก็ได y  เพียงคาเดียว 
สังเกต : เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ จะเห็นไดชดัเจนวา x  แตละตัว คูกับ y  เพียงตัว
เดียวหรือไม (ลากเสนแนวตัง้ ดูวาที่ x  แตละคา เสนนี้ตัดกราฟไมเกินหนึ่งจุดหรือไม) 
 
 
 
 
 
 
       ไมเปนฟงกชัน         เปนฟงกชัน 
หมายเหตุ  1. ความสัมพันธที่เขียนในรูป y ...(x)...=  ได จะเปนฟงกชันเสมอ 
* 2. ถา f  เปนฟงกชัน จะเขยีนแทน y  ดวยคําวา f (x)  (อานวา เอฟเอกซ) เชน 2f (x) x=  
 
ลักษณะของฟงกชัน 
•  “ฟงกชันจาก A  ไป B ” (from A into B หรือ f : A B> ) 
คือฟงกชันซึ่ง fD A=  และ fR B⊂  
“ฟงกชันจาก A  ไปทั่วถึง B ” (from A onto B หรือ ontof : A B> ) 
คือฟงกชันซึ่ง fD A=  และ fR B=   ... ดูตัวอยางหนาถัดไปประกอบ 

y 

x 
O 

3r  

O 

y 

x 

4r  
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0
1
2

a
b

5r  0
1
2
3

6r  

A  B  A  B  

a
b
c

0
1
2
3

7r  

A  B  

a
b
c
d

8r

 

A  B  

0
1
2
3

9r

 

A  B  

a
b
c
d

1
2
4

a
b
c
d

0
1
2

a
b

5r  

A  B  

 
 
 
 
 

  เปนฟงกชัน        เปนฟงกชันจาก A ไป B   เปนฟงกชันจาก A ไปทั่วถึง B 
 

•  “ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงจาก A  ไป B ” (one-to-one หรือ 1 1f : A − B> ) 
คือฟงกชันที่ fD A=  และ fR B⊂  และ “สําหรับ y  แตละตวั จะคูกับ x  เพียงตัวเดียวดวย” 
“ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B ” (one-to-one correspondence หรือ 1 1

ontof : A − B> ) 
คือฟงกชันที่ fD A=  และ fR B=  และ “สําหรับ y  แตละตวั จะคูกับ x  เพียงตัวเดียวดวย” 
 
 
 
 
 
          เปนฟงกชัน 1-1     เปนฟงกชัน 1-1 จาก A ไป B    เปนฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทั่วถึง B 
 

สังเกต : เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ จะตรวจสอบวา y  แตละตวั คูกับ x  เพียงตัวเดียว
หรือไม โดยลากเสนแนวนอน ดูวาที่ y  แตละคา เสนนีต้ัดกราฟไมเกินหนึ่งจุดหรือไม) 
 
 
 
 
 
 
         ไมเปนฟงกชัน     เปนฟงกชัน แตไมเปน 1-1       เปนฟงกชัน 1-1 
 
•  ฟงกชันแบบเฉพาะตางๆ ที่ควรรูจัก 
ฟงกชันคงตัว (Constant Function) f (x) a=  (เสนตรงนอน) 
ฟงกชันเชิงเสน (Linear Function) f (x) ax b= +  (เสนตรง) 
ฟงกชันกําลังสอง (Quadratic Function) 2f (x) ax bx c= + +  (พาราโบลาหงายหรือคว่ํา) 
ฟงกชันพหุนาม (Polynomial Function) n n 1 n 2

n n 1 n 2 0f (x) a x a x a x ... a− −
− −= + + + +  

ฟงกชันตรรกยะ (Rational Function) p(x)
f (x)

q(x)
=  เม่ือ p(x), q(x) เปนฟงกชนัพหุนาม 

ขอสังเกต ฟงกชันสามแบบแรก จัดเปนฟงกชันพหุนามเชนกัน 
 

y 

x O 

3r  

O 

y 

x 

4r  

y 

x 
O 

10r  
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•  ฟงกชันเพ่ิม (Increasing Function) และ ฟงกชันลด (Decreasing Function) มีนิยามดังน้ี 
... สําหรับทุกๆ 1 2x , x [a,b]∈  
ฟงกชัน f  จะเปนฟงกชันเพ่ิมในชวง [a,b] ก็ตอเม่ือ ถา 2 1x x>  แลว 2 1f (x ) f (x )>  
และ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันลดในชวง [a,b] ก็ตอเม่ือ ถา 2 1x x>  แลว 2 1f (x ) f (x )<  
หมายเหตุ การเขียนกราฟของฟงกชันพหุนาม และการหาชวงที่เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลด จะได
ศึกษาอยางละเอียดในบทเรยีน อนุพันธของฟงกชัน 
 
ตัวอยางการแกฟงกชัน (1) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา f (3x 1)−  
วิธีคิด จาก f ( ) 2( ) 3= −  จะได f (3x 1) 2(3x 1) 3 6x 5− = − − = −  ... ตอบ 
 

•  f (3x 1) 6x 5− = −  ใหหา f (x)  

วิธีคิด ให A 3x 1= −  น่ันคือ A 1
x

3
+

=  

จะไดวา f (3x 1) 6x 5− = −  กลายเปน A 1
f (A) 6( ) 5 2A 3

3
+

= − = −  

ดังน้ัน f (x) 2x 3= −  ... ตอบ 
 

•  f (3x 1) 6x 5− = −  ใหหา f (2)  
วิธีคิด ให 2 3x 1= −  ไดเลย น่ันคือ x 1=  
จะไดวา f (3x 1) 6x 5− = −  กลายเปน f (2) 6(1) 5 1= − =  ... ตอบ 
 

•  f (x) 2x 3= −  ใหหา f (3x 1)−  ในรูปของ f (x)  
วิธีคิด หา f (3x 1) 2(3x 1) 3 6x 5− = − − = −  กอน 

จากนั้นเปลี่ยน x  เปน f (x)  โดย f (x) 3
f (x) 2x 3 x

2
+

= − → =  

จะไดวา f (x) 3
f (3x 1) 6( ) 5 3 f (x) 4

2
+

− = − = +  ... ตอบ 

 
โจทย 
(1) f  ที่กําหนดใหในแตละขอ เปนฟงกชันจริงหรือไม 
และถาเปนฟงกชันใหระบเุพ่ิมเติมดวยวา เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงหรือไม 
 (1.1) 2f (x) x=    (1.6) f (x) 1/x=  
 (1.2) 2[f (x)] x=    (1.7) 2f (x) x x 1= + +  
 (1.3) f (x) x=    (1.8) 3f (x) x=  
 (1.4) f (x) x=    (1.9) 2f (x) 1/x=  
 (1.5) f (x) x=    (1.10) 2/3f (x) x=  
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(2) ความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม 
 (2.1) r {(x,y) | x y 1}= + <  
 (2.2) r {(x,y) | x y 1}= + =  
(3) ความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม 
 (3.1) r {(x,y) | x y 1}= + =  

(3.2) r {(x,y) | x y 1}= + =  
 (3.3) r {(x,y) | x y 1}= + =  

(3.4) r {(x,y) | x y 1}= + =  
(4) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงหรือไม 
 (4.1) f {(x,y) | 2x y 3 0}= + − =  
 (4.2) f {(x,y) | (x 4)(y 3) 1}= − + =  
 (4.3) 3f {(x,y) | y 3 (x 4) }= − = +  
 (4.4) 2f {(x,y) | x y 3 0}= − + =  
(5) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชัน f : >  หรือไม 
 (5.1) 2f {(x,y) | y 9 x }= = −  
 (5.2) 2f {(x,y) | y 9 x }= = +  
 (5.3) f {(x,y) | y x 1}= =  
 (5.4) f {(x,y) | x y 5 0}= + − =  
(6) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชัน ontof : A>  เม่ือ A [0, )= ∞  หรือไม 
 (6.1) 4f {(x,y) | y x }= =  
 (6.2) 2f {(x,y) | y x 2x 3}= = − +  
 (6.3) 2f {(x,y) | y x 4 }= = −  
 (6.4) 3 2f {(x,y) | y x 3x 3x 1 }= = + + +  
(7) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชันเพ่ิมใน  หรือไม 
 (7.1) f (x) 5x 2= −    (7.4) 2f (x) x 2x 1= + +  
 (7.2) f (x) 2x 5= − +    (7.5) 3f (x) (x 2) 2= − +  
 (7.3) 2f (x) x 3= +    (7.6) 3 2f (x) x 3x 3x 1= + + +  
(8) ใหหาโดเมน และเรนจ ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (8.1) 2f (x) x 2x 4= − +  

 (8.2) 
2x 25

f (x)
x 5

−
=

−
 

 (8.3) 
21 x

f (x)
x

+
=  

(9) กําหนด 2f (x) x=  เม่ือ 2 x 8− ≤ ≤  ถามวา f (t 3)+  เทากับเทาใด และจะมี
ความหมายเมื่อ t  อยูในชวงใด 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   73 

0
1
2

3
4
5
6

f  7
8
9

g  

A  B  C  

f  
g  

A  B  C  

f  
g  
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(10) ใหหาคาของ 
(10.1) f (x)  เม่ือ 2f (x 1) x 3x 9+ = + +  
(10.2) f (2)  เม่ือ 2 2f ( x 1) x 2− = +  

(10.3) f (4x) ในเทอมของ f (x)  เม่ือ x
f (x)

x 2
=

+
 

 
ฟงกชันคอมโพสิท (Composite Function) 
•  ให f  และ g  เปนฟงกชันดังแผนภาพ 
จะไดวา f (0) 3=  และ g(3) 7=  
อาจกลาววา g(f (0)) 7=  ก็ได 
นอกจากนั้น g(f (1)) 8=  
และ g(f (2)) 7=  
•  ฟงกชัน g(f (x))  เปนฟงกชันจาก A  ไป C  
เขียนแทนดวยสัญลักษณ g(f (x)) (gof)(x)=  เรียกวาฟงกชนัคอมโพสิทของ f  และ g  
และอานวา จีโอเอฟเอกซ 
  
•  ฟงกชัน (gof)(x)  จะหาไดก็เม่ือ มีสมาชิกบางสวนของ fR  กับ gD  รวมกัน 
หรือกลาววา (gof)(x)  จะหาได ก็เม่ือ f gR D∩ ≠ ∅  
 
 
 
 
 
    หา gof ได         หา gof ไมได 
* โดยทั่วไป ถา f gR D⊂  จะไดวา gof fD D=  (คือโดเมนของ f  ทุกตัวใชไดหมด) 
แตถา f gR D⊄  (กรณีทั่วไป) จะไดวา gof fD D⊂  เทานั้น (คือโดเมนของ f  บางตัวใชไมได 
เพราะเรนจของตัวน้ันไมไดอยูในโดเมน g ) ... การหาโดเมนของ gof  จึงตองระวัง 
 
•  ตัวอยางเชน f (x) x 1= −  และ 2g(x) x=  ตองการหา gofD  
... จะไดวา (gof)(x) g(f (x)) g( x 1) x 1= = − = −  
ซ่ึงดูจากลักษณะแลว คา x  นาจะเปนจํานวนจริงใดๆ ( gofD = ) 
แตที่จริงแลว f (x) x 1= −  น้ัน x 1≥  จากนั้นนํา f (x)  ไปใชกับ g  พบวาใชไดทัง้หมด 
ดังน้ันจึงสรุปวา gofD [1, )= ∞  
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ตัวอยางการแกฟงกชัน (2) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา (gof)(x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) g(2x 3) 3(2x 3) 4 6x 5= = − = − + = −  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา f (x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) 3(f (x)) 4= = +  แตโจทยกําหนด (gof)(x) 6x 5= −  
ดังน้ัน 3(f (x)) 4 6x 5+ = −  ยายขางสมการได f (x) 2x 3= −  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา f (2)  
วิธีคิด จาก (gof)(2) g(f (2)) 3(f (2)) 4= = +  แต (gof)(2) 6(2) 5 7= − =  
ดังน้ัน 3(f (2)) 4 7+ =  ยายขางสมการได f (2) 1=  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ f (x) 2x 3= −  ใหหา g(x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) g(2x 3)= = −  แตโจทยกําหนด (gof)(x) 6x 5= −  
ดังน้ัน g(2x 3) 6x 5− = −  ใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได g(x) 3x 4= +  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ f (x) 2x 3= −  ใหหา g(1)  
วิธีคิด ตองการ g(1)  จึงให f (x) 1=  จะได 2x 3 1 x 2− = → =  
แทนคา x  ดวย 2  จะได (gof)(2) g(1) 6(2) 5 7= = − =  ... ตอบ 
 
โจทย 
(11) ใหหา gof  และ fog  ของฟงกชันที่กําหนดใหในแตละขอ 
 (11.1) f (x) 2x=  และ g(x) x 3= +  
 (11.2) f (x) x 1= +  และ g(x) x=  
 (11.3) f (x) 4x 1= +  และ 2g(x) x=  

 * (11.4) 4 x ,x 0
f (x)

6 x ,x 4

⎧ − ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

 และ 2g(x) x 1= +  เม่ือ x 2>  

(12) ถา 2(gof)(x) 3[f (x)] 2 f (x) 1= − +  และ 2g(x) x x 2= − +  ใหหา (gof)(1)  

(13) ถา x 1
f (x)

x
+

=  เม่ือ x 0≠  และ (fog)(x) x=  ใหหา g(x)  

(14) ถา 2g(x) x x 2= + +  และ 2(gof)(x) x x 2= − +  แลวใหหา f (x)  
(15) ถา f (x) Ax B= +  โดยที่ A 0>  และ (fof)(x) 4x 9= −  ใหหาคา B  
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ฟงกชันอินเวอรส (Inverse Function) 
•  จากที่ทราบแลววาความสัมพันธ r  ใดๆ สามารถหาอินเวอรส ( 1r − ) ไดเสมอ 
เชนเดียวกบัฟงกชัน f  ใดๆ ก็จะหาอินเวอรส 1f −  ไดเสมอ แต 1f −  อาจไมเปนฟงกชัน 
ถา 1f −  เปนฟงกชันจะเรียกวา ฟงกชันอินเวอรส 
 

•  ขอสังเกต จากหลักการเขียนกราฟของอินเวอรส ทําใหพบวา 
1f −  จะเปนฟงกชัน ก็เม่ือ f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง เทานั้น    

และ 1f ( )− = ∆  มีความหมายเดียวกบั f ( )∆ =  
 
•  สมบัติของอินเวอรส   1 1 1(fog) g of− − −=    และ 1 1(f ) f− − =  
 
ตัวอยางการแกฟงกชัน (3) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา 1f (x)−  
วิธีคิด จาก 1f (x) 2x 3 f (2x 3) x−= − → − =  
จากนั้นใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได 1f (x) 0.5x 1.5− = +  ... ตอบ 
(หมายเหตุ อาจใชวธิีหาอินเวอรส เหมือนในบทเรยีนความสัมพันธ คือสลับตวัแปร x  กับ y ) 
 

•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา 1f (5)−  
วิธีคิด จาก 1f (x) 2x 3 f (2x 3) x−= − → − =  
แลวให 2x 3 5− =  น่ันคือ x 4=  ดังน้ัน แทนคา x  ดวย 4  จะได 1f (5) 4− =  ... ตอบ 
 

•  ถา f (x 1) 4x 3− = −  ใหหา 1f (x)−  
วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1−− = − → − = −  
จากนั้นใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได 1f (x) 0.25x 0.25− = −  ... ตอบ 
 

•  ถา f (x 1) 4x 3+ = −  ใหหา 1f (5)−  
วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1−− = − → − = −  
แลวให 4x 3 5− =  น่ันคือ x 2=  ดังน้ัน แทนคา x  ดวย 2  จะได 1f (4) 1− =  ... ตอบ 
 

•  ถา 1 x
f (x)

x 2
− =

−
 และ (fog)(x 2) 3x 6+ = +  ใหหา g(2) 

วิธีคิด ตองการ g(2)  จึงให x 2 2+ =  น่ันคือ x 0=  
แทนคาใน (fog)(x 2) 3x 6+ = +  จะไดวา (fog)(2) 6=  หรือ f ((g(2)) 6=  
จากนั้นใชสมบัติของอินเวอรส กลายเปน 1f (6) g(2)− =  

ซ่ึง 1 6
f (6) 1.5

6 2
− = =

−
 ดังน้ัน g(2) 1.5=  ... ตอบ 
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โจทย 
(16) อินเวอรสของฟงกชันตอไปน้ี เปนฟงกชันหรือไม 
 (16.1) f {(x,y) | y x x }= =  
 (16.2) 2f {(x,y) | y (x 1) }= = +  
 (16.3) 2f {(x,y) | y 9 x }= = −  
 (16.4) f {(x,y) | y 1 / x }= =  
(17) ใหหาฟงกชันอินเวอรส 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 

 (17.1) f (x) 5 x= −   (17.5) x 2
f (x)

x 3
−

=
−

 

 (17.2) f (x) 5x 4= +   (17.6) x
f (x)

2x 1
=

−
 

 (17.3) x 1
f (x)

3
−

=    (17.7) 2x 3
f (x)

3x 2
−

=
−

 

 (17.4) 1
f (x)

x 1
=

−
 

(18) ใหหา 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 
2

2x 2 ,x 0
f (x)

x 1 ,x 0

+ ≥⎧
= ⎨

− − <⎩
 

(19) ใหหา 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 
 (19.1) f (3x 4) 4x 3− = +  

 (19.2) x x
f ( 1) 1

2 2
+ = −  

 (19.3) 5x 7
f (x 1)

x 3
−

+ =
−

 

 (19.4) 1f [3 f (2x 1) 3x 2] 2x 1− + − + = +  
(20) ถา 3 2f (x 1) x 3x 3x 5− = − + +  แลวคาของ 1f (5)−  เปนเทาใด 
(21) กําหนดให f (x 3) 4x 5+ = −  และ g(x 3) 2 3x− = −  ใหหาคาของ 
 (21.1) 1(fog )(5)−    (21.3) 1 1(f og )( 4)− − −  
 (21.2) 1(gof )( 1)− −    (21.4) 1 1(g of )(3)− −  

(22) กําหนดให f (x 1) 2x 3+ = +  และ 2x 1 , x 0
g(x)

3x 1 , x 0
+ ≥⎧

= ⎨
+ <⎩

 ใหหาคาของ 

 (22.1) 1 1(f og )(0)− −    (22.2) 1 1(g of )(0)− −  
 
พีชคณิตของฟงกชัน (Algebra of Function) 
•  (f g)(x) f (x) g(x)∗ = ∗    ซ่ึง f g f gD D D∗ = ∩  
เครื่องหมาย ∗  เปนไดทั้ง , , ,+ − × ÷  (โดยกรณีหาร g(x) 0≠ ) 
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โจทย 

(23) กําหนดให 2x, x 0
f (x)

3 , x 0
− ≥⎧

= ⎨
<⎩

 และ 
2x , x 3

g(x)
x , x 3

⎧ >
= ⎨

− ≤⎩
 ใหหา 

 (23.1) (f g)(x)−  
 (23.2) f /gD  
(24) ถา f (x) x 1= + , g(x) 1 x= −  และ 2h(x) 1 x= −  แลว ใหหา 
 (24.1) [(gof) h](x)+  

 (24.2) fog
( )(x)

h
 

(25) ถา f (2x 3) 3x 2− = −  และ 2(f g)(x) x x 3+ = + −  แลว ใหหา 
 (25.1) 1(g f )(x)−+  

 (25.2) g
( )(x)
f

 

(26) ถา f (x) x 5= +  และ 2(gof)(x) x 25= −  แลว ใหหา f
( )(x)
g

 

(27) ถา f (x) 4x= , 2g(x) x 1= +  และ x 1, x 0
h(x)

x 1, x 0
+ ≥⎧

= ⎨
− <⎩

 แลว ใหหา 

 (27.1) 1 1(f g h )( 2)− −+ + −  
 (27.2) 1[(gof ) h](2)− ⋅  
(28) ถา (f g)(x) 2x 1+ = +  และ (f g)(x) 3 4x− = −  แลว ใหหา 
 (28.1) 1(fog) ( 2)− −  
 (28.2) 1 1[(g f )of](1)− −+  

(29) ถา 1 x
f (x)

x 2
− =

−
 และ (fog)(x) x 2= +  แลว ใหหา 

 (29.1) (f g)(2)+  
 (29.2) 1[(gof) f ](4)−⋅  
(30) ถา 1f (x 1) 2x 3− + = +  และ (fog)(x 1) 5x 1− = +  แลว ใหหา 

 (30.1) 1f
( f )(3)
g

−+  

 (30.2) 1[(fg)of ](1)−  
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เฉลย 
(1) ขอ (1.2) และ (1.5) ไมเปนฟงกชัน ขอ (1.3), (1.6), (1.8) เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง   (2.1) 
ไมเปน   (2.2) เปน   (3) ขอ (3.4) เทานั้นที่เปน   (4) ขอ (4.4) เทานั้นที่ไมเปน   (5) ขอ (5.2) 
เทานั้นที่เปน   (6) ขอ (6.2) เทานั้นไมเปน   (7) ขอ (7.1), (7.5), (7.6) เปน   (8.1) , [3, )∞    
(8.2) {5}− , {10}−    (8.3) {0}− , [ 2,2]−    (9) 2(t 3)+  เม่ือ 5 t 5− ≤ ≤    

(10.1) 2x x 7+ +    (10.2) 7    (10.3) 4 f (x)
3 f (x) 1+

   (11.1) (gof)(x) 2x 3= + , 

(fog)(x) 2x 6= +    (11.2) (gof)(x) x 1= +  เม่ือ x 1≥ − , (fog)(x) x 1= +  
เม่ือ x 0≥    (11.3) 2(gof)(x) (4x 1)= + , 2(fog)(x) 4x 1= +    (11.4) 

2

5 x ,x 0
(gof)(x)

(6 x) 1 ,x 8

− <⎧
= ⎨

− + >⎩
 และ 2(fog)(x) 5 x= −  เม่ือ x 2>    (12) 7/4  

หรือ 2    (13) 1
x 1−

 เม่ือ x 1≠    (14) x 1−  หรือ x−    (15) 3−    (16) ขอ (16.1) 

เทานั้นที่เปน   (17.1) 25 x−  เม่ือ x 0≥    (17.2) 
2x 4
5
−  เม่ือ x 0≥    (17.3) 3x 1+    

(17.4) 1
1

x
+  เม่ือ x 0≠    (17.5) 3x 2

x 1
−
−

 เม่ือ x 1≠    (17.6) x
2x 1−

 เม่ือ 1
x

2
≠    

(17.7) 2x 3
3x 2

−
−

 เม่ือ 2
x

3
≠    (18) 1

0.5x 1 ,x 2
f (x)

x 1 ,x 1
−

+ ≥⎧⎪= ⎨
− − − < −⎪⎩

   (19.1) 3x 25
4
−    

(19.2) x 2+    (19.3) 4x 12
x 5

−
−

 เม่ือ x 5≠    (19.4) 4x 7
3
+    (20) 1−    (21.1) 33−    

(21.2) 19−    (21.3) 4    (21.4) 4−    (22.1) 1/3    (22.2) 3    (23.1) 3 x, x 0+ <  และ 
x, 0 x 3− ≤ ≤  และ 22x x , x 3− − >    (23.2) {0}−    (24.1) 21 x 1 1 x− + + −  

เม่ือ 1 x 0− ≤ ≤    (24.2) 
2

1 1 x

1 x

+ −

−
 เม่ือ x ( ,1) { 1}∈ −∞ − −    (25.1) 2 x 1

x
6
−

+    

(25.2) 
23(2x x 3)

2(2x 5)
− +

−
 เม่ือ x 5≠    (26) x 5

x(x 10)
+
−

 เม่ือ x 0,10≠    (27.1) 7
2

   

(27.2) 15
4

   (28.1) 2    (28.2) 2    (29.1) 6    (29.2) 7
2

   (30.1) 1
7

43
   (30.2) 13

2
−  
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กําหนดการเชิงเสน (Linear Programming) 
 
•  กําหนดการเชิงเสน เปนเทคนิคที่เริ่มใชในป ค.ศ. 1947 ในชวงที่สหรัฐอเมริกากําลังประสบ
ปญหาทรัพยากรไมเพียงพอ และตองหาวธิีจัดสรรใหไดประโยชนสูงทีสุ่ด เทคนิคการแกปญหา
แบบน้ีนําไปใชในหลายดาน เชน การผลิตสินคาแตละประเภทดวยวัตถุดิบที่มีใหไดกําไรสูงที่สุด 
การขนสงใหสิน้เปลืองนอยที่สุด การหาปริมาณวัตถุผสมใหไดสวนประกอบตามตองการโดยเสีย
คาใชจายนอยที่สุด การมอบหมายงานใหแตละกลุมเพ่ือใหงานสําเร็จในเวลานอยที่สุด ฯลฯ 
 
•  ตัวอยางสถานการณ ในการผลิตเกาอ้ีสองชนิดคือขนาดเล็กและขนาดใหญ พบวา เกาอ้ีขนาด
เล็กแตละตัวตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 1 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 ชั่วโมง ขายไดกําไร
ตัวละ 30 บาท สวนเกาอ้ีขนาดใหญตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 2 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 
ชั่วโมง และขายไดกําไรตัวละ 50 บาท ถาหากคนงานเลื่อยไมทํางานไดวันละไมเกนิ 8 ชั่วโมง 
และคนงานประกอบตกแตงทํางานไดวันละไมเกิน 10 ชั่วโมง ตองการทราบวาในแตละวันควร
จะผลิตเกาอ้ีแตละชนิดเปนจํานวนเทาใดจึงจะไดกําไรมากที่สุด และไดกําไรเทาใด 
 
•  ขั้นตอนการแกปญหา จะเร่ิมจากการเปลี่ยนสถานการณใหเปน แบบจําลองทางคณิตศาสตร
กอน โดยสมมติตวัแปร x และ y แทนจํานวนผลติที่เราตองการทราบ น่ันคือ 
 ให x แทนจํานวนเกาอ้ีขนาดเล็กที่ผลติใน 1 วัน 
     y แทนจํานวนเกาอ้ีขนาดใหญที่ผลติใน 1 วัน 
 
1. สิ่งที่เราตองการคือกําไรมากที่สุด ดังน้ันถาให P แทนกําไรที่ได จะเขียนเปนสมการไดดังน้ี 
    P 30x 50y= +  
เรียกวา สมการจุดประสงค หรือ ฟงกชันจุดประสงค (P เปนฟงกชันที่ขึ้นกับตัวแปร x และ y) 
 
2. เง่ือนไข (หรือขอจํากัด) ที่มีอยู ไดแกจํานวนชั่วโมงทํางานของคนงานเลื่อยไม และคนงาน
ประกอบตกแตง ซ่ึงนํามาเขียนเปนอสมการไดดังน้ี 
      (เลื่อยไม)   x 2y 8+ ≤  
      (ประกอบตกแตง) 2x 2y 10+ ≤  
คา x และ y เปนจํานวนเกาอ้ี จึงไมสามารถเปนคาติดลบได 
    x 0≥  
    y 0≥  
เน่ืองจาก x และ y ตองอยูภายใตเง่ือนไขเหลานี้ จึงเรยีกอสมการทั้งสี่วา อสมการขอจํากัด 
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   80 

O 

  y 

  x 

5 
4 

    5        8 

x + 2y = 8 

2x + 2y = 10 

3. เขียนกราฟของระบบอสมการขอจํากัด และแรเงาบริเวณที่ “ตรงตามเงื่อนไขทกุขอ” 
     เรียกบริเวณทีแ่รเงานี้วา อาณาบริเวณที่หาคําตอบได  
     (Feasible Region) เน่ืองจากคา x และ y ที่เปนไปได 

จะตองอยูในบริเวณที่แรเงาเทานั้น 
 
 
 
 
 
4. หาจุดยอดมุมทั้งหมดของบริเวณที่แรเงา (ถาเปนจุดที่เกิดจากเสนตรงตัดกัน ไมไดอยูบนแกน 
x หรือ y ก็ตองใชวธิีแกระบบสมการเพื่อหาจุดตัด) 
ในตวัอยางนี้หาจุดยอดมุมไดเปน (0,0),(0,4),(2,3),(5,0)  
คูอันดับ x และ y เหลานี้เทานั้น ที่มีโอกาสทําใหเกิดคา P มากที่สุดดังตองการ 
 
5. นําคูอันดับ x และ y ทั้งสี่จุดที่ได ไปหาคา P 
จะพบวาคา P ที่มากที่สุดเกิดเม่ือ (x,y) = (2,3) คือ 
    P 30(2) 50(3) 210= + =  
สรุปวา ใน 1 วัน ควรผลิตเกาอ้ีขนาดเล็ก 2 ตัว ขนาดใหญ 3 ตัว จึงจะทําใหไดกําไรมากที่สุด 
และกําไรที่มากที่สุดนั้นเทากับ 210 บาท 
 
•  ขอสังเกต (1) ฟงกชันที่ตองการคาสูงสุดมักใหชื่อเปน P (Profit), คาต่ําสุดเปน C (Cost) 
(2) ในทุกสถานการณ นอกจากขอจํากัดที่โจทยใหมาแลว มักจะตองเพ่ิมอสมการ x 0≥ , 
y 0≥  ดวยเสมอ (คือ คา x และ y โดยสวนมากไมสามารถเปนคาลบได) 
(3) ในบางสถานการณ คา x หรือ y อาจตองเปนจํานวนเต็มเทานั้น หากคาที่ไดเปนคําตอบ
ไมใชจํานวนเต็ม ก็จําเปนจะตองเลือกจุดขางเคียง (ภายในบริเวณทีแ่รเงา) ที่เปนจํานวนเต็ม 
และใหผลใกลกับคาทีต่องการมากที่สุด ดังแสดงใหเห็นในตวัอยางถัดไป 
(4) ในบางครัง้อาณาบริเวณที่แรเงาอาจลอมรอบดวยเสนประ (เชน กรณีที่ในขอจํากัดใชคําวา
ระหวาง, นอยกวา, หรือ มากกวา) จุดยอดมุมที่ไดเปนคําตอบยังไมสามารถใชได ก็ตองใชวธิี
เลือกจุดขางเคียงภายในบริเวณที่แรเงา เชนเดียวกัน 
 
•  ตัวอยาง โดยปกติเครื่องบนิลําหนึ่งมีที่น่ัง 15 ที่น่ัง บรรจุผูโดยสารและสินคารวมกันได 1,500 
กก. แตถาน้ําหนักสินคามากกวาน้ําหนักผูโดยสารเกิน 200 กก. เครื่องบินจะเอียงและบินไมได 
(สมมติวาผูโดยสารแตละคนมีนํ้าหนักเฉลี่ย 75 กก.) ถามวาเที่ยวบนิแตละเที่ยวจะมีรายไดมาก
ที่สุดเทาใด หากคาโดยสารที่น่ังละ 6,000 บาท และคาขนสงสินคากโิลกรัมละ 100 บาท 
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O 

  y 

  x 

7,500 
 
 
  200 

15     20 

(8.67,850) 
(15,375) 

O 

  y 

  x 

6000x + 100y = 140000 

6000x + 100y = 0 

6000x + 100y = 70000 

O 

  y 

  x 

6000x + 100y = 137000 

วิธีคิด ใหจํานวนผูโดยสารเปน x คน และน้ําหนักสินคาเปน y กิโลกรัม 
และ Z เปนรายไดตอเที่ยวที่ตองการ ดังน้ันฟงกชันจุดประสงคคือ Z 6000x 100y= +  
สวนเง่ือนไขทีมี่ไดแก (1) ที่น่ังผูโดยสารมี 15 ที่น่ัง  0 x 15≤ ≤  
 (2) เครื่องบินบรรทุกได 1,500 กก.   75x y 1500+ ≤  
 (3) นํ้าหนักสินคามากกวาผูโดยสารไดไมเกิน 200 กก. y 75x 200− ≤  
 (4) (เพ่ิมเติมเอง) นํ้าหนักสินคาไมเปนคาติดลบ  y 0≥  
หาอาณาบริเวณที่เปนคําตอบไดดังกราฟ และจุดยอดมุมทั้งหมดไดแก  
     (0,0), (0,200), (8.67,850), (15,375), และ (15,0) 
     เม่ือแทนคาในฟงกชันจุดประสงคแลว พบวาจุด 

(8.67,850) ใหคารายไดมากที่สุด คือ Z = 137,000 
แตมีปญหาวา x เปนจํานวนผูโดยสาร ตองเปนจํานวน
เต็มเทานั้น เม่ือพิจารณาจุดใกลเคียงในบริเวณที่แรเงา 
จะมี (8,800) ซ่ึงใหคา Z = 128,000 บาท  
และ (9,825) ซ่ึงใหคา Z = 136,500 บาท 
ดังน้ันจึงตองเลือกจุดหลงั และไดคําตอบวา 

เที่ยวบินแตละเที่ยวจะมีรายไดมากที่สุด 136,500 บาท (เม่ือมีผูโดยสาร 9 คน, สนิคา 825 กก.) 
 
หมายเหต ุ(1) การแกปญหาดวยกําหนดการเชิงเสน นอกจากใชหาคาสูงสุดของฟงกชัน
จุดประสงคแลว ยังใชกับหาคาต่ําสุดไดเชนกัน โดยจุดคําตอบจะเปนหนึ่งในบรรดาจุดยอดมุม ที่
ทําใหคาฟงกชันนอยกวาจุดอ่ืนๆ 
(2) การที่คําตอบทุกขอจะเปนหนึ่งในจุดยอดมุมเสมอ ก็เพราะฟงกชนัจุดประสงค Z = a x + b y 
มีลักษณะเปนสมการเสนตรงที่แปรเปลี่ยนระดับไปตามคา Z ดังภาพ จะเห็นวาคาสูงสุดหรือ
ต่ําสุดของ Z ยอมเกิดที่จุดยอดมุมสุดทาย กอนเสนตรงเสนน้ีจะหลุดออกนอกบริเวณที่แรเงา 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3) ตัวอยางขอน้ีหากเปลี่ยนตัวเลขเปน คาโดยสารที่น่ังละ 8,000 บาท จะทําใหฟงกชัน
จุดประสงคเปลี่ยนเปน Z 8000x 100y= +  (ความชันเปลี่ยน) ซ่ึงจุดยอดมุมที่ทําใหเกิดคา
มากที่สุดกลายเปนจุด (15,375) ก็จะไมมีปญหาเรื่องคา x เปนทศนิยม 
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โจทย 
(1) จงเขียนกราฟแสดงบริเวณที่เปนคําตอบของระบบอสมการแตละขอ พรอมทั้งหาจุดยอดมุม
ที่เกิดขึ้นทั้งหมดดวย 
 

 (1.1) 
x y 4
3x 2y 6
x 0, y 0

+ ≤
− ≤

≥ ≥
   (1.2) 

x y 4
2x y 4
x 0, y 0

+ ≤
− ≤

≥ ≥
 

 

 (1.3) 
x 2y 4
2x 4y 12
x 0, y 0

+ ≥
+ ≤

≥ ≥
   (1.4) 

5x 3y 0
x 2y 0
2 x 4

+ ≥
− ≥
≤ ≤

 

 

 (1.5) 

3x y 6
x y 1
x y 4
x 0, y 0

+ ≤
− ≤
+ ≤
≥ ≥

 

 

(2) สําหรับขอ (2.1) ถึง (2.3) ใหหาคา P ที่สูงที่สุด หรือคา C ที่ต่ําทีสุ่ด 
และสําหรับขอ (2.4) ถึง (2.8) ใหหาทั้งคาสูงสุดและต่ําสุดของฟงกชันจุดประสงค 
 

 (2.1) 

P 5x 3y
2x 5y 300
x y 90
0 x 70
y 0

= +
+ ≤

+ ≤
≤ ≤
≥

  (2.2) 

C 2x 3y
x y 4
5x 2.5y 25
0 x 5
0 y 5

= +
+ ≥

+ ≤
≤ ≤
≤ ≤

 

 

 (2.3) 

P 2x 3y
2x 3y 30
y x 5
x y 5
x 10, y 0

= +
+ ≤

− ≤
+ ≥
≥ ≥

   (2.4) 

Z 3x 2y
2x 3y 12
2x y 8
x 0, y 0

= +
+ ≤
+ ≤

≥ ≥

 

 

 (2.5) 

Z 20x 30y
4x 2y 100
2x 4y 140
x 60, y 40

= +
+ ≥
+ ≥

≤ ≤

  (2.6) 

Z 40x 35y
3x 5y 62
5x y 30
x 0, y 0

= +
+ ≥
+ ≥

≥ ≥

  

 

 (2.7) 

Z x 2y 4
x y 4
x 2y 2
x y 2
x 3

= − +
+ ≤
+ ≥ −
− ≥ −
≤

   (2.8) 

Z 8x 5y
3x y 6
x 5y 8
x y 4
x 0, y 0

= +
+ ≥

+ ≥
+ ≥
≥ ≥
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O 

  y 

  x 

15 
 
  5 

4           8 O 

  y 

  x 

x - y = 2 
x + y = 3  

O 

  y 

  x 

450 
400 

 600      1200 

(3) บริเวณที่แรเงาเปนกราฟของระบบอสมการใด 
 (3.1)      (3.2) 
 
 
 
 
 
 
 (3.3) 
 
 
 
 
 
 
(4) โรงงานลิ้นจ่ีกระปองและสับปะรดกระปองแหงหน่ึง ขายลิ้นจ่ีไดกําไรกระปองละ 4 บาท 
สับปะรดกําไรกระปองละ 7 บาท โดยกรรมวิธีการผลติมี 2 ขั้นตอน คือ 
 - ปอกและตมในน้ําเชื่อม (เครื่องจักรทํางานไดไมเกินครั้งละ 30 ชั่วโมง) 
 - บรรจุกระปอง (เครื่องจักรทํางานไดไมเกินครั้งละ 20 ชั่วโมง) 
ลิ้นจ่ี 1 กระปองตองผานขั้นตอนแรก 3 นาที ขั้นตอนหลัง 1 นาที 
สับปะรด 1 กระปองตองผานขั้นตอนแรก 4 นาที ขั้นตอนหลัง 3 นาที 
การผลิตแตละครั้งควรผลิตอยางละกี่กระปอง จึงจะไดกําไรมากที่สุด 
 

(5) โรงงานผลิตจานและชามพลาสติก มีรายละเอียดการใชเครื่องจักร และกําไรที่ได ดังแสดงใน
ตาราง ใหหาวาควรผลติอยางละกี่ใบใน 1 วัน จึงจะไดกําไรสูงสุด 

 จาน 1 ใบ ชาม 1 ใบ เคร่ืองจักรทํางานได 
เคร่ืองจักร A 2 นาที 1 นาที ไมเกินวันละ 3 ช.ม. 
เคร่ืองจักร B 1 นาที 3 นาที ไมเกินวันละ 5 ช.ม. 
กําไร 1.00 บาท 1.20 บาท  

 

(6) โรงงานผลิตสินคาสองชนิด แตละวนัจะใชเหล็ก 250 กก. สินคาชนิดที่หน่ึงใชเหล็กชิ้นละ 10 
กก. ชนิดที่สองใชเหล็กชิ้นละ 25 กก. และสําหรับเวลาที่ใชผลิตแตละวันมี 260 นาที ทั้งสอง
ชนิดใชเวลาชิน้ละ 20 นาทีเทากัน สวนการทาสีมีเวลารวมวันละ 100 นาที ชนิดแรกใชเวลาทาสี
ชิ้นละ 10 นาที ชนิดที่สองชิ้นละ 4 นาท ีถาสินคาชนดิแรกกําไรชิ้นละ 30 บาท ชนิดที่สองกาํไร
ชิ้นละ 25 บาท ควรจะผลิตอยางละกี่ชิ้นใน 1 วันจึงไดกําไรสูงที่สุด 
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(7) โรงงานผลิตสินคาทําสนิคาออกมาสองชนิด คือ x กับ y โดยสินคาแตละอยางตองผาน
กระบวนการ 3 ขั้นตอน ดังตาราง หากกําไรตอชิ้นของสินคา x เปน 5,000 บาท สนิคา y เปน 
3,500 บาท ควรจะผลติอยางละกี่ชิ้นใน 1 วัน 

 สินคา x 1 ชิ้น สินคา y 1 ชิ้น เคร่ืองจักรทํางานได 
ข้ันตอนที่ 1 3 ช.ม. 2 ช.ม. 24 ช.ม. ตอวัน 
ข้ันตอนที่ 2 1 ช.ม. 2 ช.ม. 16 ช.ม. ตอวัน 
ข้ันตอนที่ 3 1 ช.ม. 1 ช.ม. 9 ช.ม. ตอวัน 

 

(8) บริษัทผลติวทิยุแหงหน่ึงผลิตวิทยุออกมา 2 รุน คือรุน A กับรุน B โดยที่รุน A มีกําไรเครื่อง
ละ 250 บาท รุน B 300 บาท แตละวันตั้งใจจะผลิตรุน A ไมนอยกวา 80 เครื่อง รุน B ไมนอย
กวา 100 เครือ่ง แตผลิตไดรวมกันไมเกินวันละ 200 เครื่อง ควรจะผลิตอยางไรจึงจะไดกําไร
สูงสุด และกําไรสูงสุดนั้นเปนเทาใด 
 

(9) โรงงานเฟอรนิเจอรทําตูและเตียงซึ่งจะใชแรงงานชางไมกับชางทาสี โดยตู 1 ใบชางไมใช
เวลาทํา 15 ชัว่โมง ชางทาสีอีก 12 ชั่วโมง และเตียง 1 หลังชางไมใชเวลาทํา 5 ชัว่โมง ชางทาสี 
4 ชั่วโมง ถาแตละวันชางไมทุกคนชวยกันทํางานไดเวลารวมกันอยางมาก 60 ชั่วโมง ชางทาสี
รวมกัน 40 ชัว่โมง สวนกําไรนั้นตูใบละ 500 บาท เตยีงหลังละ 400 บาท ควรจะผลิตตูและเตียง
อยางละเทาใดตอวัน 
 

(10) ผูจัดการบริษัทตองการซื้อตูเก็บเอกสารใหมจํานวนหนึ่ง เขาสอบถามไดขอมูลวาตูยี่หอ A 
ราคาตูละ 400 บาท ใชพ้ืนที่วาง 6 ตารางฟุต จุเอกสารได 8 ลูกบาศกฟุต สวนตูยี่หอ B ราคาตู
ละ 800 บาท ใชพ้ืนทีว่าง 8 ตารางฟุต จุเอกสารได 12 ลูกบาศกฟุต หากเขามีงบไมเกิน 5,600 
บาท และมีพ้ืนที่ไมเกิน 72 ตารางฟุต เขาควรจะซื้ออยางละกี่ตูเพ่ือใหเก็บเอกสารไดมากที่สุด 
และถามวาเกบ็เอกสารไดเทาใด 
 

(11) ตองการจางคนงานสองคนมาทําความสะอาดตู 5 ตู โตะ 12 ตวั และห้ิงหนังสือ 18 ห้ิง โดย
คนงานคนที่หน่ึงสามารถทําความสะอาดตูได 1 ตู โตะ 3 ตัว และห้ิงหนังสือ 3 ห้ิงตอชั่วโมง คน
ที่สองทําความสะอาดตู 1 ตู โตะ 2 ตวั และห้ิงหนังสือ 6 ห้ิงตอชั่วโมง คาแรงคนที่หน่ึง 25 บาท
ตอชั่วโมง คาแรงคนที่สอง 22 บาทตอชัว่โมง ควรจะจางคนงานทั้งสองทํางานคนละกี่ชัว่โมงเพ่ือ
เสยีคาแรงนอยที่สุด 
 

(12)  ปุยเคมีสองชนิดมีสวนผสมดังตาราง หากตองการปุยที่มีฟอสฟอรัสไมต่ํากวา 9 หนวย 
ไนโตรเจนไมต่ํากวา 8 หนวย และโพแทสเซียมไมเกิน 7 หนวย จะเสียคาใชจายในการซื้อปุย
นอยที่สุดเทาใด 

 ฟอสฟอรัส ไนโตรเจน โพแทสเซียม ราคาตอถุง 
ชนิดท่ี 1 3 หนวย 1 หนวย 1 หนวย 50 บาท 
ชนิดท่ี 2 1 หนวย 2 หนวย 1 หนวย 40 บาท 
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  y 

  x 

O 

  y 

  x 

O 

  y 

  x 

(13) บริษทัแหงหน่ึงมีเหมืองอยู 2 แหง ในแตละวันเหมืองแรกผลิตแรเกรด A ได 1 ตัน เกรด B 
3 ตัน และเกรด C 5 ตัน สวนเหมืองที่สองผลิตแรทั้งสามเกรดไดเกรดละ 2 ตันเทากัน หาก
บริษัทตองการผลิตแรสงลูกคาโดยเปนแรเกรด A 80 ตัน เกรด B 150 ตัน และเกรด C 200 ตัน 
ใหหาวาบรษิทัควรจะเปดเหมืองเพ่ือผลิตแรแหงละกีว่นัจึงจะเสียคาใชจายนอยทีสุ่ด (คาใชจาย
ในการขุดแรแตละเหมืองเปน 6,000 บาทตอวัน เทากัน) 
 

* (14) อาหารปลาชนิดแรกราคาถุงละ 6 บาท มีอัตราสวนระหวางโปรตีน ไขมัน และ
คารโบไฮเดรต เทากับ 1 : 2 : 2 ในขณะที่อาหารปลาชนิดที่สองราคาถุงละ 4 บาท มีอัตราสวน
เปน 1 : 1 : 5 ใหหาอัตราสวนระหวางอาหารชนิดที่หน่ึงกับชนิดที่สองที่ผูเลี้ยงปลาควรจะซื้อ ถา
อัตราสวนระหวางโปรตีน ไขมัน และคารโบไฮเดรต ทีจํ่าเปนตองใช ไมต่ํากวา 3 : 4 : 10 
 
 

เฉลย   (1.1) (0,0), (0,4), (2,0), (14/5,6/5)  (1.3) (0,2), (0,3), (4,0), (6,0) 
     และ (1.2) (0,0), (0,4), (2,0), (8/3,4/3) 
 
 
 
 
 
 

(1.4) (2,1), (4,2), (2,-10/3), (4,-20/3)  (1.5) (0,0), (0,4), (1,0), (1,3), (7/4,3/4) 
 
 
 
 
 
 
(2.1) 410   (2.2) 8   (2.3) 30   (2.4) 13, 0   (2.5) 2400, 1100   (2.6) หาคาไมได, 434   
(2.7) 12, -1   (2.8) 64, 23   (3.1) x y 2, x y 3, x 0, y 0− ≤ + ≤ ≥ ≥    (3.2) 5x 8y 40+ ≤  
15x 4y 60, x 0, y 0+ ≤ ≥ ≥    (3.3) 3x 4y 1800, x 3y 1200, x 0, y 0+ ≤ + ≤ ≥ ≥    (4) ลิ้นจ่ี 
120 กระปอง, สับปะรด 360 กระปอง   (5) จาน 48 ใบ, ชาม 84 ใบ   (6) ชนิดที่หน่ึง 8 ชิ้น, 
ชนิดที่สอง 5 ชิ้น   (7) สินคา x 6 ชิ้น, สินคา y 3 ชิ้น   (8) รุน A 80 เครื่อง, รุน B 120 เครือ่ง, 
กําไร 56,000 บาท   (9) ผลิตเตียง 10 หลังโดยไมผลิตตูเลย   (10) ยี่หอ A 8 ตู, ยี่หอ B 3 ตู, 
เก็บได 100 ลบ.ฟุต   (11) คนแรก 2 ช.ม., คนที่สอง 3 ช.ม.   (12) 220 บาท (ชนิดที่ 1 สองถุง 
ชนิดที่ 2 สามถุง)   (13) เหมืองแรก 36 วัน, เหมืองที่สอง 22 วัน หรือเหมืองแรก 34 วัน, 
เหมืองที่สอง 24 วัน ก็ได   (14) 5 : 14 
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ฟงกชันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) 
 
•  ตรีโกณมิติ (Trigonometry) เปนวิชาทีเ่กี่ยวกับการวดัสวนประกอบของรูปสามเหลี่ยม เชน 
ความยาวดาน, ขนาดของมุม, และขนาดพื้นที่ โดยมีฟงกชันที่เกี่ยวของอยู 6 ฟงกชัน เรียกวา 
ฟงกชันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) ไดแก ฟงกชันไซน (Sine; sin) โคไซน (Cosine; 
cos) แทนเจนต (Tangent; tan) โคแทนเจนต (Cotangent; cot) เซแคนต (Secant; sec) 
และโคเซแคนต (Cosecant; cosec หรือ csc) 
 

•  แตละฟงกชนัมีโดเมนเปนขนาดของมุม θ และคาเรนจที่ไดออกมานั้นเปนจํานวนจริง ซ่ึงจะ
พบวา หาก 0 90° < θ < °  แลว คาฟงกชนัที่ไดคือ “อัตราสวนระหวาง 2 ดานในรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มุมหน่ึงมีขนาดเทากับ θ” 

a
sin

c
b

cos
c
a

tan
b

θ =

θ =

θ =

          

1 c
cosec

sin a
1 c

sec
cos b

1 cos b
cot

tan sin a

θ = =
θ

θ = =
θ

θ
θ = = =

θ θ

 

 
•  คาของฟงกชันตรีโกณมิติทีค่วรทราบ 

 

θ 0° 30° 45° 60° 90° 

sin θ 0  1/2  1/ 2  3/2  1  

cos θ 1  3/2  1/ 2  1/2  0  

tan θ 0  1/ 3  1  3  หาคาไมได 
 
•  เอกลักษณของตรีโกณมิติ ที่สําคัญ ไดแก 
 1. 2 2sin cos 1θ + θ =   เปนความสัมพันธระหวางคา sin  และ cos  ของมุมใดๆ 
ซ่ึงไดมาจากทฤษฎีบทปทาโกรัสในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( 2 2 2a b c+ =  นํา 2c  หารสองขาง) 
นอกจากนี้ เม่ือนํา 2sin θ  หารทั้งสองขางของสมการอีก จะได 2 21 cot cosec+ θ = θ  
หรือถานํา 2cos θ  หารทั้งสองขางของสมการ ก็จะได  2 2tan 1 secθ + = θ  
 

 2. sin cos (90 )θ = °−θ   เปนความสัมพันธแบบ โค-ฟงกชัน (Co-function) ซ่ึง
สังเกตไดจากความสัมพันธในรูปสามเหลีย่มมุมฉากเชนกัน กลาววา “ถามุมสองมุมรวมกันได 
90°  แลว คา sin  ของมุมหน่ึงจะเทากับคา cos  ของอีกมุม” และนอกจากนี้ยังมีอีกสองคู คือ 
tan cot (90 )θ = °−θ  และ sec cosec (90 )θ = °−θ  

c a 

b 
θ 
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ฟงกชันตรีโกณมิติในวงกลมหนึ่งหนวย 
•  จากความสัมพันธที่วา 2 2sin cos 1θ + θ =  เสมอ (ทุกๆ คา θ ) ถาให sin ,cosθ θ  
เปนแกน x,y  แลว จะไดกราฟเปนรูปวงกลมรัศมี 1 หนวย โดยมีขอตกลงที่ใชเปนมาตรฐาน 
คือให  แกน x  เปน cos θ  และแกน y  เปน sin θ   กําหนดแบบนี้ก็เพ่ือให θ  เปนมุมที่ทํา
กับแกน x โดยเริ่มวัดเปน 0°  ในแนว +x และเพิ่มขึ้นในทิศทวนเข็มนาฬิกา เรียงไปตามลําดับ 
ควอดรันต (คอืเปน 90°  ในทิศ +y, เปน 180°  ในทิศ –x, ...) พอดี 
 

             

sin 45 1/ 2
cos 60 1/2
sin 90 1
cos 90 0

sin 120 3/2
cos 120 1/2
sin 180 0
cos 180 1

sin 225 1/ 2

cos 225 1/ 2

sin 300 3/2
cos 300 1/2

° =
° =
° =
° =

° =
° = −
° =
° = −

° = −

° = −

° = −
° =

 

 
•  ประโยชนของวงกลมหนึ่งหนวย คือ เราสามารถหาคาฟงกชันของมุม θ  ตางๆ ไดงายขึ้น, 
สามารถขยายฟงกชันใหใชกับ θ  ใดๆ ก็ได ไมวาจะเกิน 90°  หรือจะเปนคาติดลบก็ตาม (วัด
ตามเข็มนาฬกิา), และยังชวยใหเห็นแนวโนมของคาฟงกชันเม่ือ θ  มีคาอยูในควอดรันตตางๆ 
 
•  ขอสังเกต จากกราฟวงกลมนี้ทําใหเราไดทราบวา 
1. sin ,cosθ θ  มีคาไดตั้งแต 1−  ถึง 1 เทานั้น 
2. sin ( ) sin−θ = − θ   ... เพราะ ,θ −θ  จะอยูเหนือแกนและใตแกนตรงขามกันเสมอ 
และ cos ( ) cos−θ = θ  ... เพราะ ,θ −θ  จะอยูซายหรือขวาเทาๆ กันเสมอ 
ดังน้ัน tan ( ) tan−θ = − θ   ... ไดจากการนํา sin ( )−θ  หารดวย cos ( )−θ  
 
โจทย 
(1) ใหหาคาของ 
 (1.1) sin x sin 2x sin 4x+ +   เม่ือ x 60= °  
 (1.2) cos 4x cos 3x cos x− +  เม่ือ x 120= °  
 

0° (1,0)   θ 

90° (0,1) 

180° 
(-1,0) 

270° (0,-1) 

45° (
1

2
, 1

2
) 

1/2  

60° (
1

2
, 3

2
) 

   y 

   x 

30° (
3

2
, 1
2

) 

3

2
 

2/2  

3/2  

2

2
 

1

2
 

            120° 

(
1

2
− , 3

2
) 

     225° 

(
1

2
− , 1

2
− )  300° (

1

2
, 3

2
− ) 

O 
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(2) จงหา sin cosθ + θ  หากกําหนดเงื่อนไข θ  ดังแตละขอ 
(2.1) ปลายสวนโคง θ  อยูบนเสนตรงซึ่งเชื่อมจุด (0,0)  กับ (3,4)   
(2.2) ปลายสวนโคง θ  อยูบนเสนตรง y 2x 1= −  

(3) ใหหาคาของ 
(3.1) 2 2 2 2 2 2cos 35 sec 70 cosec 47 sin 35 tan 70 cot 47° + ° − ° + ° − ° + °  

 (3.2) 
2

2 2 2 2 2
2

sec x
cot x cot x sin x sin x cosec x

2 2 tan x
+ + + −

+
 

(4) จงเขียนใหอยูในรูปอยางงาย 

 (4.1) 
2 2 2 2

1 1 1 1
1 sin 1 cos 1 sec 1 cosec

+ + +
+ θ + θ + θ + θ

 

 (4.2) 6 6 4 42(sin x cos x) 3(sin x cos x) 1+ − + +  
 [Hint: กระจาย 2 2 3(sin x cos x)+  และ 2 2 2(sin x cos x)+  กอน] 
(5) ถา sin cos aθ − θ =  แลว sin cosθ θ  มีคาเทาใด 
(6) ถา 2 2(sin cos ) aθ − θ =  แลว cosec secθ − θ  มีคาเทาใด 
(7) ถา ABC  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากซึ่งมี A  เปนมุมฉาก และ tan B 3/4=  แลว ใหหาคา
ของ sec C cot B cosec A  
(8) กําหนดสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  มีมุม B  เปนมุมฉาก หากลาก BD   ตั้งฉากกับ AC  ที่
จุด D   แลวพบวา AB 10= , BD 8=  จงหาคา sin, cos  ของมุม A  และขนาดของ 
BC , CD  
(9) จากภาพ หาก BC 10=  และพ้ืนที่สามเหลี่ยม 
ABC  เปน 10 3  ตารางหนวย ใหหาขนาดพื้นที่ 
สามเหลี่ยม ACD  
 
(10) ถา sin 0.7310θ =  และ 0 90< θ < °  ใหหาคา θ  น้ัน 
(ตารางระบุคา cos43 0.7314° =  และ cos 43 10' 0.7294° = ) 
 
การวัดมุมในระบบเรเดียน 
•  นอกจากการวัดมุมในระบบ องศา (Degree; ° ) แลว ยงัมีอีกระบบหนึ่งซ่ึงวัดจากความยาว
สวนโคง (เสนรอบวง) ของวงกลมหนึ่งหนวย เรียกวา เรเดียน (Radian; rad ) น่ันคือ 
     360°  คิดเปน 2π  เรเดียน (ความยาวเสนรอบวง)   180°  คิดเปน π  เรเดียน  
     90°  คิดเปน /2π  เรเดียน      60°  คิดเปน /3π  เรเดียน 
     45°  คิดเปน /4π  เรเดียน      30°  คิดเปน /6π  เรเดียน 
ขอสังเกต หนวยเรเดียนนี้ เปนคาจํานวนจริง ( 3.1416...=π ) 
•  การแปลงหนวยระหวางองศา กับเรเดียน ใชวธิีเทียบบัญญัติไตรยางศ ตามปกต ิ

C                         D      B         E 

 A 

 120° 
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•  ความสัมพันธระหวางมุม θ  (หนวยเรเดียน) กับ 
ความยาวสวนโคง a  ในวงกลมรัศมี r  ใดๆ คือ a /rθ =  
 
หมายเหตุ การวัดมุมเปนเรเดียน มักละหนวยไว ไมตองเขียนกํากับวา  rad ก็ได 
หากไมมีสัญลักษณองศากํากับ แสดงวาเปนมุมเรเดียน เชน sin 30 ไมเทากับ 1/2  
 
การลดรูปขนาดมุม 
•  หากขนาดของมุมที่จะหาคาฟงกชันตรโีกณมิติน้ัน มี nπ  หรือ n /2π  ไปบวกลบอยู เชน 
sin(2 )−θπ , cos( )+θπ , sin( /2 )−θπ , ฯลฯ เราสามารถกําจัดคาคงที่เหลานีท้ิ้งได ให
เหลือเพียงมุม θ  เชน sin( 2 ) sinθ± = θπ    

cos( 2 ) cosθ± = θπ    
sin( ) sinθ± = − θπ  
cos( ) cosθ± = − θπ  

  sin( /2) cosθ± = ± θπ  
  cos( /2) sinθ± = θπ ∓  
ความสัมพันธเหลานี้ พิจารณาไดจากวงกลม 
หน่ึงหนวย 
 
 
•  ขอสังเกตคือ เม่ือตัดมุม nπ  ออก ฟงกชันยังคงเปนชื่อเดิมไมเปลี่ยน แตถาตัดมุม n /2π  
ออก ฟงกชันจะเปลี่ยนชื่อเปนโคฟงกชันเสมอ (แตนอกจากนี้ยังตองดูเครื่องหมายบวกลบดวย 
วาเปลีย่นหรือไม) 
 
 

a 

r 
θ 

y 

   x 

θ 

θ+π 
    θ-π 

θ-π/2 

θ+π/2 

0 

 π/2 

 π 

y 

3π/2 

π/3 

   x 

π/4 
 π/6 

2π/3 
3π/4 

5π/6 

7π/6 
5π/4 

4π/3 5π/3 
  7π/4 

11π/6 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   90 

โจทย 
(11) วงกลมวงหนึ่งมีรัศมี 24  ซม. ใหหาความยาวสวนโคงที่รองรับมุมที่จุดศูนยกลางขนาด 
 (11.1) 2/3  เรเดียน 
 (11.2) 130°  
(12) มุมที่จุดศูนยกลางวงกลมที่รัศมียาว 4  ซม. และสวนโคงรองรับมุมน้ียาว 8  ซม. จะมี
ขนาดเปนกี่เรเดียน 
(13) ใหหารัศมีวงกลมซึ่งมุมที่จุดศูนยกลางมีขนาด 5  เรเดียน และสวนโคงที่รองรับมุมน้ี ยาว 
20  น้ิว 
(14) สามเหลีย่มหนาจ่ัวมีมุมยอด 22.5°  บรรจุอยูในวงกลม โดยจุดยอดอยูที่จุดศูนยกลางของ
วงกลม ถาสวนโคงของวงกลมที่ถูกแบงดวยฐานของสามเหลี่ยม ยาว 4  ซม. ใหหาความยาว
รัศมีของวงกลมนี้ 

(15) ใหหาคาของ 
2 4 5

3 3 3
3 7

3 4 6

sin cos tan

cos tan sin

− −

+ +

π π π

π π π  

(16) ถา f ( ) cos
3
−θ⎛ ⎞

θ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π  แลว คาของ f (2 ) f (0)−π  เปนเทาใด 

(17) ตอบคําถามตอไปน้ี 
(17.1) เม่ือ 0 /2< θ < π  คาของ θ  กับ sin θ  คาใดมากกวากัน   
(17.2) ถา θ  มากขึ้นจาก /2π  ไปสู π  แลว คา cosec θ  เปนอยางไร 

(18) ประโยคใดจริงหรือเท็จบาง 
 (18.1) sin 1 sin 1° >   (18.4) sin( /6) 0− <π  
 (18.2) tan 1 tan 2<   (18.5) sin( 11 /6) 0− <π  
 (18.3) sin(1 ) sin1− =π   (18.6) tan( /7) tan(6 /7)=π π  
(19) ใหหาคาของ 

(19.1) sin(2 ) tan( ) cot(3 )
cot(2 ) tan( )

−θ −θ −θ
+θ +θ

π π π
π π  

(19.2) 2 2[sin sin( )] [cos cos( )]
2 2

θ + − θ + θ − − θ
π π  

(20) ใหหาคาของ cos300 sin450 tan495° + ° + °  

(21) ใหหาคาของ 
2 2 2

2 2

sin ( 253 ) cos (287 ) sin (323 )
1 sin (217 ) cos (37 )
− ° + ° °

−
− ° °

 

(22) ตอบคําถามตอไปน้ี เม่ือ 0 x 2< < π  
(22.1) คามากที่สุดของ 2 cos 2x−  เปนเทาใด เม่ือ x  เปนเทาใด 
(22.2) คาต่ําสดุของกราฟ y 3 sin (2x /2)= −π  เปนเทาใด เม่ือ x  เปนเทาใด 

(23) [Ent’ต.ค.42] จงหาเซต {cos A | 0 A 4 /3≤ ≤ π  และ 5 3sin3A−  มีคามากที่สุด}  
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ขอควรระวงัในสมการตรีโกณมิต ิ
1. การทราบคาฟงกชันคาหนึ่ง เชน ทราบวา sin 1/2θ =  จะยังไมสามารถสรุปไดทันทีวา θ  
อยูตําแหนงใด เพราะจะมีสองคําตอบอยูในคนละควอดรันตเสมอ (เชนในกรณีน้ี θ  อาจเปน
ตําแหนง 30°  หรือ 150° ) ดังน้ันเราตองทราบเพิม่เติมดวยวา คา θ  น้ีอยูในควอดรันตใด 
 

•  โดยปกติเราสามารถทราบควอดรันตไดจากเครื่องหมายของคาฟงกชันอ่ืน เชนถาทราบเพิ่ม
วา cos 0θ >  ก็แสดงวาเปนควอดรันต 1 คือ 30°  แตถาทราบวา cos 0θ <  ก็ตองเปน 
ควอดรันต 2 คือ 150°  
 

•  แผนภาพตอไปน้ีเปนการสรุปเครื่องหมาย เพ่ือความสะดวกในการหาคําตอบ 
 
     1Q  เปนบวกทั้ง 6 คา 
     2Q  มีเฉพาะ sin  และ cosec  ที่เปนบวก 
     3Q  มีเฉพาะ tan และ cot  ที่เปนบวก 
     4Q  มีเฉพาะ cos  และ sec  ที่เปนบวก 
 
 
2. สมมติวาตองการคา θ  ในชวง 0 2≤ θ ≤ π  แตสมการที่ไดน้ันเปนคา 2θ  (เชน 
sin 2 1/ 2θ = ) จะตองขยายชวงคําตอบเปน 0 2 4≤ θ ≤ π  (แลวจึงนําคําตอบ 2θ  ที่ได
ทุกคําตอบหารดวยสอง) หากไมขยายชวง จะกลายเปน 0 2 2≤ θ ≤ π  คําตอบที่ไดจะไมครบ 
 
3. คําตอบบางคําตอบ (โดยเฉพาะที่อยูบนแกน x  หรือแกน y ) อาจใชไมได ในกรณีที่สมการมี
คําวา tan , cosec , sec , cot  เพราะคาเหลานีม้าจากการหารกันของ sin,cos  ตอง
ตรวจสอบดวยวามีคําตอบใดหาคาเหลานี้ไมได (คือ ตัวสวนเปน 0 ) หรือไม 
 
4. ถาโจทยไมไดระบุชวงของคําตอบ ใหตอบในรูปทัว่ไปที่การหมุนของ θ  เปนกี่รอบก็ได เชน 
ถาการหมุนรอบแรกในชวง [0,2 ]π  มีคําตอบ 1 จุด คือ /4π  ใหตอบวา /4 2n±π π  แต
หากมีคําตอบหลายจุดในการหมุนรอบแรก อาจลดรูปลงเหลือประโยคเดียวได เชน ถาคําตอบ
เปน /3,2 /3π π  ก็อาจตอบรูปทั่วไปโดยยึดจุดกึ่งกลาง วา /2 /6 2n± ±π π π  
 
โจทย 
(24) เม่ือ cos 4/5θ =  และ 0 /2≤ θ ≤ π  แลว ใหหาคาของ 25tan 4secθ + θ  
(25) เม่ือ sin 3/5θ = −  และ tan 0θ >  ใหหาคาของ tan cosθ − θ  
(26) เม่ือ tan 15/8θ =  และ 3 /2< θ <π π  ใหหาคาของ sin cosθ + θ  
(27) เม่ือ sinx 5/13=  และ cosx 0<  ใหหาคาของ sin(x ) cos(x )− + −π π  

    sin +     ALL + 
 
     tan +    cos + 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   92 

(28) กําหนดให sec 5/3θ =  และ 0 < θ < π  แลว ใหหาคาของ sin cos
tan csc

θ − θ
θ − θ

 

(29) [Ent’ต.ค.43] ถา sinx 3/5=  และ tanx 3/4= −  แลว จงหาคาของ 
cosec x sec x

1 cos x
det 2

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

(30) ตอบคําถามตอไปน้ี เม่ือ 0 2< θ < π  
(30.1) ใหหาคา θ  ที่ทําให cos 3/2θ =  
(30.2) ใหหาคา θ  ที่ทําให cos 2 3/2θ =  

(31) เม่ือ tan x sec x 2+ =  ใหหาคาของ cos x  
(32) เม่ือ cosec cot 5/3θ + θ =  แลว ใหหาคาของ sin θ  
(33) เม่ือ 2sin x sec x=  ใหหาคาของ 4 4sin x cos x+  

(34) เม่ือ 2sin x sec x=  ใหหาคาของ 
2 2sin x cos x

1
1 cot x 1 tan x

− −
+ +

 

(35) เม่ือ sin cos 1/5θ + θ =  และ 0 ≤ θ ≤ π  ใหหาคาของ tan θ  
(36) เม่ือ 22tan sec 1θ − θ =  และ 0 /2≤ θ ≤ π  แลว ใหหาคาของ sec θ  
(37) เม่ือ 24sin x 11cos x 1 0+ − =  และ x 2≤ ≤π π  ใหหาคาของ 
sin ( x) cos ( x) tan ( x)− + − + −  
(38) [Ent’36] กําหนดให 24sin 11cos 1 0θ + θ − =  แลว 2cot ( /2) sec( 3 )θ+ + θ−π π  
มีคาเทาใด 
(39) ใหหาคา x  จากสมการ 2cos 2x 3sin2x 3 0+ − =  
(40) [Ent’38] ใหหาเซตคําตอบของอสมการ 4 22sin x 3sin x 2 0+ − ≥  โดยที่ 
0 x 2≤ ≤ π  
(41) คาของ 0 2≤ θ ≤ π  ที่ทําให sin cos 0θ + θ ≤  จะอยูในชวงใด 

(42) [Ent’35] สําหรับจํานวนจริง x  ใดๆ ให xA  เปนเมตริกซซ่ึง 
2

2x

2 sin x 2 sin x

2 cos x cos x
A

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  

ถามวา S {x | 2 x 2= − ≤ ≤π π  และ xA  เปนซิงกูลารเมตริกซ}  มีจํานวนสมาชิกกีต่ัว 
(43) จงหาผลบวกคําตอบทัง้หมดของสมการ 3 2x 9x 23x 15 0− + − =  เม่ือเอกภพสัมพัทธ 

{x A | cos( x) cosx}= ∈ − ≥ −∪  และ A [0,2 ]= π  
(44) [Ent’39] กําหนดให 2f (x) cos x cosx= +  แลว ขอใดตอไปน้ีถูก 
 ก. ถา 0 x≤ ≤ π  แลว f (x) 2cosx=  
 ข. ถา x 2≤ ≤π π  แลว f (x) 2cosx=  
 ค. ถา /2 x 3 /2≤ ≤π π  แลว f (x) 0=  
 ง. ถา 3 /2 x 2≤ ≤π π  แลว f (x) 0=  
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กราฟของฟงกชันตรีโกณมิต ิ
•  การศึกษาเรือ่งกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ โดยเฉพาะฟงกชัน sin  และ cos  จะเปน
ประโยชนในการศึกษาเรื่องอ่ืนๆ ได เชน คลื่น, เสียง, การเคลื่อนที่แบบเปนคาบ (การแกวง) 
 
 

        
sin

sin

D

R [ 1,1]

period 2
amplitude 1

=

= −

=
=

π
 

 
 
 
 

        
cos

cos

D

R [ 1,1]

period 2
amplitude 1

=

= −

=
=

π
 

 
 
 
 

               
tan

tan

D { /2 n }

R

period

= − ±

=

=

π π

π
 

 
 
 
 
 

               
cosec

cosec

D { n }

R ( 1,1)

period 2

= − ±

= − −

=

π

π
 

 
 
 
 

y = sin x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 

y = cos x 

 x 

1 

-1 
O              π              2π 

y = tan x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 

y = cosec x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 
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sec

sec

D { /2 n }

R ( 1,1)

period 2

= − ±

= − −

=

π π

π
 

 
 
 
 
 

               
cot

cot

D { n }

R

period

= − ±

=

=

π

π
 

 
 
 
 
โจทย 
(45) ให A ( /2,0) (0, /2)= − ∪π π  ฟงกชันใดตอไปน้ีเปนฟงกชันลด บนเซต A  
 ก. sin x  ข. cos x  ค. cosec x      ง. sec x  
(46) กราฟของ y sin x=  และ y cos x=  เม่ือ 0 x 2≤ ≤ π  ตัดกันกี่จุด และจุดใดบาง 
 
 

เฉลย 
(1.1) 3/2    (1.2) 2−    (2.1) 7/5    (2.2) 7/5  หรือ 1−    (3.1) 1   (3.2) 1/2    (4.1) 
2    (4.2) 0    (5) 2(1 a )/2−    (6) 22a/(1 a )± −    (7) 20/9    (8) 
4/5, 3/5,13.33, 10.67    (9) 8 3  ตารางหนวย   (10) 46 58'°    (11.1) 16  ซม.   
(11.2) 52 /3π  ซม.   (12) 2  เรเดียน   (13) 4  น้ิว   (14) 32/π  ซม.   (15) 
(3 3 1)/2− +    (16) 0    (17.1) θ    (17.2) เพ่ิมขึ้นจาก 1 ถึง ∞    (18) เทจ็ทุกขอ ยกเวน 

(18.4) เปนจริง  (19.1) sin− θ    (19.2) 2    (20) 1/2    (21) 1  (22.1) เปน 3  เม่ือ 
x /2, 3 /2= π π    (22.2) เปน 3  เม่ือ x = π    (23) {0, 3/2}−    (24) 10    (25) 
31/20    (26) 23/17−    (27) 7/13    (28) 12/5     (29) 1/3−   (30.1) 

/6, 11 /6π π    (30.2) /12, 11 /12, 13 /12, 23 /12π π π π    (31) 4/5    (32) 
30/34    (33) 1/2    (34) 1/2    (35) 4/3−    (36) 3/2    (37) (1 3 15)/4− +    (38) 
19    (39) /4 n±π π    (40) [ /4,3 /4] [5 /4,7 /4]∪π π π π    (41) [3 /4,7 /4]π π    
(42) 9    (43) 1 5 6+ =   (44) ค.  (45) ค.  (46) 2  จุด คือ ( /4,1/ 2),(5 /4, 1/ 2)−π π  
 

y = sec x 

 x 

1 

-1 
O              π              2π 

y = cot x 

1 

-1 

 x O              π               2π 
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ตรีโกณมิติและการประยุกต (Applied Trigonometry) 
 
ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวก และผลตางมุม 
•  โดยทั่วไปการคํานวณคาตรีโกณมิติอาจเกี่ยวของกับมุมที่เกิดจากการบวกกัน หรือลบกัน 
ดังน้ันในหัวขอน้ีจะเปนการสรุปสูตรทีส่ําคัญ เพ่ือนําไปใชประโยชน 
 
•  สูตรชุดที่หน่ึง สูตรเบื้องตน 
เราสามารถพิสูจนสูตรหลัก คือ cos ( ) cos cos sin sinα−β = α β + α β  (วิธีพิสูจนไมได
แสดงไวในที่น้ี) และจากนั้นถาแทน β  ดวย −β  จะไดสูตร cos ( )α + β  
รวมทั้งไดสูตร sin ( )α+β  กับ sin ( )α−β  จาก sin ( ) cos (90 ( ))α+β = ° − α+β  
 

(1) cos ( ) cos cos sin sinα+β = α β − α β  
(2) cos ( ) cos cos sin sinα−β = α β + α β  
(3) sin ( ) sin cos cos sinα+β = α β + α β  
(4) sin ( ) sin cos cos sinα−β = α β − α β  

 
tan tan

tan ( )
1 tan tan
tan tan

tan ( )
1 tan tan

α + β⎧ α+β =⎪ − α β⎪
⎨

α − β⎪ α−β =
⎪ + α β⎩

 

 
•  สูตรชุดที่สอง สูตรผลคูณ 
เกิดจากสมการที่ (1) บวกลบกับ (2) และสมการที่ (3) บวกลบกับ (4) 
 

(5) 2cos cos cos ( ) cos ( )α β = α+β + α−β  
(6) 2sin sin cos ( ) cos ( )− α β = α+β − α−β  
(7) 2sin cos sin ( ) sin ( )α β = α+β + α−β  
(8) 2cos sin sin ( ) sin ( )α β = α+β − α−β  
 
•  สูตรชุดที่สาม สูตรผลบวก และผลลบ 
มีที่มาเดียวกบัสูตรชุดที่สอง คือสมการที่ (1) บวกลบกบั (2) และสมการที่ (3) บวกลบกับ (4) 
แตถาให A = α + β  และ B = α − β  จะไดวา 
 

(9) A B A B

2 2
cos A cosB 2cos ( ) cos ( )

+ −
+ =  

(10) A B A B

2 2
cos A cosB 2sin ( ) sin ( )

+ −
− = −  

(11) A B A B

2 2
sinA sinB 2sin ( ) cos ( )

+ −
+ =  

(12) A B A B

2 2
sinA sinB 2cos ( ) sin ( )

+ −
− =  

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   96 

•  สูตรชุดที่สี่ สตูรมุมสองเทา และมุมครึ่ง 
สูตรสําหรับมุมสองเทาไดจากสมการชุดที่หน่ึงเชนกัน คือใชมุมเปน 2α + α = α  
 

sin (2 ) 2sin cosα = α α  
2 2cos (2 ) cos sinα = α − α  หรือ 2 2cos (2 ) 1 2sin 2cos 1α = − α = α −  

2

2 tan
tan (2 )

1 tan
α

α =
− α

 

 
สูตรสําหรับมุมครึ่ง ไดจากการยายขางสมการ 2 2cos (2 ) 1 2sin 2cos 1α = − α = α −  
โดยมองวา α  กลายเปน /2α  และ 2α  กลายเปน α  
sin ( /2) (1 cos )/2α = ± − α  
cos ( /2) (1 cos )/2α = ± + α  
และ tan ( /2) (1 cos )/(1 cos )α = ± − α + α  
 
•  นอกจากนี้ยังสามารถพิสูจนสูตรมุมใดๆ ตอไปอีก โดยอาศัยหลักการเดียวกันกับสี่ชุดขางตน 
เชน อาจหาสูตรมุมสามเทา sin(3 ),cos(3 ), tan(3 )α α α  หรือใชสูตรชุดที่หน่ึงชวยในการ
ลดรูปขนาดของมุม nθ ± π , n /2θ ± π  เปนตน 
 
โจทย 
(1) ใหหาคาของ sin (75 )° , cos (5 /12)π , และ tan ( /12)π  
(2) กําหนด cot A 2.4=  โดย A ( ,3 /2)∈ π π  และ sinB 0.6=  โดย B ( /2, )∈ π π  
 (2.1) cos (A B)+  และ sin (A B)+  มีคาเทาใด 
 (2.2) มุม A B+  อยูในควอดรันตใด 
(3) จงหา cos A  เม่ือ sin (A B) 1/5+ = , cos (A B) 2/5− =  และ sin B 3/5=  
(4) จงหา cos B  เม่ือ A B 5 /4+ = π  และ tan A 1=  โดยที่ 0 B≤ ≤ π  
(5) ใหหาคาของ 
 (5.1) 2cos75 cos15° °  
 (5.2) 2sin25 cos5 sin20° ° − °  
 (5.3) 4sin75 cos15 2cos15 cos165° ° + ° °  
 (5.4) sin108 cos42 sin42 cos108° ° + ° °  
 (5.5) cos68 cos78 cos22 cos12 cos10° ° + ° ° − °  
 (5.6) 2cos35 cos70 cos35 cos15° ° − ° + °  
(6) ใหหาคาของ 
 (6.1) 2cos3 sin2 2cos4 sin 2cos2 sinθ θ − θ θ − θ θ    
 (6.2) sin3 sin6 sin sin2 sin4 sin5θ θ + θ θ − θ θ  
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(7) ใหหาคาของ 
 (7.1) 2 2 2sin A sin (60 A) sin (60 A)+ °+ + °−  
 (7.2) 2 2 2cos A cos (60 A) cos (60 A)+ °+ + °−  
(8) ใหหาคาของ 

 (8.1) cos10 sin40
sin70

° + °
°

 

 (8.2) sin75 sin15
cos75 cos15

° − °
° + °

 

 (8.3) tan178 tan108
1 tan178 tan108

° − °
+ ° °

 เม่ือ tan10 B° =  

 (8.4) cot A cotB
1 cot A 1 cotB

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 เม่ือ A B 225+ = °  

 (8.5) sin3 cos3
sin cos

θ θ
−

θ θ
 

(9) ใหหาคาของ 
 (9.1) sin50 sin10 cos20° + ° − °  
 (9.2) sin10 cos40 cos20° + ° − °  
 (9.3) cos20 cos100 cos140° + ° + °  

 (9.4) cos10 cos20 cos40 cos50
sin10 sin20 sin40 sin50

° + ° + ° + °
° + ° + ° + °

 

(10) ใหหาคาของ sin 40 sin 20° + °  ในรูปของ sin 5°  
(11) ใหหาคาของ 

 (11.1) 3
cos cos

5 5

π π      [Hint: นํา 2sin
5

π  คูณเศษและสวน] 

 (11.2) 3
cos cos

5 5
+

π π  

 (11.3) 2 4
cos cos cos

7 7 7

π π π  

 (11.4) 5
sin cos

24 24

π π  

 (11.5) 8sin70 sin50 sin10° ° °  
(12) ใหหาคาของ tan9 tan27 tan63 tan81° − ° − ° + °  
(13) กําหนด 24sin A 3cos2B 2+ = −  และ sin2A sec A sinB=  เม่ือ 
A,B [0, /2]∈ π  ใหหาคาของ 2cos (A B)+  
(14) ถา 3cos A 2cos2B 3− = −  และ sinA 2sinB 0− =  เม่ือ A,B [0, /2]∈ π  
แลว ใหหาคาของ sin (A B)+  
(15) กําหนด 3sin3 sin 1 4sinθ + θ = − θ  จงหาคาของ sec2 cos (3 /2 )θ + π + θ  
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 x = sin y 1 -1 

π 

y  

−π 

O  x 1 -1 

y = arcsin x 

−π/2 
O 

π/2 

(16) ถา 3 4 3
cos ( )

10
−

α+β =  และ 3 4 3
cos ( )

10
+

α−β =  แลว 

จงหาคา sin2 sin2α β  

(17) ถา tan x 2=  แลว จงหาคา sin 2x
1 cos 2x+

 

(18) จงหาคา sin4θ  เม่ือ tan 1/3θ =  และ 0 /2< θ < π  

(19) ถา 5 1
cos A

4
+

=  จงหา sin(A B) sin(A B) sin(2A B) sin(2A B)+ − − + − − +  

(20) ขอใดตอไปน้ีผิด 
 ก. cos(x y) cos(x y) 2cosx cosy+ + − =  
 ข. 2 2sin(x y)sin(x y) sin x sin y+ − = −  
 ค. 2 2cos(x y)cos(x y) cos x sin y+ − = −  
 ง. cos5x cosx sin5x sinx cos6x+ =  
 
ฟงกชันอินเวอรสของตรีโกณมิต ิ
•  ฟงกชันตรีโกณมิติทั้งหกฟงกชัน (เชน y sin x= ) สามารถหาอินเวอรสไดโดยสลับที่
ระหวางโดเมนและเรนจตามปกติ (กลายเปน x sin y= ) แตอินเวอรสที่ไดเหลานี้ไมเปน
ฟงกชันเลย เน่ืองจาก x  คาเดียว ใหคา y  ไดหลายคาไมสิ้นสุด ดังน้ันหากจะกําหนดอินเวอรส
ใหเปนฟงกชนัดวย เราจําเปนตองจํากัดชวงของเรนจ และเราเรียกชือ่ฟงกชันอินเวอรสเหลานี้
โดยใชคําวา arc  นําหนา (เชน อินเวอรสของ y sin x=  คือ y arcsin x= ) 
หมายเหตุ 1. ความหมายของ x sin y=  ตางจาก y arcsin x=  เพราะเรนจไมเทากัน 
2. บางตําราใชสัญลักษณ -1sin x , -1cos x , -1tan x , … แทนคาํวา arc −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
•  ชวงของเรนจที่ใชกันเปนมาตรฐานสําหรบัฟงกชัน arcsin , arccos , arctan  จะแสดงไว
ในกราฟตอไปน้ี โดยมีวงกลมหนึ่งหนวยกํากับเพ่ือชวยในการจํา สวนฟงกชัน arccosec , 
arcsec , arccot  จะไมกลาวถึงเนื่องจากไมนิยมใช 
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 x 1 -1 

y = arcsin x 

−π/2 
O 

π/2 

 x 1 -1 

y = arccos x 

O 

π 

 x 1 -1 

y = arctan x 

−π/2 

O 

π/2 

π/2 

−π/2 
0 π 

π/2 

−π/2 

0 = sin 

-1 

1 0     = cos 

1 -1 0 = tan 

∞

−∞

 
 
 
 
 
 

arcsin

arcsin

D [ 1,1]

R [ /2, /2]

= −

= −π π      arccos

arccos

D [ 1,1]

R [0, ]

= −

= π   arctan

arctan

D

R ( /2, /2)

=

= −π π  

 
 
 
 
 
 

ขอสังเกต ฟงกชัน arcsin  (กับ arctan ) จะอยูในชวงที ่cos  เปนบวกเสมอ สวนฟงกชัน 
arccos  จะอยูในชวงที่ sin  เปนบวกเสมอ 
 
•  ความสัมพันธที่มีประโยชนในเรื่องอินเวอรสของฟงกชัน คือ 

x y
arctan x arctan y arctan

1 xy
+

+ =
−

 

ซ่ึงสามารถพิสูจนไดจากการใสฟงกชัน tan ทั้งสองขางของสมการ 
โดยความสัมพันธน้ีใชไดเม่ือ arctan x arctan y+  ยังอยูในชวง ( /2, /2)−π π  
 
โจทย 
(21) ใหหาคาของ arcsin ( 3/2)  และ arccos ( 1/2)−  
(22) คาของ 2arcsin ( 3/2) arccos (1/ 2) arccos ( 1)− + + −  เปนเทาใด 

(23) ใหหาคาของ 2 2
cos(arcsin(cos ) )

7 7
+

π π  

(24) ใหหาคาของ 
 (24.1) cos (arccos (4/5) arccos (12/13))+  
 (24.2) sin (arccos (3/5) arcsin ( 4/5))+ −  
 (24.3) cos (2arcsin (3/5))  
 (24.4) tan (2arccos ( 1/ 5))−  

(25) ใหหาคาของ sin( 2arctan( 2 1))
2

+ −
π  

และ cos (3 /2 2arctan x)π −  
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(26) ใหหาคาของ A 2B+  เม่ือกําหนด tan A 1/7=  และ sin B 1/ 10=  โดยที่ 
0 A,B /2< < π  
(27) จงหาคา 7 tan( /4 A)+π  เม่ือกําหนดให sin A 1/3=  และ /2 A< <π π  
(28) กําหนดให tan A 1/2= , tan B 1/5= , tan C 1/8=  จงหาขนาด A B C+ +  
ที่เปนมุมแหลม 
(29) ใหแสดงวา arccos (12/13) arcsin (16/65) arcsin (3/5)+ =  
(30) ใหหาคา x  จากสมการตอไปน้ี 
 (30.1) arccos (4/5) arcsin ( 3/5) arccos x− − =  
 (30.2) 2arctan (x /3 x) arc sin (7/25) arccos (4/5)− = +  
 (30.3) arctan (1/7) arctan (1/8) arctan (1/18) arccot x+ + =  
 (30.4) arctan (2x 1) arctan (2x 1) arccos (1/ 5)+ + − =  
 (30.5) arctan x 2arctan 1 3 /4+ = π  
 (30.6) arctan (1 x) arctan (1 x) /4+ + − = π  
 (30.7) arccos ( 1/2) ( /2) arcsin x− + =π  

(31) หาคาของ arctan 3x arctan x
tan

2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เม่ือ arctan 3x arctan x /6− = π  

(32) ถา 24cos (arctanx) 1 0− =  และ 1/xe 1<  จงหา x tan(arctan(x/2))+  
 
เอกลักษณและสมการตรโีกณมิต ิ
•  สมการใดๆ ที่มีฟงกชันตรโีกณมิติปรากฏอยู จะเรียกวา สมการตรโีกณมิติ การแกสมการ
ตรีโกณมิติน้ันมีขอควรระวัง ซ่ึงไดกลาวไปในบทที่แลวทั้งหมด และหากสมการตรีโกณมิติน้ัน
เปนจริงเสมอสําหรับทุกๆ คา (ที่หาคาฟงกชันได) จะเรียกวาเปน เอกลักษณของตรีโกณมิต ิ
 

•  เอกลักษณของตรีโกณมิติที่สําคัญมีหลายชุด ไดศึกษาผานมาตั้งแตบทที่แลวจนถึงบทนี้ เชน 
2 2sin cos 1θ + θ = , sin cos (90 )θ = °−θ , sin ( ) sin−θ = − θ , 

cos( ) cosθ± = − θπ , cos ( ) cos cos sin sinα+β = α β − α β , 
2cos cos cos ( ) cos ( )α β = α+β + α−β , sin (2 ) 2sin cosα = α α  ฯลฯ 
ซ่ึงนอกจากนี้ยังมีเอกลักษณอีกมากมาย ดังจะไดฝกพิสูจนเอกลักษณในแบบฝกหัดตอไปน้ี 
 
โจทย 
(33) ใหหาคําตอบของสมการตอไปน้ี ภายในชวงที่กําหนดให 

 (33.1) 1 1
4

sinx 1 sinx 1
− =

+ −
    0 x 2≤ ≤ π   

 (33.2) sin4 sin2 2cosθ + θ = θ     0 2≤ θ ≤ π  
 (33.3) 2sin 2 3cot 2 3cosec 2 0θ + θ − θ =     0 /2≤ θ ≤ π  
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 (33.4) 4 4cos x sin x 1− =      0 x 2≤ ≤ π  
 (33.5) 2 24sin x 6 tanx 2sec x 0− + =    0 x /2< < π  
 (33.6) 4sinx cosx 2 2 cosx 2sinx 2 0+ + + =  0 x 2< < π  

 (33.7) sinx 3 cosx sec(x )
3

+ = +
π    0 x 2≤ ≤ π  

 (33.8) 2 22sin x 1 sinx 2 2sin x sinx+ = − + +   0 x 2≤ ≤ π  
 (33.9) sinx sin2x sin3x 0− + =     0 x 2≤ ≤ π  
(34) ใหหาชวงคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (34.1) 4 22sin x 3sin x 2 0+ − ≥   0 x 2≤ ≤ π  
 (34.2) 3 sinx cosx 1+ <    0 x 2≤ ≤ π  
(35) ใหหาคําตอบรูปทัว่ไปของสมการ cos2 sinθ = θ  
(36) จงแสดงวาเอกลักษณตอไปน้ีเปนจริง 

(36.1) tan (90 A) cot A° − =  

(36.2) 21 cosx x
tan

1 cosx 2
−

=
+

 

(36.3) sinx siny x y
tan

cosx cosy 2
+ +

=
+

 

(36.4) 2 2 2 2tan x sin x tan x sin x− =  

(36.5) 
2

A A
cos sin 1 sinA

2 2
⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(37) ถา A,B,C  เปนมุมในรูปสามเหลี่ยม จงแสดงวา sinA sinB C
cot

cos A cosB 2
+

=
+

 

 
กฎของไซนและกฎของโคไซน 
•  กฎของไซน และกฎของโคไซน เปนความสัมพันธที่ใชกับรูปสามเหลี่ยมใดๆ ที่ทราบบาง
สวนประกอบ (ความยาวดาน และขนาดมุม) เพ่ือหาคาของสวนประกอบที่เหลือ มีประโยชนกบั
การศึกษาเรขาคณิตวิเคราะห และเวกเตอร 
 

1. กฎของไซน (Law of Sine) 
“อัตราสวนของคาไซนของมุมๆ หน่ึง ตอความยาว
ดานตรงขาม จะเทากันทั้งสามมุม” 
sinA sinB sinC

a b c
= =  

     โดยกฎของไซนน้ีพิสูจนมาจาก พ้ืนที่สามเหลี่ยม 

( 1 1 1
bc sinA ca sinB ab sinC

2 2 2
= = ) 

 

c a 

b 
A 

B 

C 
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2. กฎของโคไซน (Law of Cosine) 
“เราสามารถหาความยาวดานที่เหลือ ไดจากความยาวดานสองดานและขนาดมุมตรงกลาง” 

2 2 2a b c 2bc cos A= + −  
ขอสังเกต ถามุมตรงกลางนั้นเปน A 90= ° กฎนี้จะกลายเปนทฤษฎีบทปทาโกรัส 
 
โจทย 
(38) กําหนดสามเหลี่ยม ABC  มีดาน a  ยาว 10  หนวย, b  ยาว 10 3  หนวย และ c  ยาว 
10  หนวย ใหหาขนาดมุมทั้งสาม 
(39) ABC  มีดาน a 2 5= , b 4 5=  และ c 3 5=  ใหหาคา sin (B/2)  
(40) สามเหลีย่มรูปหน่ึงมีอัตราสวนความยาวดานทั้งสามเปน a :b : c 4 :5 : 6=  ใหแสดง
วาสามเหลี่ยมรูปน้ีมีมุมหน่ึงขนาดเปนสองเทาของอีกมุมหน่ึง 
(41) ABC  มีมุม B 65= ° , ดาน a 4= , c 8=  ใหหาความยาวดาน b  (กําหนด 
cos65 0.422° = ) 
(42) ABC  มีดาน c 15= , a 12=  และ A 27= ° , sinA 0.454=  จงหามุม C  
(43) ABC  มีมุม A  ขนาด 45°  และ a 2 2= , b 2 3=  จงหาขนาดของมุมที่เหลือ 
(44) ABC  มีมุม B 30= °  และดาน c 150= , b 50 3=  ใหพิจารณาวาสามเหลี่ยมนี้
เปนสามเหลี่ยมชนิดใด  
(45) ABC  มีมุม A 20= ° , B 47= °  และดาน b 12=  หนวย ใหหาความยาวดาน a  
(กําหนด sin20 0.342,sin47 0.731° = ° = ) 
(46) สามเหลีย่ม ABC  มีคา (a b c)(b c a) 3bc+ + + − =  จงหาขนาดของมุม A  
(47) สามเหลีย่ม ABC  มีคา (a b c)(a b c) 3bc+ + − − = −  และ 2 24a 6b=  จงหาคา 

21 2sin (3A 2B)+ −  
(48) ถาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมเปน x , y , 2 2x xy y+ +  ตามลําดับ ใหบอก
ลักษณะของสามเหลี่ยมนี้ 
(49) เครื่องบนิขับไลสองลาํบินในแนวราบ ออกจากฐานทัพพรอมกัน โดยทิศทางการวิ่งทํามุม
กัน 38°  ถาเครื่องบินมีความเรว็ 320  และ 380  ไมลตอชั่วโมง ตามลําดับ จงหาระยะทาง
ระหวางเครื่องบินสองลํานี้เม่ือเวลาผานไปหนึ่งชั่วโมง (cos38 0.788° = ) 
 
การประยุกตหาระยะทางและความสงู 
•  ในชีวติจริงการวัดระยะทางหรือความสูงของสิ่งตางๆ ไมสามารถใชเครื่องมือวัดโดยตรงได
เสมอไป เราจึงใชความรูเรื่องตรีโกณมิติในรูปสามเหลีย่มมุมฉากชวยในการคํานวณ 
•  ศัพทที่ใชเรียกมุมที่เกิดจากการสังเกตนัน้ คือ มุมกม (Angle of Depression) และ มุมเงย 
(Angle of Elevation) โดยมุมกมคือมุมที่วัดลงไปจากแนวราบ (ระดับสายตา) สวนมุมเงยคือมุม
ที่วัดขึ้นจากแนวราบ 
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โจทย 
(50) ชายคนหนึ่งอยูริมเขื่อนซึ่งสูงเหนือระดับนํ้าทะเล 300  เมตร มองเห็นเรือ A  กับ B  อยู
ในระนาบเดียวกัน เปนมุมกม 33°  และ 20°  ตามลําดับ เรือสองลํานี้อยูหางกันเทาใด 
(กําหนด sin33 0.5446, cos33 0.8387, sin20 0.3430, cos20 0.9397° = ° = ° = ° = ) 
(51) หากมองจากจุด A  ซ่ึงอยูทางทิศใตของตึก จะเห็นยอดตึกเปนมุมเงย 45°  แตหากมอง
จากจุด B  ซ่ึงอยูทางทิศตะวนัออกของจุด A  อีก 40  เมตร จะเห็นยอดตึกเปนมุมเงย 30°  
แสดงวาความสูงของตึกเปนกี่เมตร 
(52) สามเหลีย่มมุมฉาก PQR  และ PQS  ซอนทับกันโดยมีมุม Q  เปนมุมฉากรวมกัน และ 
QR :RS 1: 3=  ใหหาคา ˆtan SPQ  เม่ือกําหนด ˆSPR arctan0.6=  
[Hint: ใชความสัมพันธ arctan x arctan y+ ] 
 
 
เฉลย 
(1) ( 3 1) /2 2+ , ( 3 1) /2 2− , ( 3 1) /( 3 1)− +    (2.1) 63/65 , 16/65−    
(2.2) 4Q    (3) 5/7    (4) 1±    (5.1) 1/2    (5.2) 1/2    (5.3) 3/2−    (5.4) 1/2    
(5.5) 0    (5.6) 1/ 2    (6.1) 0    (6.2) 0    (7.1) 3/2    (7.2) 3/2    (8.1) 3    (8.2) 
1/ 3    (8.3) ( 3 B) /(1 3B)+ −    (8.4) 1/2    (8.5) 2    (9.1) 0    (9.2) 0    (9.3) 0    
(9.4) 3    (10) 21 2sin 5− °    (11.1) 1/4−    (11.2) 1/2    (11.3) 1/8−    (11.4) 
( 2 1)/4+    (11.5) 1   (12) 4    (13) 1−    (14) 1   (15) 39/28    (16) 12 3/25    
(17) 2    (18) 24/25    (19) sin B    (20) ง.   (21) 60° , 120°    (22) 7 /12π    (23) 
0    (24.1) 33/65    (24.2) 0    (24.3) 7/25    (24.4) 4/3    (25) 1/ 2 , 

22x/(1 x )− +    (26) /4π    (27) 9 4 2−    (28) /4π    (29) ...   (30.1) 7/25    (30.2) 
1,4−    (30.3) 3    (30.4) 1/2, 1−    (30.5) 1   (30.6) 2±    (30.7) ไมมีคําตอบ   (31) 

1   (32) 3 3/2−    (33.1) /4π    (33.2) /6, /3,5 /6,3 /2π π π π    (33.3) /6π    
(33.4) 0, ,2π π    (33.5) /4π    (33.6)  2 /3,5 /4,4 /3,7 /4π π π π    (33.7) 
11 /12,23 /12π π    (33.8) [ /6,3 /2]π π    (33.9) 0, ,2 , /2,3 /2, /3,5 /3π π π π π π    
(34.1) [ /4,3 /4] [5 /4,7 /4]∪π π π π    (34.2) (2 /3,2 )π π    (35) /6 3n /2±π π    
(36) ...   (37) ...   (38) 30 ,120 ,30° ° °    (39) 7/8    (40) C 2A=  เน่ืองจาก 

2cosC 2cos A 1= −    (41) 7.3    (42) 35 ,145° °    (43) 75 ,60° °  หรือ 
15 ,120° °    (44) สามเหลี่ยมมุมฉาก A 90= °  หรือสามเหลี่ยมหนาจ่ัว A 30= °    (45) 
5.6    (46) 60°    (47) 3    (48) เปนสามเหลีย่มที่มีมุมหน่ึงเปนมุมปาน 120°    (49) 
234.86  ไมล   (50) 362.3  เมตร   (51) 20 2    (52) 1 หรือ 4  
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ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และลอการิทึม (Exponential & Logarithm) 
 
•  การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของจํานวนประชากรตามธรรมชาติ ปริมาณรังสี หรือเงินฝากใน
ธนาคาร โดยทั่วไปไมไดเปนแบบเสนตรง แตเปนแบบทวีคูณ (หรือหาร) ทําใหเราจําเปนตอง
ศึกษาเกีย่วกบัเลขยกกําลัง รวมทั้งศึกษาฟงกชันที่เกี่ยวของ คือ ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และ
ฟงกชันลอการิทึม 
 
ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และกฎของเลขยกกําลงั 
•  เลขยกกําลังจะอยูในรูป na , เรียก a  วาฐาน และเรียก n  วาเลขชี้กําลัง 

na  ใชแทน a  คูณกันเปนจํานวน n  ตัว     หรือ  

โดยมีนิยามให 0a 1=  และ n
n

1
a

a
− =  ดวย (a 0≠ ) 

และทฤษฎบีทที่เกี่ยวกับเลขยกกําลังไดแก

     

m n m n

m
m n

n

m n mn

m
mn n

a a a

a
a

a

(a ) a

a a

+

−

⎧ ⋅ =
⎪• ⎨

=⎪⎩
⎧ =⎪• ⎨
⎪ =⎩

    

n n n

n n n

n n n

n
n

n

(ab) a b

(a/b) a /b

ab a b

aa
b b

⎧ = ⋅⎪• ⎨
=⎪⎩

⎧ = ⋅
⎪⎪• ⎨

=⎪
⎪⎩

 

โดย n  เปนจํานวนจริงใดๆ (ไมจําเปนตองเปนจํานวนเตม็) และกรณีกรณฑ n 0≠  
 
หมายเหตุ คําวา รากที่สอง และเครื่องหมายกรณฑ ( •  หรือ 1/2• ) มีความหมายตางกัน 
“รากที่สอง ของ 16 ” ไดแก 4  และ 4−  
แต “ 16  หรือ 1/216 ” มีคาเทากับ 4  อยางเดียวเทานั้น 
 
•  การหารากที่สองของ M N±  มีหลักการดังน้ี 
พิจารณา 2( a b) (a b) 2 ab+ = + +  และ 2( a b) (a b) 2 ab− = + −  
ดังน้ัน ถาเราให a b M+ =  และ 4ab N=  แลวแกระบบสมการหาคา a, b  ก็จะไดคําตอบ 
สรุป รากที่สองของ M N+  ไดแก ( a b)± +  
รากที่สองของ M N−  ไดแก ( a b)± −       เม่ือ a b M+ =  และ 4ab N=  
 

เชน รากที่สองของ 6 35−  หาไดจาก a b 6+ =  และ 4ab 35=  
น่ันคือ a, b 3.5, 2.5=  จึงไดคําตอบวา 3.5 2.5−  และ 2.5 3.5−  
 

รากที่สองของ 72 40+  หาไดจาก a b 72 6 2+ = =  และ 4ab 40=  
น่ันคือ a, b 5 2, 2=  จึงไดคําตอบวา 5 2 2+  และ 5 2 2− −  

na a a a ... a

n

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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O 

y 

x 
(0,1) 

 
O 

y 

x 
(0,1) 

 

•  ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล คือฟงกชันเลขยกกําลัง กําหนดรูปทั่วไปเปน xf (x) a=  
โดยคาของฐาน a  อยูในชวง (0,1)  หรือ (1, )∞  เทานั้น นํามาเขียนกราฟไดดังน้ี 
 
 
 
 
 
 

        x a 1y a , >=     x 0 a 1y a , < <=  
  ฟงกชันเพ่ิม         ฟงกชันลด 
 

ขอสังเกต 1. คา x เปนอะไรก็ได แตคา y เปนบวกเสมอ ... expD = , expR +=  
2. ในที่น้ีกราฟผานจุด (0,1)  เสมอ ... เน่ืองจาก 0a 1=  ทุกๆ คา a  ที่ไมใชศูนย 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะไดสมการเอกซโพเนนเชียลเปน x hy k a −− =  
 
โจทย 
(1) จงทําใหเปนรูปอยางงาย 

 (1.1) 7 1732 4 −⋅    (1.4) 
1

n 2n n

n n

729 81
27 243

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 (1.2) 3 2 0 2(x y z )− − −    (1.5) 
n n 1 2n 2n 1

n 2n 2 n 2n 1

4 9 3 2
9 2 4 3

+ +

+ +

⎛ ⎞⋅ + ⋅
⎜ ⎟⋅ + ⋅⎝ ⎠

 

 (1.3) 
2 1

2 1

4x 4x 1
2x x

− −

− −

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
 

(2) จงทําใหเปนรูปอยางงาย 

 (2.1) 
2

3 a 75 4a
a a

5 33 3

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (2.2) 
2 4 2

2

x x 2x 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

 
 

(3) ใหหาคาของ 

 (3.1) 1 1 1 1
...

1 2 2 3 3 4 8 9
⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

 

 (3.2) 5 2 5 2

5 2 5 2

⎛ ⎞− +
+⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

 (3.3) ( )18 320+  
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 (3.4) ( )10 84 10 84+ − −  

 (3.5) 
2 3 5

12 2 35 7 2 10 9 2 14

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

 (3.6) 
3 2 3 2(6 35) (6 35)

13 10

⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

(4) ตอบคําถามตอไปน้ี 

 (4.1) ใหหาคาของ 2 2x 4xy y− +  เม่ือ 6 3
x

6 3

+
=

−
 และ 6 3

y
6 3

−
=

+
 

 (4.2) ใหเรียงลําดับจํานวนจากนอยไปมาก 
  ก. 25 33  ข. 20 35  ค. 15 37  ง. 10 39  

 (4.3) ถา 2.44 7.17
0.56

3.9 8
×

=
×

 แลว ใหหาคาของ 0.0244 71.7
390 0.008

×
×

 
 

(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา xa 1>  และ 0 a 1< <  แลว x 0>  
 (5.2) ถา x 0<  และ a 1>  แลว x0 a 1< <  

 (5.3) 2 3
5 5<  

 (5.4) 3 2(sin 1 ) (sin 1 )° < °  
 (5.5) 2 3(tan 46 ) (tan 46 )° < °  
 
การแกสมการที่เปนเอกซโพเนนเชยีล หรือมีเครื่องหมายกรณฑ 
(1) สมการที่มี ax b+  บวกลบกันอยูหลายพจน ควรยายขางใหจํานวนพจนเทาๆ กัน และ
สัมประสิทธิ์หนา x  รวมเทาๆ กันที่สุด จากนั้นจึงยกกําลังทั้งสองขางไปจนกวาเครื่องหมาย
กรณฑจะหมดไป ... การยกกําลังเชนน้ี มักทําใหไดคําตอบเกิน ดังน้ันตองตรวจคําตอบเสมอ 
(2) หากสิ่งที่อยูในเครื่องหมายกรณฑน้ันยาวมาก ใหสมมติสิ่งน้ันเปนตัวแปร A  ไปกอน แลว
ทําตัวแปรที่เหลือในสมการใหอยูในรูป A  ทั้งหมด เพ่ือใหสมการสั้นลงและคํานวณสะดวกขึ้น 
 

(3) สมการในรูป f(x) g(x)a b=  จะตองแปลงฐานทั้งสองขางใหเทากัน เพ่ือกําจัดฐานทิ้งไป 
ตามสมบัตทิี่วา M Na a M N= ↔ =  
(4) ถามีพจนเลขยกกําลังฐานเดียวกัน บวกลบกันอยู เชน x 2xa , a  อาจสมมติเปนตวัแปร 

2A, A  เพ่ือใหคํานวณสะดวกขึ้นเชนเดิม (ฐานมักจะเปนจํานวนเฉพาะ) แตถามีฐานอื่นอยูดวย 
จะใชตวัแปร B  อีกอันก็ได และเม่ือจัดกลุมเลขยกกําลังเปนพวกๆ แลว จึงทําการคํานวณตอไป 
 

(5) อสมการ ใชสมบัตขิองฟงกชันเพ่ิม/ฟงกชันลด ในการกําจัดฐาน คือ M Na a M N> ↔ >  
เม่ือ a 1>  (ฟงกชันเพ่ิม)     และ M Na a M N> ↔ <  เม่ือ 0 a 1< <  (ฟงกชันลด) 
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โจทย 
(6) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (6.1) 1/2 1/4x x 6 0− − =  
 (6.2) 2x 1 x 1+ = +  
 (6.3) 2x 1 x 3 2+ − − =  
 (6.4) 2x 3 x 2 7x 5− + + = −  
 (6.5) 2 2x 6 x 2x 5 11 2x+ − + = +  
 (6.6) 2 2(x 1) 5( x 2x 2 1)+ = + + −  
 (6.7) 2 2x 3x 15 x 3x 6 9+ + + + + =  
 (6.8) 2 22x 6x 27 x 6x 2 x 5− − − − − = −  
 (6.9) 3 36(5x 6) 5(6x 11) 1+ − − =  
 

(7) ใหหาคําตอบของสมการ 

 (7.1) 
x x 3

1 1
4 2

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (7.5) 
x

2x 11 2 1
2

+⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (7.2) 21 x 2x10 100+ =    (7.6) 8 4x 3x 218 (54 2)− −=  

 (7.3) 
42x 13 8

2 27

−+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (7.7) x(5 2 6) 3 2+ = +  

 (7.4) 
x x 1

4 27 1
9 8

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

(8) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (8.1) x 1 x 54 64 2+ ++ =  
 (8.2) x 2 x 1 4x4 2(4 ) 2+ +− =  
 (8.3) 2x 2 x2 9 2 2 0+ − ⋅ + =  
 (8.4) 2x 1 x 12 9 2 1 0+ −− ⋅ + =  
 (8.5) 2x 2 x 3 x3 3 3 3 0+ +− − + =  
 (8.6) 2x 3 x3 55 28(3 2)+ − = −  
 (8.7) 5x 3x x 5x 16(2 ) 11(2 ) 3(2 ) 2 ++ − =  
 (8.8) 2 21 x x 2 x x 23 9(3 ) 28+ + − − + −+ =  
 

(9) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (9.1) x x3(3 3 ) 10−+ =   (9.2) 2x 2x3(3 3 ) 10−+ =  

(9.3) 
x x 254 3

123 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
  (9.4) x 1 x 13

1 x x 6
−

+ =
−
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O 

y 

x 
(1,0) 

 O 

y 

x 
(1,0) 

 

(10) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (10.1) 2x 1 x x (1/2) 2x 35 25 4 2+ + +− = +  
 (10.2) x x (1/2) x (1/2) 2x 14 3 3 2− + −− = −  
 (10.3) 2x x 2x6(3 ) 13(6 ) 6(2 ) 0− + =  
 (10.4) x x 2x25(16 ) 40(20 ) 16(5 ) 0− + =  
 (10.5) 2 2x 2x x 1 x 13 3 9 27 0+ + +− − + =  
 

(11) ใหหาชวงคําตอบของอสมการ 
 (11.1) x 1 x 110 1/10+ +≤  
 (11.2) 2x 52 1/16− >  
 (11.3) 2x 3x x 3(0.5) (0.5)− −<  

 (11.4) 
2 2x x 8 x 12

1 1
2 4

+ + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 (11.5) x 5 2(sin 1 ) (sin 1 )+° °>  
 (11.6) x 5 2(cot 1 ) (cot 1 )+° °<  
 (11.7) x 2 5(cos 45 ) (sin 45 )+° °<  
 (11.8) 2 7x 8(x 1)a a+ −<  
 
ฟงกชันลอการิทึม และกฎของลอการิทึม 
•  ฟงกชันลอการิทึม เปนอินเวอรสของเอกซโพเนนเชียล เขียนไดในรูป af (x) log x=  
ความสัมพันธระหวางเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึมคือ  y

ax a y log x= ↔ =  
โดยคาของฐาน a  จะตองอยูในชวง (0,1)  หรือ (1, )∞  ซ่ึงนํามาเขียนกราฟไดดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
      a a 1y log x, >=      a 0 a 1y log x, < <=  
  ฟงกชันเพ่ิม             ฟงกชันลด 
 

ขอสังเกต 1. คา x ตองเปนบวกเสมอ สวนคา y เปนอะไรก็ได ... logD += , logR =  
2. ในที่น้ีกราฟผานจุด (1,0)  เสมอ ... แสดงวา alog 1 0=  ทุกๆ คา a  ที่ไมใชศูนย 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะไดสมการลอการิทึมเปน ay k log (x h)− = −  
4. alog x  อานวา “ลอ็ก x ฐาน a” หรือ “ลอการทิึม x ฐาน a” 
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•  กฎของลอการิทึมไดแก

  

a

a

a a a

a a a

log 1 0

log a 1

log (mn) log m log n

mlog log m log n
n

=⎧
• ⎨

=⎩
= +⎧

⎪• ⎨ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

     

p

a a

a

q
aa

log n log m

log n

c
a

c b

q
log b log b

p

m n

a n

log b 1
log b

log a log a

• =

⎧ =⎪• ⎨
=⎪⎩

• = =

 

หมายเหตุ  a, b, c, m, n +∈  โดยที่ a, b, c 1≠  และ p, q ∈

 
•  หากลอการิทึมมีฐานเปน 10  เรียกวา ลอการิทึมสามัญ (Common Logarithm) อาจละไวไม
ตองเขียนฐานกํากับ คือเขียนเพียง log x  ก็ได นอกจากนั้น ลอการิทึมที่มีฐานเปนคาคงที่ทาง
วิทยาศาสตร e  ( 2.718≈ ) จะเรียกวา ลอการิทึมธรรมชาติ (Natural Logarithm หรือ 
Napierian Logarithm) และใชสัญลักษณ ln x  แทน elog x  
 
•  การหาคาลอการิทึมสามัญโดยใชตาราง มีหลักการดังน้ี 
หากตองการหาคา log N เราจะตองเขียนจํานวน N  เปนรูป n

0N 10×  เม่ือ 01 N 10≤ <  
และใชกฎของลอการิทึม วา n

0 0log N log (N 10 ) log N n= × = +  
เน่ืองจากในตารางระบุเพียงคา log 1  จนถึง log 9.99  เทานั้น 
 

ตัวอยางเชน log 1,150  มีคาเทากับ 3log (1.15 10 )×  หรือ log (1.15) 3+  
จากตารางพบวา log (1.15) 0.0607≈  ดังน้ัน log 1,150 3.0607≈  
 

หมายเหตุ 1. หากคา 0N  ในตารางไมละเอียดพอ จะตองใชวิธปีระมาณโดยเทียบสัดสวน 
2. เราเรียก n  วา แคแรกเทอริสติก (Characteristic) ของ log N (เปนจํานวนเต็มเสมอ) 
และเรียก 0log N  วา แมนทิสซา (Mantissa) ของ log N (มีคาระหวาง 0  ถึง 1 เสมอ) 
3. ตารางที่กําหนดใหเปนคาลอการิทึมสามัญ (ฐาน 10 ) เทานั้น ถาตองการหาคาลอการิทึมฐาน
อ่ืนๆ ตองอาศัยกฎของลอการิทึมชวยแปลงฐาน น่ันคือ alog b log b log a= ÷  และ 
ln b log b log e= ÷           ( log e 0.4343≈ ) 
 
•  การหาคาแอนติลอการิทึมโดยใชตาราง มีหลักการดังน้ี 
จากตัวอยางทีแ่ลว เราทราบวาคา log ของ 1,150  เปน 3.0607  (โดยประมาณ) 
สามารถกลาวแบบยอนกลบัไดวา คา antilog  ของ 3.0607  เปน 1,150  
 

ตัวอยางเชน ตองการหาคา M ที่ทําให  log M 3.0607=  เราตองทํา 3.0607  ใหอยูใน
รูปผลบวกของแคแรกเทอริสติกกับแมนทิสซากอน น่ันคือ 3 0.0607+  จากนั้นเปดตารางได
เปน 3log 10 log 1.15+  หรือ 3log (1.15 10 )×  ดังน้ัน M 1,150≈  
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หมายเหตุ ตองทําใหแมนทิสซาเปนบวกเสมอ เชน log M 3.0607= −  ไมควรทําเปน 
3 0.0607− −  แตตองทําเปน 4 0.9393− +  เพ่ือใหเปดคาจากตารางได 

 
โจทย 
(12) ใหหาคาของ 
 (12.1) 2 5 50log 0.01 log 0.25 log 0.04 log 0.0004+ + +  
 (12.2) 2 3 8 4log cos60 7log tan30 log sin90 log sin30° + ° − ° + °  

 (12.3) 1 1 2 8
2 8

1 1
log 8 log 2 log log

8 2
+ + +  

 (12.4) 15 24 80log (20) 7log 5log 3log
16 25 81

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 (12.5) 
5 2

2 2 2
log 50 log 50 log 50

+ +  

 (12.6) 2 2

96 12

log 24 log 192
log 2 log 2

−  

 (12.7) 2 3 4 4log 1 log 2 log 3 log 5⋅ ⋅ ⋅  
 (12.8) 2 3 4 n 31log 3 log 4 log 5 ... log (n 1) log 32⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅  
 (12.9) 4 4log (log 81) log (log 3)−  

(12.10) 7 52 3 3
2 9

log7 5 log 4 2 log 3−+ −  
 

(13) ใหหาคาของ 
 (13.1) 7 251 0.25log49 −  

 (13.2) 81 9 3( )
1 8 log 5 log 4 log 5
281 /9

+ + +  
 (13.3) 34096 64 log 9log3 2−  
 (13.4) 5 8 6 24 2 2 51 log 1 log 1 log 2 log25 64 36 4− − − −⋅ ⋅ ⋅  

 (13.5) 
64

5 7

1/233

3 3

1 log1 log

1 log log

16 36

25 49

−−

− −

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 
 

(14) ใหเขียน 
a b c

1 1 1
1 log bc 1 log ca 1 log ab

+ +
+ + +

 เปนรูปอยางงาย 
 

(15) ตอบคําถามตอไปน้ี 
 (15.1) ใหหาคา (gof)(2) เม่ือกําหนด 3g (x) log x=  และ 2f (x) log x=  
 (15.2) ใหหาคา g (2b) เม่ือกําหนด x

2bg (x) log x=  
 (15.3) ใหหาคา log 5  เม่ือทราบวา 8log 3 p=  และ 3log 5 q=  
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 (15.4) ถา 1 4 / 33x log (9 )(27 )− −=  และ 25 5 24
y log 2log log

8 3 9
= − +  

แลว ใหหาคาของ x y+  
 (15.5) ถา 7log (11 6 2) a− =  และ 7log (45 29 2) b+ =  แลว ใหหาคาของ 
3a 2b+  
 (15.6) ถา alog x 1= , blog x 1/10= , clog x 1/100= , dlog x 1/1000=  
แลว ใหหาคาของ abcdlog x  

 (15.7) ถา b b

b

log (log a)
p

log a
=  เม่ือ a, b 1>  แลว ใหหาคาของ pa  

 (15.8) ถา 2 22log a 3log b 4− =  และ 2 23log a 4log b 6− =  แลว ใหหาคา
ของ ( ) 1/22b

2aa log b+  
 (15.9) ถา a a a

log (x m) log x log m− = −  แลวใหหาคาของ 2 2 3x m x m− +  
 

(16) ใหหาโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปน้ี 
 (16.1) 6y log (2 x)= −   (16.4) 2y log x 3= −  
 (16.2) 1/3y log ( x)= −   (16.5) 2

5y log (3x 2)= − −  
 (16.3) y log x=  
 

(17) ใหหาแมนทิสซาและแคแรกเทอริสตกิของคาตอไปน้ี 
 (17.1) log 257    (17.3) 3.3010  
 (17.2) log 0.024    (17.4) 2.3010−  
 

(18) จํานวน 15875  มีกี่หลัก 
[Hint : ถา haracteristic antissalog N c m= +  จะไดวา N  น้ันมีจํานวน c 1+  หลัก] 

 
การแกสมการที่เปนลอการิทึม 
(1) สมการเรื่องลอการิทึม มักจะแกปญหาโดยใชกฎของลอการิทึม เชน การทําใหฐานเทากัน
เพ่ือกําจัด log ทิ้งไป ตามสมบัติทีว่า  a alog M log N M N= ↔ =  
(2) ถามีพจนคลายกันปรากฏอยู อาจสมมติเปนตวัแปร A  เพ่ือใหคํานวณสะดวกขึ้น 
(3) เม่ือไดคําตอบแลว ควรตรวจสอบวาใชไดหรือไม (เชน ภายใน log ตองไมติดลบ) 
 

(4) อสมการ ใชสมบัตขิองฟงกชันเพ่ิม/ฟงกชันลด ในการกําจัดฐาน คือ 
a alog M log N M N> ↔ >  เม่ือ a 1>  (ฟงกชันเพ่ิม)     และ 
a alog M log N M N> ↔ <  เม่ือ 0 a 1< <  (ฟงกชันลด) 
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โจทย 
(19) ใหหาคําตอบของสมการ 

(19.1) log 8x 8 10+ =  
(19.2) log (2/3)x 2/3=  
(19.3) 3 log x 3x 10,000=  
(19.4) 3x log 2x9 3 1+− = −  
(19.5) 

2
7

4 3 2
log (x 2x)log log log 7 0+ =  

(19.6) 1 1 1 2
3 2 6

1
log log log 0

x x 4
=

− +
 

(19.7) 2
x 4 x 4log (x 1) log (5 x)+ +− = −  

 

(20) ใหหาคําตอบของสมการ 
(20.1) 2log (2x 5) log (x 1) log (x x 3)− + + = − +  
(20.2) 2log (2x 1) log (x 1) 2 log x 1− + + = +  
(20.3) 2 3log 2 log (4 5x 6x ) 3 log 2x 1+ − − = −  

 (20.4) 2 2 2 2
2 2x log (x 2x 6) 2x log (x 2x 6) x 2x+ − − + − = −  

 (20.5) 2 2
16 2 163log ( x 1 x) log ( x 1 x) log (4x 1) 0.5+ + + + − = + −  

 

(21) ใหหาคําตอบของสมการ 
(21.1) 2 2(log x) log x=  
(21.2) log x log x=  
(21.3) 2 xlog x 4log 2 5+ =  

(21.4) 3 x

5 7
log x log 3

2 2
+ =  

 

(22) ใหหาคําตอบของ 
 (22.1) สมการ 2(x 7) x 73 6(3 ) 8 0+ +− + =  
 (22.2) ระบบสมการ x y5 4−=  และ 2 y 2 x5 4+ −=  
 

(23) ใหหาชวงคําตอบของอสมการ 
 (23.1) 23 x x(x ) (x)<  
 (23.2) 2x ln2 xe 2<  
 (23.3) x 2 x 2log (2x 3) log (24 6x)− −− > −  
 (23.4) a 5log 5 log a>  
 (23.5) 100log x 1 log x 15< − +  
 (23.6) 4 2

x 1
log (x 8x 2x 1) 4

−
− − + >  
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เฉลย 
(1.1) 2    (1.2) 6 4x y    (1.3) 2 x−    (1.4) 27    (1.5) 11/7    (2.1) 23a /5    (2.2) 2−    
(3.1) 2    (3.2) 14/3    (3.3) 10 8+    (3.4) 2 3    (3.5) 2 5    (3.6) 1   (4.1) 30    
(4.2) ง-ก-ค-ข   (4.3) 0.56    (5) ถูกทุกขอ ยกเวน (5.1) ผิด   (6.1) 81    (6.2) 0, 4    
(6.3) 4, 12    (6.4) 2, 5/2    (6.5) 1   (6.6) 1, 1 15− − ±    (6.7) 5, 2−    (6.8) 
3, 9−    (6.9) 6, 161/30−    (7.1) 3    (7.2) 2 3±    (7.3) 11/2, 13/2−    (7.4) 3    

(7.5) ไมมีคําตอบ   (7.6) 22/17    (7.7) 1/2    (8.1) 2    (8.2) 3/2    (8.3) 2, 1−    (8.4) 
2, 1−    (8.5) 2, 1−    (8.6) 3, 0−    (8.7) 1−    (8.8) 3, 2−    (9.1) 1, 1−    (9.2) 
1/2, 1/2−    (9.3) 1, 1−    (9.4) 4/13, 9/13    (10.1) 1/2    (10.2) 3/2    (10.3) 
1, 1−    (10.4) 1   (10.5) 1/2, 2±    (11.1) ( , 1)−∞ −    (11.2) [ 1,1]− −    (11.3) 

[1,3]−    (11.4) [ 4,4]− −    (11.5) ( , 3)−∞ −    (11.6) ( , 3)−∞ −    (11.7) 
[ 7,3]− −    (11.8) (3,5) เม่ือ 0 a 1< <  และ (3,5)−  เม่ือ a 1>    (12.1) 8−    

(12.2) 5−    (12.3) 20/3−    (12.4) 1   (12.5) 4 /(1 log 5)+    (12.6) 3    (12.7) 0    
(12.8) 5    (12.9) 1   (12.10) 19    (13.1) 49/5    (13.2) 4 122 5⋅    (13.3) 3 2−    
(13.4) 144    (13.5) 4.8    (14) 1   (15.1) 0    (15.2) 2b    (15.3) 3pq /(1 3pq)+    
(15.4) log3−    (15.5) 6    (15.6) 1/1111    (15.7) blog a    (15.8) 4    (15.9) 0    
(16.1) ( ,2)−∞  กับ    (16.2) −  กับ    (16.3) +  กับ [0, )∞    (16.4) {3}−  กบั 

   (16.5) ( , 2/3) ( 2/3, )−∞ − ∪ ∞  กับ    (17.1) แมนทิสซา log 2.57  แคแรก
เทอริสติก 2    (17.2) แมนทิสซา log 2.4  แคแรกเทอริสติก 2−    (17.3) แมนทิสซา 
0.3010  แคแรกเทอรสิติก 3    (17.4) แมนทิสซา 0.6990  แคแรกเทอรสิติก 3−    (19.1) 
0    (19.2) 10    (19.3) 2/310±    (19.4) 0    (19.5) 4, 2−    (19.6) 1, 2−    (19.7) 2    
(20.1) 4    (20.2) 1   (20.3) 3/2−    (20.4) 4, 2−    (20.5) 5/12    (21.1) 1, 100    
(21.2) 41, 10    (21.3) 2, 16    (21.4) 5/23, 3    (22.1) 3 32log 2 7, log 2 7− −    (22.2) 
x 4log2 /(1 log2)= +  และ y 2(log2 1) /(1 log2)= − +    (23.1) [1,3]−    
(23.2) (0,1)    (23.3) (2,3) (27/8,4)∪    (23.4) (0,1/5) (1,5)∪    (23.5) (0,5)    
(23.6) (1,2) (3, )∪ ∞  
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เมตริกซ (Matrix) 
 
•  เมตริกซ เปนกลุมของจํานวนที่เรียงตัวกันเปนสี่เหลีย่ม ภายในเครื่องหมาย (  ) หรือ [  ] 
เรียกจํานวนแตละจํานวนทีอ่ยูในเมตริกซ วา สมาชิก (Element) ของเมตริกซ 

ตัวอยางเมตริกซ เชน 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 25
06
57

, [ ]201 − , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
22
43  

ขนาดของเมตริกซ เรียกวา มิติ (Dimension) (คิดจาก จํานวนแถว; row คูณ หลัก; column) 
ในตวัอยางเปนเมตริกซที่มีมิติ 22,31,23 ×××  ตามลําดับ 
 

•  การเรียกชื่อเมตริกซนิยมใชตวัพิมพใหญ เชน C,B,A  และอาจเขียนมิติกํากับเปนตวัหอย
ไว เชน 223123 C,B,A ×××  โดยจะเรียกชื่อสมาชิกเปนตวัพิมพเล็ก ที่มีตวัหอยบอกตําแหนง
แถวและหลัก ในรูป ija (แถวที่ i และหลักที่ j) เชน 

[ ]131211

3231

2221

1211

bbbB
aa
aa
aa

A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  

...2b6a7a 132111 −===  
 
 

•  เมตริกซสองเมตริกซ จะเทากันไดก็ตอเม่ือ “มีมิติเดียวกัน” (แปลวา ขนาดเทากัน) และ
สมาชิกในตําแหนงเดียวกันตองเทากัน ทุกๆ ตําแหนง 
 

•  ทรานสโพส (เมตริกซสลบัเปลี่ยน; Transpose) ของเมตริกซ A  ใชสัญลักษณ tA  หรือ TA  
คือการเปลี่ยนแถวเปนหลัก (หรือเปลี่ยนหลักเปนแถว) เชน 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

205
567

A
25
06
57

A t     

ขอสังเกต เมตริกซมิติ m n×  เม่ือทําการทรานสโพส จะกลายเปนมิติ n m×  
 

•  เมตริกซที่ควรรูจัก 
1. เมตริกซจัตรัุส (Square Matrix) คือเมตริกซที่มีจํานวนแถว เทากบัจํานวนหลัก 
สมมติวามี n หลัก และ n แถว ( nn × ) เรียกสมาชิกในแนว 11, 22, 33, .. จนถึง nn วา เสน
ทแยงมุมหลัก (Main Diagonal) และสมาชิกตวัอ่ืนที่เหลือ จะเปนรูปสามเหลี่ยม เรียกวา 
สามเหลี่ยมบน (Upper Triangle) และสามเหลี่ยมลาง (Lower Triangle) 

[ ]
33

22

11

103
213
126

11
02

5

×
×

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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2. เมตริกซศนูย (Zero Matrix; 0 ) คือเมตริกซที่สมาชิกทุกตวัเปนเลข 0  (จัตุรัสหรือไม ก็ได) 

  [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

000
000
000

000
000

0
0

0  

3. เมตริกซหน่ึงหนวย (Unit Matrix; I ) คอืเมตริกซจัตุรัส ที่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก 
เปน 1 และสมาชิกตวัอ่ืนที่เหลือทั้งหมดเปน 0  อาจเขียนขนาดกํากับเปนตัวหอยเพียง 1 ตัว 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

100
010
001

I
10
01

I1I 321  

 
การบวก, ลบ, และคูณเมตริกซ 
•  การบวกเมตริกซคูหน่ึง จะทําไดก็ตอเม่ือ เมตริกซทั้งสองมีมิติเดียวกัน 
ผลบวกที่ได จะมีมิติเดิม และสมาชิกของผลลัพธเกิดจากสมาชิกตําแหนงเดียวกันนั้นบวกกัน 
(สําหรับการลบก็เชนกัน; สมาชิกผลลัพธ เกิดจากสมาชิกตําแหนงเดียวกันลบกัน) 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1031
201

423
120

654
321  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
277
441

423
120

654
321  

ขอสังเกต เอกลักษณการบวกของเมตรกิซ ก็คือ เมตริกซ 0  
 
•  การคูณเมตริกซดวยสเกลาร ผลที่ไดจะเปนการคูณสมาชิกทุกตวัดวยสเกลารน้ัน 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 14100

642
750
321

2  
 

 
•  สวนการคูณเมตริกซคูหน่ึง จะทําไดเม่ือ จํานวนหลักของตัวตั้ง เทากับจํานวนแถวของตวัคูณ 
และผลคูณที่ไดจะมีจํานวนแถวเทาตวัตั้ง จํานวนหลักเทาตัวคูณ 
เขียนงายๆ ไดดังน้ี rmrnnm CBA ××× =×  
       วิธีการหาสมาชิกของผลลัพธ ขอใหสังเกตจากตวัอยาง (ยึดแถวตวัตั้ง ยึดหลกัตัวคูณ) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
201
231

C,
23
10

B,
41
32

A  

จะได  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅−⋅+⋅−

⋅+⋅⋅+⋅
=

712
89

24113401
23123302

AB  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅
−⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅

=
291
201

)2(2230233)1(213
)2(1200130)1(110

BC  
 

ขอสังเกต เอกลักษณการคณูของเมตริกซ ก็คือ เมตริกซ I
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สมบัติการบวกและการคูณ 
การบวกเมตรกิซ 

0)A(A
AA00A
)BA(BA

)CB(AC)BA(
ABBA

ttt

=−+•
=+=+•

+=+•

++=++•
+=+•

 

 การคูณดวยสเกลาร 

kBkA)BA(k

A)kk()Ak(k)Ak(k
Ak)kA(

211221

tt

+=+•

==•
⋅=•

 
 การคูณดวยเมตริกซ 

AIAAI
**AB)AB(

BCACC)BA(
ACAB)CB(A

)BC(AC)AB(
**BAABorABAB

ttt

==•
=•

+=+•
+=+•

=•
=≠•

 

AB = BA เม่ือใดบาง?

 
โจทย 

(1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

45
23

B,
804
132

A  จงหาคาของ 2211 ba +  และ 2112 b3a2 −  

(2) ใหเมตริกซ A  มีมิติ 33 ×  โดยที่ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
>+

=
ij,ji

ji,1
ji,ji

aij  จงเขียนเมตริกซ A  น้ัน 

(3) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ °
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

−

254
10log30cesoc

B,
512
42

A
4

0  ถามวา BA =  หรือไม 

(4) 01xx2 =+−  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

1x0
11x

B,
x0
xxx

A 2

22

, BA =  หรือไม 

(5) จงหาคาของ

(5.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
214
162

510
231  

(5.2) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
31
51

48
26  

(5.3) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 82
34
12

5

(6) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
23
10

B,
41
32

A  จงหา 0A,)BA(,BA,BA ttt ++++  

(7) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

103
412

A  จงหา A,A2,At −  

(8) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

232221

131211

2221

1211

bbb
bbb

B,
aa
aa

A  จงเขียนเมตริกซ AB  

(9) จงหาคา y,x  เม่ือกําหนดให 
            (9.1) yx3552 CBA ××× =×  
            (9.2) 43yx53 CBA ××× =×  

(9.3) y7522x CBA ××× =×  
(9.4) 525yx2 CBA ××× =×

(10) 4223 B,A ××  จงหามิติของ AB  และ BA  
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(11) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
11
03

B,
01
21

A  จงหา AB , BA  

(12) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

51
43

B,
24
01

A  จงหา 222 BAB2A,)BA(,BA,AB +++

(13) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
23

B,
30
12

A  จงหา )AB(At ××  

(14) ถา C
24
01

32
11
01

211
012
103

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−  จงหาคา 22c  

(15) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
12

A  จงหา nA  

(16) กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

10
a1

C,
y2
y2

B,
z3
2yx

A  ถา CAB =  จงหาคา a  

(17) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

57
75

C,
1z
y1
x3

B,
201
021

A  ถา CAB =  จงหาคา zyx −+  

(18) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
b0
0a

X  และ 0IX2X2 =++  จงหา b,a  

(19) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

b2
4a

A  ถา 0I5A4A2 =−+  จงหา b,a  

(20) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

244
420
402

B,
yx3
31y
x1x

A
2

2

2

 ถา BAAt =+  แลว x ,y  เปนเทาใด 

(21) [Ent’39] [ ]yxB,
47
73

A =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=  เซตของจุด )y,x(  ซ่ึงสอดคลองกับสมการ 

[ ]12BABt =  เปนกราฟรูปอะไร 
 
 
ดีเทอรมินันต (ตัวกําหนด; Determinant) 
ดีเทอรมินันต เปนคุณสมบตัิของเมตริกซจัตุรัสเทานั้น และ ดีเทอรมินันตมีคาเปนตัวเลข 
เครื่องหมายแสดง “ดีเทอรมินันตของเมตริกซ A ” คือ A  หรือ )A(det  
 
วิธีหาดีเทอรมินันต 

เมตริกซ 11 ×  
ถา [ ]aA =  
จะไดวา a)A(det =  

 เมตริกซ 22 ×  

ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A     จะไดวา bcad)A(det −=  
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เมตริกซ 33 ×  ใชหลักวา คูณเฉียงขึ้นใสลบ คูณเฉียงลงเครื่องหมายเดิม แลวรวมกัน 

ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A   จะไดวา hdcgbfaeibdiahfgec)A(det +++−−−=  

 
สวนเมตริกซ nn ×  ใดๆ จะใชวธิโีคแฟกเตอร (ใชไดกับทุกขนาด ตั้งแต 22 ×  ขึ้นไป) 

=)A(det สมาชิก 1 แนว คูณกับโคแฟกเตอรของแนวนั้น (ตําแหนงเดียวกันคณูกันแลวรวม) 
คําวา แนว ในที่น้ีหมายถึง แถว หรือ หลัก ก็ได 
 
นิยาม : 
1.ไมเนอร (Minor) ของเมตริกซ A  ใชสัญลกัษณวา )A(Mij  

คือ คา det  ของสับเมตริกซ (เมตริกซยอย; Submatrix) ที่ตาํแหนงน้ัน.. 
(ตัดแถว ตัดหลัก แลวหา det ) 

2.โคแฟกเตอร (ตัวประกอบรวมเกี่ยว; Cofactor) ของเมตริกซ A  ใชสัญลักษณวา )A(Cij  
หรือ )A(Cof  

คือ ไมเนอร )A(Mij  ที่นํามาใสเครือ่งหมาย บวกหรือลบ สลับกันตามรูปแบบ 
ij

ji
ij M)1(C ⋅−= +  (ตําแหนงแรกสุดใสบวก, แลวเติมเครื่องหมายบวกลบสลับกันไป) 

 

ตัวอยางเชน ตองการหาเมตริกซโคแฟกเตอรของ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

805
102
112

A  

เริ่มจากหาคาตัวเลขไมเนอรใหครบทุกตาํแหนง 

2
02
12

M...,,11
85
12

M,0
80
10

M 331211 −======  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−+
−−+−

+−+
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=∴

)2(41
)5(218

0110
)A(Cof

241
5218
0110

)A(M  

 
จากเมตริกซโคแฟกเตอรทีไ่ด ทําใหหาคา )A(det  ไดดังน้ี 

110)1()11(102)A(det −=⋅−+−⋅+⋅=   (คิดจากแถวที ่1) 
11)2(8)4(015)A(det −=−⋅+−⋅+⋅=   (คิดจากแถวที ่3) 

11)4(0210)11(1)A(det −=−⋅+⋅+−⋅=   (คิดจากหลักที่ 2) 
จะพบวา ไมวาจะคิดจากแถว หรือหลักใด ก็จะไดคา )A(det  เทาเดิมเสมอ แตโจทยขอน้ีคิด
จากหลักที่ 2 จะงายที่สุด เพราะพจนที่สองกับสาม เปน 0  ไมจําเปนตองหาคาโคแฟกเตอร 
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12 12 22 22 32 32

12 12 22

det (A) a C a C a C

a M a

= + +

= − +
0

22 32M a
=

−
0

32M

2 1
1 11

5 8

=

= − ⋅ = −

 

 
โจทย 
(22) [ ] [ ]5B,2A −==  จงหา )0(det),B(det),A(det 1  

(23) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
63
42

B,
64
52

A  จงหา )B(det),A(det  

(24) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

40
05

C,
x1
xx

B,
22
51

A  จงหาคา x  ที่ทําให 

)C(det)B(det)A(det <<  

(25) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

122
345
043

A  จงหา )A(C),A(C),A(M),A(M),A(det 32113211  

(26) จงหา )A(det  เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

127
503
216

A  โดยใชวิธโีคแฟกเตอร 

(27) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

131
124
535

A  จงหา )A(det  โดยใชวธิ ี∑ ∑
= =

n

1i

n

1j
ijijijij ,Ca,Ca  คูณทแยง 

(28) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=

1yx
083
4yx

A  โดยโคแฟกเตอรของ 21a  คือ 6− , โคแฟกเตอรของ 

23a  คือ 4  แลว จงหาโคแฟกเตอรของ 33a  

(29) [Ent’39] 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

11c
11b
01a

A  ถา 1)A(C12 =  และ 5)A(det −=  จงหาคา a  

(30) 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

2311
1200
3102
0114

A  จงหา 
4432

2111

CC
CC  

(31) จงหาคา 

3131
0025
0040
6402

−−
−
−

−

 และ 
bac1
cab1
cba1

+
+
+

 และ 
4n3n2n
3n2n1n
2n1nn

+++
+++
++
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สมบัติของดีเทอรมินันต 
 

**Aofsizen,)A(detk)kA(det

I,In,))A((det)A(det

)A(det)A(det

)B(det)A(det)AB(det

n

nn

t

=⋅=•

∈=•

=•

⋅=•

−+

0)0(det
1)I(det

=•
=•

 
หมายเหตุ เมตริกซที่คา det  เปนศูนย เรียกวา เมตริกซเอกฐาน (Singular Matrix) เชน 
- เมตริกซที่มีแนวใดแนวหนึ่งเปน 0  ทุกตวั 
- เมตริกซที่มี 2 แนว ซํ้ากัน หรือเปน k  เทาของกันและกัน 
 
ขอสังเกต เมตริกซที่มีสามเหลี่ยมลางหรอืบน เปน 0  ทุกตัว (เรียกวาเมตริกซสามเหลี่ยม หรือ 
Triangular Matrix) จะมีคา det  เปน “ผลคูณของสมาชิกในเสนทแยงมุมหลัก” 
 
โจทย 

(32) [Ent’36] ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

13
11

A  จงหาคา ))AA(AA2(det tt3 +−  

(33) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
11

A  จงหา ))AA(AA2(det ttn +−  เม่ือ +∈ In  

(34) กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

23
41

D,
12
43

C,
01
50

B,
10
02

A  

ถา CDAXB =  จงหา X  

(35) จงหา )X(det  เม่ือกําหนดให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

100
850
10412

X
512
034
002

 

(36) ให B,A  เปน non-singular matrix โดย I2A4AB,
yx
22

B,
4
1

A =+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
==  

จงหา yx +  

(37) I,C,B,A  มีมิติ 22 ×  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
===− −

24
16

CAB,4C,I22A t13  

จงหา B  

(38) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
xsin2xcos
xcos2xsin

A  จงหาคา x  ที่ทําให A  เปนเมตริกซเอกฐาน 

(39) จงหาจํานวนจริง x  ทั้งหมดที่ทําให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

53x
012
x01 2

 เปนเมตริกซเอกฐาน 
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(40) จงหาคา x  ที่ทําให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−

121
2x2
121

 เปนเมตริกซเอกฐาน 

(41) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

− x2log
x22log

A
1x

x

 จงหาคา x  ที่ทําให A  ไมเปนเมตริกซเอกฐาน  

(42) [Ent’34] ขอใดถูกหรือผิดบาง เม่ือ A  เปนเมตริกซจัตุรัส มิติ 22 ×  
 ก. ถา tAA −=  แลว สมาชิกในแนวทแยงมุมบนซายถึงลางขวาของ A  เปน 0  หมด 
 ข. ถา BA2 =  และ B  เปนนอนซิงกูลารเมตริกซแลว A  เปนนอนซิงกูลารดวย 
 
อินเวอรสการคูณ (เมตรกิซผกผัน; Inverse Matrix) 
เรื่องเมตริกซไมมีการหาร มีแตการคูณดวยอินเวอรส 
และ อินเวอรสการคูณของเมตริกซ A  ใชสญัลักษณ 1A −   

โดยนิยามให IAAAA 11 =⋅=⋅ −−   (เปรียบเสมือน  
A
I

A 1 =− ) 

 
วิธีหาอินเวอรสการคูณ 

เมตริกซ 11 ×  
ถา [ ]aA =  
จะไดวา 1 1

aA− = ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 เมตริกซ 22 ×  

ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A    จะไดวา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⋅=−

ac
bd

)A(det
1

A 1  

 
สวนเมตริกซ nn ×  ใดๆ ตั้งแต 22 ×  ขึ้นไป จะใชวธิีโคแฟกเตอรเชนเดิม 

)A(det
))A(Cof(

A
t

1 =−  และเรียก t))A(Cof(  วา Aadj  ก็ได 

นิยาม : Aadj  หรือ )A(Adj  คือ เมตริกซผูกพันของ A  (ยอมาจาก Adjoint Matrix) 
 
สมบัติของอินเวอรสการคูณ

A
1

AA

A
k
1

)kA(

**AB)AB(

11

11

111

==•

⋅=•

=•

−−

−−

−−−

 A)A(

A)A()A(
11

n1nn1

=•

==•
−−

−−−

และจะสังเกตไดวา เมตริกซที่จะหาอินเวอรสการคูณได ตองเปน เมตริกซไมเอกฐาน (Non-
Singular Matrix) คือ 0det ≠  เทานั้น 
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ขอควรระวังในสมการเมตรกิซ 
1. เม่ือทําการยายขางตวัคณู ไปเปนอินเวอรสอยูอีกฝง ตองคํานึงถึงลําดับดวย เพราะการคูณไม
มีสมบัติการสลับที่.. เชน CAB =  กลายเปน CAB 1−=  ได.. แตเปน 1CAB −=  ไมได 
2. ตรวจสอบเสมอวา สมการยังเปนเมตรกิซทั้งสองขางหรือไม (หากยายขางเมตรกิซ ไปเปนอิน
เวอรสจนหมด อยาลืมเหลือเมตริกซ I  ไวดวย..) เชน จาก C2AB =  หากยายขางเปน 

2ABC 1 =−  แบบน้ีผิด เพราะฝงขวากลายเปนตวัเลข.. ที่ถูกตองเปน I2ABC 1 =−  
3. สมการเมตริกซสามารถคูณเขาทั้งสองขางไดเสมอ แตการตัดออกทั้งสองขางบางครั้งใชไมได 

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

35
81

C,
90
26

B,
22
11

A  พบวา ACAB =  แต CB ≠  

4. ใสเครื่องหมาย det  ทั้งสองขางไดเสมอ แตการตัดออกทั้งสองขางก็มักจะใชไมได 

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

54
32

B,
43
21

A  พบวา )B(det)A(det =  แต BA ≠  

5. ถา 0AB =  แลว ไมจําเปนที่ A  หรือ B  ตองเปน 0  

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

42
63

B,
32
32

A  ก็พบวา 0AB =  ไดเชนกัน 

 
โจทย 

(43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

64
32

B,
24
23

A  จงหา 1
2

1
2

11 I,0,B,A −−−−  

(44) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

54
32

B,
22
34

A  จงหา 111 AB,)AB( −−−  

(45) จงหาอินเวอรสการคูณของ 

 (45.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
32
21   (45.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθ−
θθ

cossin
sincos  (45.3) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
42  

(46) [Ent’41] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

12
11

B,
43
21

A  จงหา t1BA2 −  

(47) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−=

13
31

2
1

A  และ B  เปนเมตริกซที่สอดคลองกับสมการ t1 ABA =−  จงหา B  

(48) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

21
03

42
21

X
21
52  จงหาเมตริกซ X  

(49) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

A
128
64  จงหา A  

(50) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
40
04

6436
164

A  จงหา 1A −  
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(51) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
==

113
024
103

B,IAB  จงหา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−

1
1
1

A 1  

(52) [Ent’40] กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

X,
31
21

B,
32
43

A  และ ABAX =+  จงหา 

cb +  
(53) [Ent’38] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
01

C,
31
12

B,
21
10

A  ถา A)CB(X +=  จงหา 

1X −  

(54) [Ent’37] ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

120
213
320

C,
012
103
121

B  และ 0I
2
1

ACAB =−−  จง

หา 1A −  

* (55) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

164
003
212

A  จงหา 1A),A(det,A)Aadj(),Aadj(A,Aadj −  

(56) จงหาอินเวอรสการคูณของเมตริกซ A  เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

130
036
232

A  

(57) [Ent’41] 3 4
A

1 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 30 18
C

12 8
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, B  เปนเมตรกิซที่ทําให CAB =  ขอใดถูก

          ก. 12)B(det 1 =−  
          ข. 24)AB(det 11 =−−  

ค. 24)B2(det t =  
ง. 48)BA(det 2 =

(58) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−

724
003
152

A 1  จงหา 1t )A(det −  

(59) BA2 1 =−  และ 16)B(det)A(det =⋅  จงหามิติของเมตริกซ B  

(60) A  มีมิติ 33 ×  และ 4)A(det = , ถา 0IA3A2 =+−  และ  I
2
3

A
2
1

B 1 −= −  

จงหา )B(det  

(61) 11 BAB2C,
12
11

B,
3x
21

A −− +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  จงหาคา x  เม่ือ 1)C(det =  

(62) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
c1
1c

A  และ 45)A(det)c1()A2(det t1322 =−+ −  จงหา c  

(63) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=

101
1aa1
0a1

A  จงหาคา a  ที่ทําให 04)A2(det
a4

1
)A(deta t1 =++−  
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(64) [Ent’35] ขอใดถูก 

 ก. ถาเมตริกซ [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==−−=

2
1
1

Y,
1
0
5

V,210X,411U  แลว 

เมตริกซ [ ]3XY2UV3 =−  

 ข. ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
aa
12

2  เปนซิงกูลารเมตริกซแลว 2a =  

 ค. ถา B,A  เปนเมตริกซจัตุรัสทีมี่มิติเดียวกัน และ 0)AB(det =  แลว 
0)A(det =  หรือ 0)B(det =  

 ง. ถา A  เปนนอนซิงกูลารเมตริกซมิติ 22 ×  แลว )A2(det))A2((det 11 −− =  

(65) [Ent’41] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

3x7/3
xx

M,
31
12

A  จงหาเซตจํานวนจริง x  ที่ทําให 

)A)AA2((det)M(det 1t −+=  
(66) [Ent’36] กําหนด B,A  เปน non-singular matrix โดย 

2
1

)A(det 1 −=−  และ 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

yx
21

B  จงหา yx +  ถา I2A3AB =+  

* (67) [Ent’39] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

011
112
121

A  ถา IBAAB ==  จงหาคา )Badj(det 1−  

* (68) [Ent’37] ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

101
312
111

A  และ IBAAB ==  จงหาเมตริกซผูกพันของ B  

              ก. A
3
1   ข. A3−        ค. tA

3
1   ง. tA3−  

* (69) B,A  มีมิติ 44 ×  โดย IBA)Aadj(A =−  ถา 0)B(det =  จงหา )A(det  
 
หมายเหตุ จากขอ 55, 67, 68, 69 ซ่ึงเปนการคํานวณเกี่ยวกับ Aadj  น้ัน เราสามารถพิสูจน

ความสัมพันธจากสมการ  
)A(det

Aadj
A 1 =−  กอน เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ 

เชน →=→=⋅ −

)A(det
)Aadj(A

I
)A(det
)Aadj(A

AA 1 )Aadj(AI)A(det =⋅  

 

สวนความสัมพันธอ่ืน ก็หาไดจาก 
)A(det

Aadj
A 1 =−   เหมือนกัน เชน 

)A(det
A

Aadj 1 =− , 
1n))A((det)Aadj(det −=   ฯลฯ 
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การดําเนินการตามแถว (Row Operation) 
นําไปใชประโยชนในการหาอินเวอรสการคูณ )A( 1−  ได 
ซ่ึงการดําเนินการตามแถวนั้น สามารถกระทําได 3 แบบ คือ 

a) นําคาคงที่ k  (ที่ไมใช 0 ) ไปคูณไวแถวใดแถวหนึ่ง 
 b) นําคาคงที่ k  ไปคูณแถวใดแถวหนึ่ง แลวเอาไปบวกไวที่แถวอ่ืน 
 c) สลับแถวกนั 1 ครั้ง 
 
หมายเหตุ : การดําเนินการตามแถวทั้งสามแบบ สงผลตอคา det  ดังน้ี 
a) oldnew detkdet ⋅=  
b) oldnew detdet =    (det ไมเปลี่ยน, ใชชวยในการหา det  ได) 
c) oldnew detdet −=  
ทั้งน้ี การดําเนินการตามหลัก ก็ใหผลเชนเดียวกัน เน่ืองจากสมบัติ )A(det)A(det t =  
 
การหาอินเวอรสการคูณ )A( 1−  โดยดําเนินการตามแถว มีหลักอยูวา พยายามหาขั้นตอนทํา 
A  ใหกลายเปน I , แลววธิีเดียวกันน้ันจะทํา I  ใหกลายเปน 1A −  ได 
เขียนเปนสัญลักษณไดวา -1A I ~ I A⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦   
และเรียกเมตริกซที่ขยายขนาดแลว วา เมตริกซแตงเตมิ (Augmented Matrix) 
 

ตัวอยางเชน ตองการหา 1A −  เม่ือ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
38
24

A  

เราจะเริ่มจาก เขียน A  กับ I  ไวในแถวเดียวกัน แลวพยายามแปลง A  ทางซายมือ ใหเปน I

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=

10
01

38
24

IA  

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 12

01
70
24

~
21 RR2

 

      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

7/17/2
01

10
24

~
2R

7
1

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
+− 7/17/2

7/27/3
10
04

~
12 RR2

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
7/17/2
41/128/3

10
01

~
1R

4
1

 
 

    -1I A⎡ ⎤= ⎣ ⎦

เม่ือแปลง A  ทางซายมือ ใหเปน I  เรียบรอยแลว, I  ทางขวามือจะกลายเปน 1A −

ดังน้ัน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=−

7/17/2
41/128/3

A 1

 
ขอสังเกต 1. เราใชเครื่องหมาย  ~ แทนการดําเนินการแตละขั้นตอน และเขียนวิธีกํากบัไว 
2. นิยมเขียนแถวทีถู่กดําเนินการ ไวดานหลัง เชน 21 RR2 +  แสดงวา 2R  จะเปลี่ยนไป 
3. เทคนิคการทําใหเปน I  โดยเร็วทีสุ่ดคือ ทําใหเปน 0  ทั้งหมดทีละสามเหลี่ยม (ลาง หรือบน) 
4. หากตองการสลับที่ระหวางแถว 21 R,R  ก็จะใชสัญลักษณกาํกับวา 21 RR ↔  หรือ 12R  
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โจทย 

(70) ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

hig
b2c2a2
efd

B  ถามวา B  เปนกี่เทาของ A  

(71) ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−
+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

zzcr
yybq
xxap

C,
rqp
c2b2a2
z4y4x4

B,3)A(det,
zyx
rqp
cba

A  

จงหา )B3(det 1−  และ )C2(det 1−  
(72) [Ent’38] ให A  เปนเมตรกิซจัตุรัส 44 ×  และ 5)A(M23 =  จงหา t

32 )A2(M  
(73) [จากขอ 43,55,56] จงหาอินเวอรสการคูณของเมตริกซ D,C,B,A  โดยใชวิธีดําเนินการ 

ตามแถว เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

130
036
232

D,
164
003
212

C,
64
32

B,
24
23

A  

 

การใชเมตรกิซแกระบบสมการเชิงเสน 
ระบบสมการเชิงเสน ที่มีจํานวนตวัแปรเทากับจํานวนสมการ เราจะเขียนใหอยูในรูปสมการ
เมตริกซได เปน BAX =  (เรียก A  วา เมตริกซสัมประสิทธิ,์ X  เปนเมตริกซตวัแปร, และ B  
เปนเมตริกซคาคงที่) สิ่งที่เราตองการหาก็คือเมตริกซ X  

เชน ระบบสมการ 
01z2y3x5

3yx
0zy2x4

=++−
=−

=−+
 มี 3 สมการ และมี 3 ตัวแปร 

แปลงเปนสมการเมตริกซ BAX =  ไดวา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

1
3
0

z
y
x

235
011
124

 

 
วิธีแกสมการเมตริกซน้ี มี 3 แบบ 
1. วิธีอินเวอรส  BAXBAX 1−=→=     เปนวิธีทําแบบตรงๆ 

น่ันคือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

1
3
0

235
011
124

z
y
x

1

     ก็ตองหาอินเวอรสกอน แลวคณูกันไดเปนคําตอบ 

2. กฎของคราเมอร (Cramer’s Rule)    
)A(det
)A(det

x i
i =  

เม่ือ iA  คือนํา B  มาแทนหลักที ่i  ของ A  

เชน จากตัวอยาง จะได  

235
011
124

231
013
120

x

−
−

−

−−
−

−

= ,  

235
011
124

215
031
104

y

−
−

−

−

−

= ,   

235
011
124

135
311
024

z

−
−

−

−−
−

=  
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3. การดําเนินการตามแถว (Row Operation)        A B ~ I X⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
มีหลักอยูวา พยายามหาขั้นตอนทํา A  ใหกลายเปน I , แลววิธีเดียวกันน้ันจะทํา B  ให
กลายเปน X  ได 

จากตัวอยางกต็องเร่ิมจาก 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

1
3
0

235
011
124

 แลวทําใหเปน  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z
y
x

100
010
001

 

 
โจทย 
(74) จงหาคําตอบของระบบสมการตอไปน้ี โดยใชวิธอิีนเวอรส 

 (74.1) 
1y2x3

5y2x
−=+

=−   (74.2) 
2y7x3
1y5x2

=−
=−  

 
 

(75) จงหาคําตอบของระบบสมการ 
1zy2x

6zyx3
5z2x3x4

=++−
=−−

=++
 โดยใชวธิีอินเวอรส 

 

(76) จงหาคําตอบของระบบสมการ 
14yx4
6y2x3

=+−
=+  โดยใชกฎของคราเมอร 

(77) จงหาคําตอบระบบสมการนี้โดยใชกฎของคราเมอร

 (77.1) 
2y4x
1zy2x
3zy3x2

−=+−
=++

=++
 

 

(77.2) 
5z4y2x3

1z3y2x
1zyx2

=++
=−−

=++
 

 

(77.3) 
2z2yx
9z4yx2
1z3y2x

−=+−
=−+
=++

 

(78) [Ent’38] กําหนดระบบสมการเชิงเสน 
3z2y3x

2y2x
1zy4x2

=+−−
−=+

=++
 จงหาคา x  

(79) จงหาคําตอบระบบสมการตอไปน้ี โดยการดําเนินการตามแถว 

(79.1) 
09zx2y

13zx3
10zyx

=−−+
=+

=++
  (79.2) 

2z3y3x
3z2y2x3

5zyx2

−=−−
−=+−

=−+
 

 

(80) จงหาคําตอบของระบบสมการ 

(80.1) 
x 2y z 1
4x 3y 2z 5
2x 4y 2z 4

− − =
+ + = −

− + + = −
  (80.2) 

2z2y4x2
5z2y3x4

1zy2x

−=++−
−=++

=−−
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(81) จงหาคําตอบของระบบสมการ 

(81.1) 
2

4

0

z
1

y
3

y
2

x
4

z
1

x
2

=+

=+

=+

   (81.2) 
2y4
1zy2
3zy3

x
1

x
1
x
2

−=+−
=++
=++

 

(82) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

0
2
1

z
y
x

215
112
201

1

 จงหาคา y  

(83) ใหหาคา x  และ y  จากระบบสมการตอไปน้ี ถา s  เปนคาคงที ่

  s(x y) s x 2y   ___(1)
s(x y) y 0    _______(2)

+ − = − −
+ − =

 

(84) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

012
010
321

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

r
q
p

X  ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
6
1

X)Aadj(A2  จงหาคา p  

(85) [Ent’41] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

a11
1a1
211

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

1
0
1

B  จงหาคาของ a   ที่ทําให BAX =  หา

คําตอบได 

(86) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

z
y
x

X,
c01
b32
a21

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
1
1

B  ถา BAX =  และ 

12 R2R
201
110
321

~A −
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−  แลว x  มีคาเทาใด 

 
 
เฉลย 

(1) 6  และ 9−    (2) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

154
113
211

   (3) เทากัน   (4) เทากัน   (5.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
724
393    (5.2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
19
35    (5.3) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 4010
1520
510

   (6) 2 4 2 2 2 2 2 3
, , ,

2 6 4 6 4 6 1 4
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (7) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

103
412

,
206
824

,
14
01
32

   (8) ...   (9.1) 2  และ 3    (9.2) 5  และ 4    

(9.3) 7  และ 5    (9.4) yx =  และเปนจํานวนนับ   (10) BA,)AB( 43×  ไมมี   (11) 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 20

63
,

03
25    (12) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

2124
4020

,
3733
444

,
1019
813

,
610
43    (13) 

12 18
12 27

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (14) 2    (15) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅
n

nn

20

2
2
n

2    (16) 2
3

   (17) 3 2 2 3+ − =    (18) 1−  

และ 1   (19) ( 1, 3)− −  หรือ ( 3, 1)− −    (20) 1−  และ 1   (21) กราฟไฮเพอรโบลา 
12y4x3 22 =−    (22) 0,5,2 −    (23) 0,8    (24) x ( 5, 4) (3,4)∈ − − ∪    (25) 

9,2,9,2,2 −−−−    (26) 34−    (27) 60    (28) )2y,1x(14 ==    (29) 2    (30) 

28
451
07

=
−

−    (31) 0,0,360−    (32) 768)12()2()2( 42 −=−−−    (33) 

12)3)(1()1()2( n2 =−    (34) 5−    (35) 2)532/()1512( =⋅⋅−⋅−⋅    (36) 

4yx4)8y2x2)((4
1 =+→=++    (37) 16    (38) ไมมี   (39) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ±

2
535

,1    

(40) 4    (41) 3/2,0x ≠    (42) ก.ถูก, ข.ถูก   (43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 2/32

11 , ไมมี, ไมมี, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01    

(44) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
53
4/274  (45.1) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
12
23   (45.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθ
θ−θ

cossin
sincos   (45.3) ไมมี  (46) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
72
102    (47) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01   (48) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−
24
69   (49) ไมมี   (50) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
169
41    (51) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
6
2

  (52) 

1156 =+    (53) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
11
12    (54) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
224
220
402

   (55) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

3818
663
0110

, I33− , 

I33− , 33− , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

−
3818
663
0110

33
1   (56) 

1/4 1/4 1/2
1/2 1/6 1
3/2 1/2 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  (57) ง.  (58) 

111−   (59) 44 ×    (60) 
2
1

−    (61) 3    (62) 2or2 −    (63) 
2

1
±    (64) ค.   (65) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −5,

7
11    (66) 4−    (67) 36    (68) ก.   (69) 1   (70) 2    (71) 3/8,8/9−    (72) 

40    (73) 57,56,44.probsee    (74.1) 2,1 −    (74.2) 1,3    (75) 
4/27,2/9,4/5 −    (76) 6,2−    (77.1) 1,0,2 −    (77.2) 2,3,1 −    (77.3) 
3/4,9/7,9/13 −    (78) 20−    (79.1) 7/16,7/29,7/25    (79.2) 1,1,2 −    

(80.1) ไมมีคําตอบ   (80.2) มีคําตอบหลายชุด   (81.1) 1,1,2 −    (81.2) 1,0,2/1 −    (82) 

0  (83)
2s(s 1) s

,
2s 1 2s 1

−
−

+ +
 (84) 2/1  (85) 2,1a −≠  (86) 2/3 (a 3, b 5, c 2)− = = =  
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โจทยทบทวน 
ประโยคตอไปนี้ถูกหรือผิด 
    x    (1) ABBA +≠+  
_____ (2) ttt )BA(BA +≠+  
_____ (3) ttt )AB(BA ≠  
_____ (4) 111 )AB(BA −−− ≠  
_____ (5) A0A =+  
_____ (6) A1A =×  
_____ (7) AIA =×  
_____ (8) BAAB =  
_____ (9) kBkA)BA(k +≠+  
_____ (10) BCACC)BA( +=+  
_____ (11) ABAC)CB(A +=+  
_____ (12) )BA(CC)AB( =  
_____ (13) II2 =  
_____ (14) IAAI =  
_____ (15) BAAB ⋅=  
_____ (16) nn AA =  
_____ (17) 11 AA

−− =  
_____ (18) tt AA =  
_____ (19) AkkA =  
_____ (20) 0I =  
_____ (21) 00 =  
_____ (22) 2I 2=

_____ (25) 1nn1 )A()A( −− =  
_____ (26) A)A( 11 =−−  
_____ (27) 1 1(3A) 3A− −=  

_____ (28) 
)A(det
))A(Cof(

Aadj
t

=   

_____ (29) AadjAA 1 =⋅ −  
_____ (30) A (adj A) A= ⋅  
_____ (31) n

AAadj =  เม่ือ A  มีมิติ nn×  
_____ (32) 8AA2 1t =−  เม่ือ A  มีมิติ 33×  
_____ (33) 3BAAA tt1 =−  เม่ือ 3IAB =  

_____ (34) 1
1tan

tan1cos =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

θ−
θ⋅θ  

_____ (35) 0
bac
acb
cba

=  

_____ (36) ถา 0AB =  แลว 
  0A =  หรือ 0B =  

_____ (37) ถา 0AB =  แลว 
   0A =  หรือ 0B =  

_____ (23) )I3A)(I2A(I6A5A2 ++=++  
_____ (24) )B3A)(B2A(B6AB5A 22 ++=++  
 
 
 
 

เฉลย   ขอที่ถูก คือ 
 (3), (4), (6), (7), (10), (11), (13) 
(14), (15), (16), (17), (21), (23) 
(25), (26), (29), (32), (34), (36) 
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A 

B 

C 

D 

เวกเตอร (Vector) 
 
•  ปริมาณในโลกมีสองชนิด คือ ปริมาณสเกลาร (Scalar Quantity) และปริมาณเวกเตอร 
(Vector Quantity) โดยที่ปริมาณสเกลารน้ันระบุเฉพาะขนาด เชน ระยะเวลา มวล ราคาสิ่งของ 
แตปริมาณเวกเตอรน้ันจะระบุทั้งขนาดและทศิทาง เชน แรง ความเร็ว ความเรง โมเมนตัม 
 
•  การเขียนปรมิาณเวกเตอรจะใชลูกศร ใหความยาวลกูศรแทนขนาด และหัวลูกศรแทนทิศทาง 
เชน จากภาพ เวกเตอรมี “ขนาด” 4  หนวย 
และมี “ทิศทาง” ทํามุม °45  กับแกน x  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

•  เขียนชื่อเวกเตอร ตามจุดเริ่มและจุดสิ้นสุดของลูกศร เชน AB  
หรือใชตัวพิมพเล็ก (ที่เติมขีดดานบน) ก็ได เชน w,v,u  
•  ขนาดของเวกเตอร u  เขียนเปนสัญลักษณวา u  
 
•  เวกเตอรสองอันจะเทากัน ก็ตอเม่ือ มีขนาดเทากัน และ 

มีทิศทางเดียวกัน (ไมจําเปนตองมีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเดียวกัน 
เชน AB CD=  ก็ได ถามีขนาดเทากันและทศิเดียวกัน ดังภาพ) 
 
 
การบวกและลบเวกเตอร 
•  เวกเตอรบวกกัน สามารถหาผลลัพธไดสองวิธี คือ หัวตอหาง และหางตอหาง 
1. หัวตอหาง ใหนําเวกเตอรมาเขียนตอกนั โดยเอาหางลูกศรใหมมาวางตอที่หัวลกูศรเดิม 
เวกเตอรลัพธที่ได คือเวกเตอรที่ลากจากหางแรกสุด ไปถึงหัวลูกศรปลายสุด 

2. หางตอหาง ใหนําหางเวกเตอรชนกัน แลวตอเติมรูปใหกลายเปนสีเ่หลี่ยมดานขนาน 
เวกเตอรลัพธที่ได คือเวกเตอรที่ลากจากหางที่ชนกัน ไปสุดแนวทแยงมุมสี่เหลี่ยมดานขนาน 

A 

y 

x 

u  
B 

 
°45  

u  v  
u  

v  

vu+  

w
 

u  

v  

wvu ++  

w
 

u  v  u  
v  

vu+  
w
 

w
vu+  

wvu ++  

AB BC AC+ =  ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 

AB AD AC+ =  ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 
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•  การบวกเวกเตอร มีสมบัติเหมือนการบวกจํานวนจริงทุกประการ ไดแก 
สมบัติปด, สมบัติการสลับที,่ สมบัติการเปลี่ยนกลุม, การมีเอกลักษณ, และการมีอินเวอรส 

uvvu +=+    )wv(uw)vu( ++=++  
เอกลักษณการบวกของเวกเตอร คือ เวกเตอรศูนย ( 0 ) เปนเวกเตอรทีมี่ขนาด 0  หนวย 

u0u =+    0)u(u =−+  
“นิเสธของ u ” หรืออินเวอรสการบวก เขยีนสัญลักษณวา u−  หมายถึง เวกเตอรขนาดเทากัน
แตทิศตรงขามกับ u  หรือกลาววา AB BA− =  น่ันเอง 
 
•  การลบเวกเตอร เปนการบวกดวยนิเสธ )v(uvu −+=−  
ดังน้ันสามารถหาเวกเตอรลัพธไดจากวธิีการบวก ทั้งสองวิธี คือหัวตอหาง และหางตอหาง 

หรือหาไดจากวิธีหางตอหางแบบใหม ใหเขียนเวกเตอรตัวตั้งและตวัลบแบบหางชนกัน 
เวกเตอรลัพธที่ได จะลากจากปลายลูกศรของตัวลบ มายังปลายลูกศรของตวัตั้ง 

•  ขนาดของเวกเตอรลัพธ หาไดจากกฎของโคไซนในเรื่องตรีโกณมิติ ซ่ึงสรุปไดดังน้ี 
(และสามารถนําขนาดที่ไดไปคํานวณหาทิศทาง โดยกฎของไซนกับรูปสามเหลี่ยม) 

θ−+=−

θ++=+

cosvu2vuvu

cosvu2vuvu

22

22

      เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  

หมายเหตุ มุม θ  ระหวาง u  กับ v  ตองวัดระหวางหางกับหางเสมอ 
และใชมุมที่แคบกวาอีกดาน (คือมีขนาดไมเกิน °180 ) 

u  v  
u  

v−  

vu−  
u  

v−  

vu−  

u  v  u  

v  

vu−  

a  

b  

θ++ cosba2ba 22  a  

b  

θ−+ cosba2ba 22  
 θ   θ  

AB AD DB− =  ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 
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โจทย 
(1) กําหนดเวกเตอร u  และ v  ดังภาพ ใหวาดรูปหา vu+  และ 

vu−  โดยวิธีหัวตอหาง และหางตอหาง (สี่เหลี่ยมดานขนาน) 
 

(2) ใหเขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนที่ดวยความเรว็ 40  กม.ตอ 
ชม. ไปทางทิศตะวันออก และ 60  กม.ตอ ชม. ไปทางทิศตะวันตกเฉียงใต 
 

(3) ใหเขียนเวกเตอรขนาด 10  หนวย ทิศ °030 , เวกเตอร 12  หนวย ทิศ °135 , และ
เวกเตอร 5  หนวย ทิศ °330  
หมายเหตุ การบอกมุมในระบบ 3 หลัก (Three Figure System) จะใหทิศเหนือเปน 000 องศา 
และเพิ่มขึ้นในทิศตามเข็มนาฬิกา (เชน 090 องศา แทนทิศตะวันออก, 180 องศา แทนทิศใต) 
 

(4) ถา u  แทนระยะทาง 50  กม. ในทิศ °170  จะไดวา u−  คืออะไร 
 

(5) นาย ก ออกเดินทางไปในทิศ °030  เปนระยะทาง 000,1  กม. แลวเดินทางตอในทิศ 
°150  เปนระยะทาง 500  กม. จงหาวาเขาอยูทางทิศใดของจุดเริ่มตน และอยูหางเทาใด 

 

(6) เครื่องบินบินไปทางทศิเหนือดวยความเร็ว 240  กม.ตอ ชม. ในบริเวณที่มีพายุพัดไปในทศิ
ตะวันออกดวยความเรว็ 180  กม.ตอ ชม. ถามวา ความเรว็จริงๆ ของเครื่องบินจะเปนเทาใด 
 

(7) เครื่องบินบินดวยความเร็ว 200  กม.ตอ ชม. ไปในทิศ °030  ถากระแสลมพัดดวย
ความเร็ว 50  กม.ตอ ชม. ไปในทิศ °330  จงหาอัตราเร็วที่แทจริงของเครื่องบิน 
 

(8) ชายคนหนึ่งพายเรือในน้ํานิ่งไดอัตราเร็ว 4  กม.ตอ ชม. ถาเขาตองการเดินทางไปทางทิศ
เหนือ ขณะที่กระแสน้ําไหลไปทางทิศตะวันออกดวยอัตราเร็ว 3  กม.ตอ ชม. แลว เขาตองออก
แรงพายเรือไปในทิศใด ดวยอัตราเร็วเทาใด จึงไดอัตราเร็วเทากบัการพายปกติในน้ํานิ่ง 
 

(9) เวกเตอร AB  มีขนาด 6  หนวย ขนานแกน x  โดยมีทิศทางไปในแนว x+  และเวกเตอร 
AC  ทํามุม °60  กับเวกเตอร AB  โดยมีขนาดเทากัน จงหาขนาดและทศิทางที่เปนไปไดของ
เวกเตอร u AB AC= +  และ v AB AC= −  
 

(10) จงหา vu+  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน °0 , °90 , °180  
 

(11) จงหา vu−  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน °0 , °90 , °180  
 

(12) ถา 0wvu =++  และ 2u = , 4v = , 2w =  จงหา vu−  และ vu+  
 

(13) กําหนดให 1u = , 2v = , 3w = , w  ตั้งฉากกับ v  และมีทศิเดียวกบั u  
จงหาคา wvu ++  
 

(14) กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอรในระนาบ 
ถา 4u = , 3v = , 31225vu +=−  จงหามุมระหวาง u  กับ v  
 

(15) ถา 10u = , 5v = , 12vu =+  จงหา vu−  
 

v  
u  
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(16) ถา 4u = , 3v = , 6vu =+  จงหา vu−  
 

(17) ถา vu =  จงหามุมระหวาง u  กับ v  ที่ทําให vu2vu −=+  
 

(18) ถา 4u = , 5v = , และ u  ตั้งฉากกับ v  จงหา vu3vu2 −++  
 

(19) [Ent’37] เวกเตอร u , v , w  มีสมบัติวา wu =  และ wvvu +=−  

ถามุมระหวาง u  กับ v  เปน 
5
π  แลว มุมระหวาง v  กับ w  เปนเทาใด 

(20) กําหนด ABCDEF  เปนรูปหกเหลี่ยมดานเทามุมเทา มี O  เปนจุดกึ่งกลาง และ 
AO 2=  ซม. เวกเตอรใดตอไปน้ียาวกวา 4  ซม. 

 ก. AD FD+        ข. AB ED+        ค. FO DO+        ง. OD OB+  
 
การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
•  ผลที่ไดจากการคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร a  เปนดังน้ี 
1. ถา 0a =  จะได 0ua =  
2. ถา 0a >  จะได ua  เปนเวกเตอรที่มีทิศเดียวกนักับ u  แตมีขนาดเปน ua ⋅  
3. ถา 0a <  จะได ua  เปนเวกเตอรที่มีทิศตรงขามกับ u  และมีขนาดเปน ua ⋅  
หมายเหต ุการคูณดวยสเกลาร มีสมบัติการเปลี่ยนกลุม และการแจกแจง เชนเดียวกับจํานวน
จริง น่ันคือ u)ab()ub(a = ,  ubuau)ba( +=+ ,  และ vaua)vu(a +=+  
 
•  ความสัมพันธของ “การคูณดวยสเกลาร” และ “การขนานกันของเวกเตอร” 
เม่ือ 0u ≠  และ 0v ≠  จะไดทฎษฎีวา 
1. u  จะขนานกับ v  ก็ตอเม่ือ มีคา 0a ≠  ที่ทําให vau =  
2. ถา u  ไมขนานกับ v , หาก 0vbua =+  แสดงวา 0a =  และ 0b =  
 
โจทย 
(21) กําหนดให w2v3v4u −=+  และ u5w2w4v3 +=−  
ถา 12w =  จงหาคา wvu ++  
 

(22) wv2u −=  โดยที่ 1wv ==  และมุมระหวาง v  กับ w  เปน °120  
จงหามุม θ  ระหวาง u  กับ v  
 

(23) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ u  ขนานกับ v  
จงหาคา x  ที่ทาํให 2 2(x 6x 2)u v (x 2x )u x v+ − − = − +  
 

(24) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ v3u)x1(vu)5x( 2 −−=−−  แลว 
u  จะขนานกับ v  เม่ือ x  มีคาเทาใด 
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A  

C  D  

B  

M 

N  

(25) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ v3u)x1(vu)5x( 2 −−=−−  แลว 
u  กับ v  จะมีทิศทางเดียวกัน เม่ือ x  มีคาเทาใด 

 

(26) u  กับ v  มีทิศทางเดียวกัน ถา v
3
2

u100v)x36(u
5
2 2 +=−+  จงหาคา x  

 

(27) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ u  ไมขนานกับ v  
จงหาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ vyu)y22(v)8x(ux −+=−+  
 

(28) 0u ≠ , 0v ≠  และ u  กับ v  ไมขนานกัน 
ถา )v2u(b)vu3(av8u3 −++=+  จงหาคา a  และ b  
 

(29) ถา u  ไมขนานกับ v  และ v)1ba2(u)b4a(w ++++= , 
v)1b3a2(u)2a2b(s −−++−=  จงหาคา a  กับ b  ที่ทําให s2w3 =  

 
เวกเตอรกับเรขาคณิต 
•  เราสามารถใชความรูเกี่ยวกับเวกเตอร พิสูจนสวนประกอบของรูปเรขาคณิตหลายเหลี่ยมได 
รวมทั้งแกโจทยปญหาประเภท “เขียนเวกเตอรที่กําหนด ในรูปผลรวมเชิงเสนของเวกเตอรอ่ืน” 
 

ตัวอยาง [Ent’35] สี่เหลี่ยมจัตุรัส ABCD  มีจุด M และ N  อยูที่กึ่งกลางดาน BC  และ CD  
ตามลําดับ จงหา AB  ในเทอมของ AM  กับ AN 
 

วิธีคิด วาดภาพตามโจทยไดดังรูป    •  เริม่ตน เขียน AB  ในเทอมของเวกเตอรใดๆ กอน 
เชน     AB AM MB= +     ____________________ (1) 
จากนั้นพยายามเปลี่ยน MB  ใหเปน AM  หรือ AN ใหได 
     •  จากรูป เราเชื่อม MB  กับ AN ไดดังน้ี 

                  
AB AN NC CB

1
AN AB 2MB

2

= + +

= + +
 

หรือจัดรูปสมการไดวา   1 1
MB AB AN

4 2
= −  _________________ (2) 

เม่ือแทนคาจากสมการ (2) ลงใน (1) ก็จะไดคําตอบ   1 1
AB AM ( AB AN)

4 2
= + −  

                4 2
AM AN

3 3
= −          ตอบ 

 

•  เทคนิคทีใ่ชในการแกโจทยปญหาแบบนี้ คือ .. (ดูตัวอยางประกอบ) 
1. เขียนเวกเตอรที่กําหนด ในรูปผลรวมของเวกเตอรอ่ืน แบบใดก็ไดกอน 
2. พยายามเปลี่ยนเวกเตอรที่ไมตองการ เปนผลรวมของเวกเตอรทีต่องการ ไปทีละขั้นๆ 
3. เม่ือเหลือเพียงเวกเตอรที่ตองการแลว ก็จัดเปนรูปอยางงาย แลวจึงตอบ 
4. บางครั้งเราตองอาศัยสมการเวกเตอรอ่ืน เพ่ือชวยแปลงใหเปนเวกเตอรที่ตองการ 
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โจทย 
(30) สี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  มีจุด P  เปนจุดที่เสนทแยงมุมตดักัน จุด Q  อยูบนดาน AB  
โดย 5:3QB:AQ =  ถา AB u=  และ AD v=  จงหา PQ  ในเทอมของ u  กับ v  
 

(31) จากภาพ EF : FB 2 :1=  จงหา AF  ในรูปผลรวมของ a  กับ b  

(32) จากภาพ จุด B  แบงครึ่งดาน AC , จุด M แบงครึ่งดาน AD , และจุด N กับ O  แบง
ดาน DC  ออกเปนสามสวนเทาๆ กัน ถา AB a=  และ BD a b= +  จงหา MN ในรูปของ 
a  กับ b  

 

(33) สามเหลีย่ม ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ ให AB a=  และ AC b=  ถา AD , BE , 
CF  คือมัธยฐานของสามเหลี่ยม ตัดกันที่จุด O  จงเขียน DO  ในรูปของ a  กับ b  

 

(34) สี่เหลี่ยม ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน จุด E  อยูบน CB  โดย 1
CE CB

3
= , จุด F  

เปนจุดตัดของ AC  กับ DE , หาก EF a ED=  และ CF b CA=  จงหาคา a  กับ b  
 

(35) ให D  เปนจุดแบงดาน AC  ของสามเหลี่ยม ABC  โดยที่ AD : DC m :n=  
จงหา BD  ในเทอมของ BA  กับ BC  
 

(36) สามเหลีย่ม ABC  มีจุด D  กับ E  เปนจุดกึ่งกลางดาน AB  กับ AC  ตามลําดับ 

จงพิสูจนวา (36.1) DE  ขนานกับ BC  (36.2) 1
DE BC

2
=  

 

(37) ในสี่เหลีย่มคางหมูรูปหน่ึง จงพิสูจนวา สวนของเสนตรงทีล่ากเชื่อมจุดกึ่งกลางของดานที่
ไมขนานกันน้ัน จะขนานกับฐาน และยาวเปนครึ่งหน่ึงของผลบวกดานคูขนาน 
 
เวกเตอรในระบบแกนพิกัดฉาก 
•  เวกเตอรทีก่ลาวถึงที่ผานมาทั้งหมด เปนการมองในพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate หรือ 
r−θ ) คืออางถึงเวกเตอรใดๆ ดวยคา ขนาด (ความยาว) และทศิทาง (มุมที่วัดทวนเขม็นาฬิกา
จากแกน +x) แตนอกจากนั้นเรายังสามารถอางถึงเวกเตอรเหลานี้ในพิกัดฉาก (Cartesian 
Coordinate หรือ x y− ) ได ดวยคาทิศทางในแนวนอน )x(∆  และแนวตั้ง )y(∆  ดังภาพ 
 

E  D  

A  C    B  

  F  
a  a2  

a4  

 b  

Fig. (31)  

D  

A    B  
 C  

 M 

N  
O  

Fig. (32)  
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O 

u  
  P (3,4) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
3

u  

  Q (-1,-6) 

  R (2,-2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
3

v  v  
A (x1,y1) 

B (x2,y2) 

2 1

2 1

x xx
AB

y yy

−∆ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 
 
 
 
 
•  ความสัมพันธระหวางพิกดัเชิงขั้ว กับพิกัดฉาก 

x r cos
y r sin

∆ = θ
∆ = θ

   
2 2r ( x) ( y)

tan ( y/ x) slope

= ∆ + ∆

θ = ∆ ∆ =
 

•  เวกเตอรสองอันจะเทากัน ก็ตอเม่ือ x∆  เทากัน และ y∆  เทากัน เชน ในภาพ vu =  
•  เวกเตอรสองอันจะขนานกัน ( v//u ) ก็ตอเม่ือความชันเทากัน 
(มีทั้งแบบทศิเดียวกัน และทิศตรงขามกัน) 
และเวกเตอรสองอันจะตั้งฉากกัน ( vu ⊥ ) ก็ตอเม่ือความชันคูณกันได 1−  
•  การบวกลบเวกเตอร และการคูณดวยสเกลาร จะไดผลเชนเดียวกับเมตริกซ น่ันคอื 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
db
ca

d
c

b
a   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

kb
ka

b
a

k  

หมายเหตุ บางตําราใช a,b⎡ ⎤⎣ ⎦ แทน a
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
โจทย 
(38) จงเขียน PQ  ใหอยูในระบบแกนฉาก เม่ือกําหนดจุดดังน้ี 
 (38.1) )7,3(Q),4,2(P   (38.2) )5,4(Q),3,2(P −−  
 

(39) ถา 3
PQ

2
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ใหหา 

 (39.1) จุดเริ่มตน เม่ือสิ้นสุดที่ )5,2(Q −−  
 (39.2) จุดสิ้นสุด เม่ือเริ่มตนที่ )6,4(P −  
 

(40) คูอันดับ )1,7(C),3,6(B),4,3(A −−  จงหาเวกเตอร AB, AC, BC  พรอมขนาด 
 

(41) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
4
3

w,
2
2

v,
4
3

u  จงหา wv3u2 +−  และ wv3u2 +−  
 

(42) เวกเตอรในแตละขอ ขนานกันหรือไม ถาขนานใหบอกวามีทิศเดียวกันหรือตรงขามกัน 

 (42.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
0  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−2
0    (42.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
4  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
2  

 (42.3) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
0  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
3    (42.4) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−14
7  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−2
1  
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(43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2
1

w,
1
2

v,
4
3

u  จงเขียน w  ในรูปของ vbua +  
 

(44) ใหเขียนเวกเตอร ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9
6

w  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
1

v,
1
4

u  
 

(45) สี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  มี 2 3
AB , AD

3 4
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 จงหาผลบวกของกําลังสอง

ของความยาวเสนทแยงมุมทั้งสองเสน 
 
เวกเตอรหนึ่งหนวย (Unit Vector) 
•  เวกเตอรหน่ึงหนวยก็คือเวกเตอรที่มีขนาดเปน 1 
เวกเตอรหน่ึงหนวยที่สําคญัในระบบพิกดัฉาก มีอยู 2 ตัว ไดแก i  กับ j  
โดย i  แทนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง +x และ j  แทนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง +y 

น่ันคือ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

i  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

j  

•  จากนี้ เราสามารถเขียนเวกเตอร ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a  ใดๆ ในรูป “ผลรวมเชิงเสนของ i  กับ j ” ไดเสมอ 

หรือ jbia
b
a

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  น่ันเอง ซ่ึงการเขียนในรูปแบบ jbia +  น้ันก็เปนที่นิยมกวา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a  

 

•  สวนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทิศทางของ AB  ใดๆ (ที่ไมใช 0 ) สามารถสรางไดจากการนํา

ขนาดของ AB  มาหาร (เพ่ือทําใหขนาดเหลือเพียง 1 หนวย) เขียนเปนสัญลักษณไดวา AB

AB
 

 

โจทย 

(46) กําหนดให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
3
5

w,
1
4

v,
2
3

u  จงเขียนเวกเตอรตอไปน้ีในรูป i  กับ j  

 (46.1) u    (46.2) v    (46.3) w  
 (46.4) vu +    (46.5) wu2 −  
 

(47) กําหนดคูอันดับ )3/16,2(D),4,3(C),2,4(B),2,1(A −−−−−  จงหา 
 (47.1) 2AB 3CD−  ในรูป i  กับ j   (47.2) 2AB 3CD−  
 

(48) กําหนดให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
8
2

v,
4
3

u  จงหา 

 (48.1) เวกเตอรหน่ึงหนวย ที่มีทิศทางเดยีวกับ u  
 (48.2) เวกเตอรหน่ึงหนวย ที่มีทิศทางตรงขามกับ v  
 (48.3) เวกเตอรขนาด 3 หนวย ที่มีทศิทางเดียวกับ vu+  
 (48.4) เวกเตอรขนาดเทากับ vu−  และมีทิศทางเดียวกับ vu+  
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(49) ถา j4i3u +=  ขนานกับ PQ  ซ่ึงมีขนาด 15 หนวย, จุด P  คือ )4,2(  จงหาจุด Q  
 

(50) กําหนดจุด )d,c(P  และ )bd,ac(Q ++  จงหาเวกเตอรหน่ึงหนวยทิศตรงขามกับ PQ  

(51) จงหาเวกเตอรขนาด 23  หนวย ทํามุม °45  กับ j  และตั้งฉากกับ 1 1
i j

2 2
− +  

 
การคูณเวกเตอร 
•  การคูณเวกเตอรคูหน่ึง จะเกิดผลลัพธได 2 แบบ คือ หน่ึง การคูณแบบดอท (Dot Product) 

vu ⋅  ใหผลลัพธเปนสเกลาร (ตวัเลข) อาจเรียกวาผลคูณเชงิสเกลาร (Scalar Product) และ
สอง การคูณแบบครอส (Cross Product) vu ×  ยังคงใหผลลพัธเปนเวกเตอร อาจเรียกวาผล
คูณเชิงเวกเตอร (Vector Product) ซ่ึงในที่น้ีเราจะศึกษาเฉพาะการคณูแบบแรก (ดอท) เทานั้น 
 

นิยาม   bdac)jdic()jbia(
d
c

b
a

+=+⋅+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡    เปนการคูณแบบดอท ในพิกัดฉาก 

นอกจากนั้น ยังมีสมบัติเพ่ิมเติม เม่ือมองในพิกัดเชิงขัว้ วา   θ=⋅ cosvuvu  
เราสามารถใชสมการทั้งสองรวมกัน ในการคํานวณเกี่ยวกับมุม θ  ระหวาง u  กับ v  ได 
 
ขอสังเกต การหาขนาดผลรวมเวกเตอรดวยกฎของโคไซน อาจเขียนใหมไดวา 

)vu(2vuvu

)vu(2vuvu

22

22

⋅−+=−

⋅++=+
     เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  

 
สมบัติของการคูณเวกเตอรแบบดอท 

vua)vu(a
wuvu)wv(u

uvvu

⋅=⋅•
⋅+⋅=+⋅•

⋅=⋅•
  

2
u u u

0 u 0

u v 0 u v

• ⋅ =

• ⋅ =

• ⋅ = ↔ ⊥

  

 
•  สูตรในการหาพื้นที่สามเหลี่ยม 
เม่ือมีดานประกอบเปนเวกเตอร u  กับ v  

และมุมระหวางเวกเตอรเปน θ  คือ   θsinvu
2
1  

 
โจทย 
(52) จงหา vu ⋅  เม่ือ 

 (52.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
3
2

v,
4
3

u   (52.2) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
2
2

v,
10
4

u  

 θ  
u  

v  
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 (52.3) j5i3u −= , j2i4v +−=  (52.4) j
5
4

i
4
3

u −= , j5i2v −=  
 

(53) กําหนดคูอันดับ )4,2(C),5,3(B),2,3(A −−  จงหา 
 (53.1) AB BC⋅    (53.2) AB (BC AC)⋅ +  
 

(54) จงหามุมระหวาง u  กับ v  เม่ือกําหนด 
 (54.1) j32i2u −= , ji3v +=  
 (54.2) j2i32u += , j3i33v +−=  
 (54.3) j3i2u += , j2i3v +−=  
 

(55) จงแสดงวาสามเหลี่ยม ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยอาศัยการคูณเวกเตอร เม่ือ
กําหนดคูอันดับดังน้ี  )14,10(C),4,6(B),2,2(A −  และใหบอกวามุมใดเปนมุมฉาก 
 

(56) jiu +−=  และ jxi2v +=  ถามุมระหวาง u  กับ v  เปน °135  จงหาคาของ x  
 

(57) ถา u  กับ v  ทํามุมกัน °60  และ 2u = , 3v =  จงหามุมระหวาง uv−  กับ u  
 

(58) j4i3u −=  และ  24)vu(u =−  จงหา θcosv  เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  
 

(59) OP 3i 4 j= − , OQ 12i 5 j= +  ลากเวกเตอร QR  ตั้งฉาก OP  ที่จุด R  จงหา OR  
 

(60) กําหนดให )5,6(D),3,7(C),2,1(B),1,1(A −−  เปนจุดยอดของสี่เหลี่ยม 
ABCD  ใหหาขนาดของมุมแหลม ที่เกิดจากเสนทแยงมุมตัดกัน 

 

(61) จงหาพื้นที่สามเหลี่ยมตามที่กําหนด 
(61.1) สามเหลี่ยม OAB  เม่ือ OA 3i 5 j= + , OB 8i 2 j= +  
(61.2) สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  เม่ือ AB 2i 2 j= + , AC 3i 3 j= − +  
(61.3) สามเหลี่ยมที่มี vu+  กับ vu−  เปนดานสองดาน เม่ือ ji2u −= , jiv +=  
 

(62) ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน มีพ้ืนที่ 24  ตารางหนวย และ AB AD 3⋅ =  จงหาคา 
)BÂD(tan  เม่ือ Â  เปนมุมแหลม 

 

(63) [Ent’36] 2 1
u , v

5 2
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ถา 11wu −=⋅  และ 8wv =⋅  จงหา vw−  

 

(64) กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม ที่มี AB u= , BC v= , CA w=  โดย 7u = , 
w 15=  และ 28vu =⋅  จงหาคา )u2v(w −  

 

(65) ใหนิยาม j)adbc(i)bdac(vu −−+=∗  เม่ือ jbiau += , jdicv +=  
ถา j4i3a −= , j3i2b −= , j2i3c +=  จงหา )cb(a ∗⋅  
 

(66) ถา 0wvu =++ , 2u = , 3v = , 4w =  จงหา vu ⋅  
 

(67) jyixa += , j3i4b −= , j5i5c +−=  ถา ba ⊥  และ 3a = , 0ca >⋅  จงหา
คา yx +  
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O 

 3  
  P 

  Q 
  1 

    °60  
R 

 v    u  

 vu+  
v  

 u  
vu+   v−  vu−  

 u  
v  

 u  
vu−  

40 km/h 

 60 km/h 

   5 

12 

10 

(68) j4i3u −= , j3i2v −=  ถา a  เปน unit vector ที่ตั้งฉากกบั u  จงหาคา av ⋅  
 

(69) เวกเตอรใดประกอบกนัเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 ก. j3i2,j5i,j2i3 +++    ข. j3i2,j5i,j2i3 +−−  
 ค. j3i2,j5i,j2i3 +−−−    ง. j2i3,j3i2,j2i3 +−+−  
 

(70) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 ก. ถา 1cos2 =θ  โดย θ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  แลว v//u  

 ข. ji2 +  ตั้งฉากกับ j
5

12
i

5

6
+−  

ค. vvvu2uu)vu()vu( ⋅+⋅+⋅=+⋅+  
ง. ถา u 3i 4 j, v 2 i j= − = +  แลวมุมระหวาง u  กับ v  เปน )55/2arccos(  

 

 
(71) จากภาพ จงหา PQ RQ⋅  
 
 
 
 
 
เฉลย 
 
(1)  
 
 
(2)        (3)    (4) ระยะทาง 50  กม. ทิศ °350  
                                                                       (5) ทิศ °060  ระยะทาง 500 3  
                                                                       กม.   (6) 300  กม.ตอ ชม. ในทิศ  
                                                                       037 °  โดยประมาณ   (7) 2150   
                                                                       กม.ตอ ชม.   (8) ทิศ 323 °  โดย 
ประมาณ ดวยอัตราเร็ว 5  กม.ตอ ชม.   (9) u  มีขนาด 36  หนวย ทศิ 60 °  หรือ 120 °  
และ v  มีขนาด 6  หนวย ทศิ 30 °  หรือ 150 °    (10) vu + , 22

vu + , และ 

vu −    (11) vu − , 22
vu + , และ vu +    (12) 6 , 2    (13) 20    (14) 

°150    (15) 106    (16) 14    (17) )5/3(arccos    (18) 415    (19) 4 /5π    
(20) ก. เพราะ AD  ยาว 4  ซม.   (21) 18 6 12 36+ + =    (22) )72/3(arcsin    
(23) 3/1,2,1x −−≠    (24) 2,3x −≠    (25) 2x3 <<−    (26) 3/4x3/4 <<−    
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(27) 6x =  และ 2y =    (28) 2a =  และ 3b −=    (29) 2a =  และ 1b −=    (30) 

v
2
1

u
8
1

−−    (31) 1
a b

3
+    (32) b

6
1

a +    (33) )ba(
6
1

+−    (34) 4/1ba ==  

(ใชเทคนิค ∆  คลาย ADF  กับ CEF )   (35) nBA mBC
n m

+
+

   (36) ...    (37) ...   (38) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
1 , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−8
6    (39) )7,1(P − , )4,1(Q −    (40) 58

7
3

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ , 5
3
4

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ , 

17
4
1

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

   (41) 13 , 2615 −    (42.1) ขนานกนั ทิศตรงขาม   (42.2) ขนานกัน 

ทิศเดียวกัน   (42.3) ไมขนานกัน   (42.4) ขนานกัน ทิศเดียวกัน   (43) v
11
10

u
11
3

−    (44) 

v2uw +=    (45) 50 26 76+ =    (46.1) j2i3 −    (46.2) ji4 +−    (46.3) j3i5 −    
(46.4) ji−−    (46.5) ji−   (47.1) j20i21 +−  

(47.2) 22 2021 +    (48.1) j
5
4

i
5
3

−    (48.2) )j4i(
17

1
−    (48.3) )j4i(

17

3
+    

(48.4) )j4i(
17

13
+    (49) )16,11(  หรือ )8,7( −−    (50) 

22 ba

jbia

+

−−    (51) j3i3 +    

(52) 18 , 28− , 22− , 2/5−    (53) 37− , 11    (54) °30 , °60 , °90    (55) 
AB AC 0⋅ =  และมุม A เปนมุมฉาก   (56) 0    (57) arccos ( 1/2 7)−    (58) 5/1    

(59) 16
(3i 4 j)

25
−    (60) arccos (2/ 5)    (61.1) 17  ตารางหนวย   (61.2) 6  ตาราง

หนวย   (61.3) 3  ตารางหนวย   (62) 8    (63) 2    (64) 6    (65) 52    (66) 2/3    (67) 

5/215/125/9 =+    (68) 
5
1

±    (69) ข.   (70) ถูกทุกขอ   (71) 
4
1  
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จํานวนเชิงซอน (Complex Number) 
 
•  ระบบจํานวนที่ศึกษาเปนสวนมาก คือระบบ จํานวนจรงิ (Real Number; ) แตเราพบวา
สมการบางอยางไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนจริง เชน 2x 4 0+ =  หรือ 2x x 2 0+ + =  ฯลฯ จึง
ไดมีการสมมติคาจํานวนแบบใหมขึ้นมาใชเพ่ิมเติม เพ่ือใหทุกปญหามีคําตอบเสมอ จํานวนแบบ
ใหมน้ีเรียกวา จํานวนจินตภาพ (Imaginary Number; Im ) อยูในรูป bi  โดย b ∈  และ 
นิยามให i 1= −  เชน สมการ 2x 4 0+ =  จะได x 4= ± −  น่ันคือ x 2i, 2i= −  

สมการ 2x x 2 0+ + =  ใชสูตรหาคําตอบจะได 1 7
x

2
− ± −

=  น่ันคือ 1 7
x i

2 2
= − ±  

 
•  ระบบจํานวนที่ใหญที่สุด ซ่ึงประกอบดวยสวนจริงและสวนจินตภาพ ในรูป a bi+  (โดย 
a,b ∈ ) เรียกวา จํานวนเชิงซอน (Complex Number; ) มี a  เปนสวนจริง (Real Part) 
และ b  เปนสวนจินตภาพ (Imaginary Part) และมักแทนตัวแปรที่เปนจํานวนเชิงซอนดวย z  
 
หมายเหตุ 1. จาก z a bi= +  บางทีเขียนวา a Re(z)=  และ b Im(z)=  ก็ได 
2. สามารถใชคูอันดับ (a,b)  แทนจํานวนเชิงซอน z a bi= +  ได และทาํใหแผนภาพเปลี่ยน
จากเสนจํานวนในแกนนอน 1 มิติ กลายเปนระนาบ 2 มิติ (คือมีแกนจริง; Real Axis กับแกน
จินตภาพ; Imaginary Axis) เรียกวา ระนาบเชิงซอน (Complex Plane) 
3. บางตําราใช j 1= −  แทน i  เพ่ือปองกันการสับสนกับตัวแปรอ่ืน เชน กระแสไฟฟา 
4. ขอสังเกต ... 2i 1= −  ... 3i i= −  ... 4i 1=  
        5i i=  ... 6i 1= −  ... 7i i= −  ... 8i 1=  ... กําลังของ i  มี 4 แบบหมุนเปลี่ยนกัน 
 
•  นิยาม ในการคํานวณเราปฏิบัติเหมือนกบั i  เปนตวัแปรหนึ่ง (ซ่ึง 2i 1= − ) เพียงเทานั้น 
1. การเทากัน  a bi c di+ = +  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d)=  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  
2. การบวก  (a bi) (c di) (a c) (b d)i+ + + = + + +  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d) (a c,b d)+ = + +  
3. การคูณ  (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i+ × + = − + +  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d) (ac bd,ad bc)× = − +  
•  สมบัติของจํานวนเชิงซอน เหมือนกับสมบัติของจํานวนจริงทุกประการ (เพราะจํานวนจริงก็
คือจํานวนเชิงซอนประเภทหนึ่ง) น่ันคือ มีสมบัติปด, การสลับที่การบวกและคูณ, การเปลี่ยน
กลุมการบวกและคูณ, การแจกแจง, และการมีเอกลักษณกับอินเวอรส โดยเอกลักษณการบวกก็
คือ 0  หรือ 0 0i+  หรือ (0,0)  และเอกลักษณการคูณคอื 1 หรือ 1 0i+  หรือ (1,0)  
เชนเดียวกบัในระบบจํานวนจริง 
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•  ดังน้ัน อินเวอรสการบวกของ z a bi= +  ก็คือ z a bi− = − −  

และอินเวอรสการคูณของ z a bi= +  คือ 1 1 1
z

z a bi
− = =

+
 ซ่ึงสามารถทําใหอยูในรูปปกติ

ไดโดยนํา a bi−  คูณทั้งเศษและสวน จะได 2 2 2 22 2

a b1 a bi
i

a b a ba bi a b
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

และมีทฎษฎบีทวา 1 1 1
1 2 1 2(z z ) z z− − −=  และ n 1 1 n n(z ) (z ) z− − −= =  

 
•  หมายเหตุ ในระบบจํานวนเชิงซอนจะไมมีการเปรียบเทียบมากกวา, นอยกวา 
 
โจทย 
(1) 1z (2, 3)= − , 2z ( 4, 1)= − − , 3z ( 2,1)= −  จงหาคา 

(1.1) 1 2z z+     (1.4) 1 2z z  
(1.2) 1 3z z−     (1.5) 1 3z z  
(1.3) 1 22z 3z+    (1.6) 1 2 3z (z z )+  

(2) จงหาอินเวอรสการบวก และอินเวอรสการคูณ ของ 
 (2.1) 1z (2, 3)= −    (2.3) 3z ( 2,1)= −  
 (2.2) 2z ( 4, 1)= − −    (2.4) 4z (1,0)=  
(3) จงหาคาของ 
 (3.1) (6,4) (3,5)−    (3.4) (3, 2) (5,4)− ÷  
 (3.2) ( 3, 2) ( 4,2)− − − −   (3.5) (7,2) (0,3)÷  
 (3.3) ( 4,3) (5, 6)− − −   (3.6) (6,3) (3,0)÷  
(4) จงหาคาจํานวนจริง x  และ y  เม่ือ 
 (4.1) (x,y) ( 2,4) ( 4, 1)+ − = − −  
 (4.2) (x,y) (2, 3) ( 5, 3)× − = − −  
 (4.3) (3,1) (x,y) (1, 2)÷ = −  

 (4.4) 1 i 2 i
x 2y i

i i
+ +

− = +  

(5) 2 2x y 2xyi 1 i 0+ + − − =  จงหาคา x  และ y  
(6) ถา 1z (2, 3)= −  จงหาคา 2

12z−  
(7) จงหาคาของ 

 (7.1) 2 3i
4 2i

+
−

 

 (7.2) 2 i 3 4i
2 i 1 2i

+ +
+

− +
 

 (7.3) 14 23i 16 12i
3 4i 4i

− + +
+

+
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(8) จงหาคาของ 
3

3 4i 3 4i
3 4i 3 4i

+ −⎛ ⎞−⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 

(9) ใหหาคาตอไปน้ี 
 (9.1) 29i     (9.3) 451i  
 (9.2) 42i     (9.4) 4,040i  
(10) จงหาคา 135 136 137 138i i i i+ + +  และ 135 136 137 138i i i i  
(11) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 9 10 126z i i ... i= + + +  เม่ือ 2i 1= −  แลว จงหาคา 12z−  

(12) จงหาอินเวอรสของ 
4(1 i)

1 i
+
−

 

(13) จงหาคาของ 
 (13.1) 12(1 i)+  

 (13.2) 
2(1 i) (1 i) 1
1 i

+ + + +
+

 

 (13.3) 
16

10

(1 i)
(1 i)

+
−

 

(14) จงหาคา m I+∈  ที่นอยที่สุด ที่ทําให 
5m m

1 i 1 i
1 i 1 i

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ − ⎠ ⎝ + ⎠

 

 
สังยุค และคาสัมบูรณ 
•  ในเศษสวนหนึ่งๆ เม่ือมีจํานวนเชิงซอน a bi+  เปนตัวสวน จะนํา สังยุค (conjugate) ของ 
a bi+  คือ a bi−  มาคูณทั้งเศษและสวน เพ่ือใหตัวสวนกลายเปนเลขจํานวนจริง ( 2 2a b+ ) 
สัญลักษณที่ใชแทนสังยุคของ z a bi= +  คือ z a bi= −  
 
•  คาสัมบูรณ (absolute value) ของจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนใดๆ คือระยะหางจากจุดนั้น
ไปถึงจุดกําเนิด (0,0)  ดังน้ัน 2 2a bz a bi= = ++  
 
•  สมบัติของสังยุคและคาสัมบูรณ 
1. z z=  ก็ตอเม่ือ z  เปนจํานวนจรงิเทานั้น    และ z z=  เสมอ 
2. 1 1(z ) (z)− −=  และ 11 zz

−− =  
3. n n(z ) (z)=  และ nn zz =          n I+∈  
4. 1 2 1 2z z z z± = ±  
5. 1 2 1 2z z z z=  และ 1 2 1 2z z z z÷ = ÷  
6. 1 2 1 2z z z z=  และ 1 2 1 2z z z z= ÷÷  
7. z  มีคามากกวาหรือเทากับ 0  เสมอ และ 2z z z⋅ =  
8. z z z= =−  
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โจทย 
(15) 1z 2 3i= + , 2z 3 4i= −  จงหาคาของ 

 (15.1) 1 2z z+     (15.4) 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (15.2) 1 2z z−     (15.5) 2
1(z )  

 (15.3) 1 2z z  
(16) ถา 1z 3 4i= +  และ 1 2 2z z z 4 0+ − =  จงหาคา 1

2z−  
(17) จงหาคา z  ที่สอดคลองกับสมการ z i 3 2 z 1 2i+ + − = +  
(18) จงหาคาของ 
 (18.1) 3 4i+    (18.4) 4 0i− +  
 (18.2) 5 12i− +    (18.5) (0, 5)−  
 (18.3) 7i−  
(19) จงหาคา z  เม่ือ z  คือ 

(19.1) 
2 4

2

(1 3 i) ( 3 i)

(1 3 i)

+ −

−
  (19.3) 

4

16

(3 4i)
(1 i)

+
+

 

(19.2) 
5

6

2i(1 3 i)

(1 2 i)

− +

+
   (19.4) 1 4((1,1) )−  

(20) จงหาคาของ 
3

(2 i)(3 2i)(4 3i)(5 4i)
(1 2i)(2 3i)( 4 5i)
− + − +

+ − − −
 

(21) ถา z (1 3 i)( 3 i)(1 i)= + − +  จงหาคา 1z −  

(22) ถา 1 2z z 0+ =  และ 1 2 1z z= =  จงหาคา 
1 2

1 1
z z

+  

(23) จงหาคา z  เม่ือ 

 (23.1) z 1
1

z 3 2i
+

=
+ −

 และ 149z =  

 (23.2) z 1
1

z (3 2i)
+

=
+ −

 และ z z 29=  

(23.3) z 4 1
z 8

− =
−

 และ z 12 5
z 8i 3

−
=

−
 

(24) ถา 2z 12 z 3=+ +  จงหาคา z  

(25) เม่ือ z 1≠  จงหาคา 1 zRe
1 z

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ − ⎠

 

(26) [Ent’ต.ค.41] ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง (i 1)(z 1) 1+ + = −  แลว จงหาสวนจริงของ
จํานวนเชิงซอน 15z(z z)−  
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(27) ขอใดไมใชกราฟวงกลม 
 ก. z z 1=     ค. 2z z z+ =  
 ข. z z z+ =     ง. 3z i z 3i=+ +  
(28) จงเขียนกราฟของ 

(28.1) 1z (2 3i) =− +  
 (28.2) 3z 2 z 2 4i=+ − +  
 (28.3) 10z 2i z 2i+ =+ −  
หมายเหตุ โจทยขอน้ีอาจเปลี่ยนเปน “จงหาคา z  ที่สอดคลองกับสมการตอไปน้ี” ก็ได และ
คําตอบจะมีไดมากมาย (ทุกๆ จุดในกราฟ) เพราะตัวแปร z  น้ัน สมการเดียวไมเพียงพอ 
 
รูปเชิงข้ัว (Polar Form) 
•  การอางถึงพิกัด (a,b)  ของจํานวนเชิงซอน อาจจะกลาวไดอีกแบบเปน (r, )θ  โดยที่ r  
แทน “ระยะหางจากจุดกําเนิด” (modulus) และ θ  แทน “ทิศทาง” (argument) (มุมวัดทวนเข็ม
จากแกน x+ ) เรยีกรูปแบบน้ีวา รูปเชิงขัว้ ซ่ึงความสัมพันธระหวางสองระบบนี้เปนดังน้ี 

a r cos= θ    2 2r a b z= + =  
b r sin= θ    tan (b/a)θ =  

เราอาจเขียนรูปทั่วไปของ z a bi= +  ไดใหมวา z (r cos ) (r sin )i= θ + θ  
หรือ z r (cos i sin )= θ + θ   
 
หมายเหตุ 1. จาก z r (cos i sin )= θ + θ  บางทีเขียนวา r Abs(z)=  และ Arg(z)θ =  
2. บางตําราใชสัญลักษณ z r= ∠θ  หรือ z r cis= θ  เพ่ือความสะดวกในการเขียน, คํานวณ 
 
•  รูปเชิงขั้วสามารถนํามาใชประโยชนในการคูณ หาร ยกกําลัง และถอดรากของจํานวน
เชิงซอนไดสะดวก โดยมีทฤษฎีอยูดังน้ี 
 ถา 1 1 1 1z r (cos i sin )= θ + θ  และ 2 2 2 2z r (cos i sin )= θ + θ  แลว 
1. 1 2 1 2 1 2 1 2z z r r (cos( ) i sin( ))= θ +θ + θ +θ  
2. 1 2 1 2 1 2 1 2z /z (r /r )(cos( ) i sin( ))= θ −θ + θ −θ  
3. n nz r (cos(n ) i sin(n )) = θ + θ →  ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ (De Moivre’s Theorem) 
4. รากที่ n  ของ z  มีอยู n  คําตอบเสมอ เพราะมาจากสมการ n? z=  

คําตอบแรก คอื n nz r (cos( ) i sin( ))
n n
θ θ

= +  และคําตอบที่เหลือจะมีขนาดเทากันแต

มุมตางๆ กัน หาคามุมไดจากการแบงวงกลม 360° ออกเปน n  สวนเทาๆ กนัโดยมีมุม /nθ  
น้ีเปนจุดๆ หน่ึงในบรรดาคาํตอบ หรือเขยีนเปนสูตรวา 
n nz r (cos( ) i sin( ))

n n
θ θ

= + + +
360° 360°

k k
n n

   โดย k 0, 1, 2,..., (n 1)= −  
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โจทย 
(29) ใหเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปน้ีเปนรูปเชิงขัว้ 
 (29.1) 1 3 i− −    (29.4) 5−  
 (29.2) (4, 4)−     (29.5) 4i  
 (29.3) (10,0)     (29.6) 3i−  
(30) ถา 1z 4(cos30 i sin30 )= ° + °  และ 2z 3(cos180 i sin180 )= ° + °  
จงหาคา 1 2z z  ในรปู a bi+  
(31) ถา 1z 2(cos18 i sin18 )= ° + ° , 2z 3(cos72 i sin72 )= − ° + °  และ 

3z 4(cos30 i sin30 )= − ° + °  จงหาคา 1 2 3z z z  และ 1 2

3

z z
z

 ในรูป a bi+  

(32) ถา 1z 2(cos15 i sin15 )= ° + ° , 2z 2 (cos i sin )
3 3

= −
π π  จงหาคา 6

1z  และ 
8
2z  ในรูป a bi+  

(33) จงหาคา 8( 3 i)+  โดยวิธียกกาํลังโดยตรง และวธิีแปลงเปนเชิงขัว้กอน 
(34) [Ent’ต.ค.42] ถา z 2 2 3 i= − +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 17z  อยูในควอดรันตใด 
(35) จงหาคา 0z  และ 10z−  เม่ือ z 1 3 i= − +  
(36) จงหาคาของ 

 (36.1) 
50

3 i
2 2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (36.2) 
8 8

1 3 1 3
2 2

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 (36.3) 
30

10

(1 i)

( 2 2 i)

+

−
 

(37) [Ent’มี.ค.44] ถา 32z 1 3 i= +  และ 
18

27

z
a bi

i z
= +

−
 เม่ือ a  และ b  เปนจํานวน

จริง จงหาคา a b+  
(38) [Ent’ต.ค.43] กําหนดให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนที่ 1 2 22z z 1 z= +  และ 

6
1z (cos i sin )

18 18
= +

π π  จงหาอินเวอรสการคูณของ 2z  

(39) จงหาคา 
 (39.1) รากที่สี่ของ 8 8 3 i− +  
 (39.2) รากที่สามของ 8i  ในรปู a bi+  
 (39.3) รากที่สามของ 8i−  
 (39.4) รากที่สองของ 4 4 3 i− +  

(39.5) รากที่สองของ 2 3 2i− −  
 (39.6) รากที่สองของ 15 8i− −  
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(40) จงหารากที่สองของ 3 4i+  โดยวิธีสมมตคิําตอบ 2(x yi) 3 4i+ = +  

[Hint : สูตรลดัในการหารากที่สองคือ r a r a
a bi i

2 2
+ −

± = − ] 

(41) ถาสมการ 2x 2 2 3 i= − −  มีคําตอบเปน 1z  และ 2z  แลว จงหาคา 2 2

1 2z z+  
 
สมการพหุนาม 
•  จากนี้สมการพหุนามดีกรี n  ในรูป n n 1 n 2

n n 1 n 2 0a x a x a x ... a 0− −
− −+ + + + =   จะหา

คําตอบได n  จํานวนเสมอ ซ่ึงใน n  คําตอบนี้ อาจเปนจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนปนกันอยู 
สามารถคํานวณโดยแยกคําตอบที่เปนจํานวนจริงออกจนเหลือเพียงดีกรีสอง แลวอาศัยสูตร 

2b b 4ac
x

2a
− ± −

=  ชวยในการหาคําตอบที่เปนจํานวนเชิงซอน 

ขอสังเกต 
1. จากสูตรนี้ทําใหเราพบวา ในสมการที่สัมประสิทธิท์ัง้หมดเปนจํานวนจริง ถา a bi+  เปน
คําตอบหนึ่งของสมการแลว จะมีสังยุค a bi−  เปนอีกคําตอบดวยเสมอ 
2. ทฤษฎีเศษเหลือ และทฤษฎีตวัประกอบ (หารลงตวั) ของพหุนาม ที่เคยไดศึกษาในหัวขอ
จํานวนจริง ยังคงใชไดกับจํานวนเชิงซอน และนอกจากนี้การหารสังเคราะหก็ยังใชไดเชนกัน 
 
โจทย 
(42) จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 
 (42.1) 2x 16 0+ =  
 (42.2) 22x 3x 4 0− + =  
 (42.3) 32x x 1 0− + =  
(43) หาคาสัมบูรณของรากสมการ 2 2z (1 z ) 16− =  
* (44) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (44.1) 22x (1 2i)x 1 8i+ − + =  
 (44.2) 22ix 3x 3i 0− − =  
 (44.3) 2x 2(i 1)x 1 2i 0+ − − − =  
 (44.4) 2x (2 3i)x 1 3i 0− + − + =  
 [Hint : สูตรของสมการดีกรีสอง สามารถจัดรูปใหมไดวา 2 2(2ax b) b 4ac+ = − ] 
(45) จงแสดงวา 2 3i+  เปนคําตอบหนึ่งของ 3 2x 3x 9x 13 0− + + =  โดยการแทนคา 
และการแยกตวัประกอบ 
(46) จงหาคาสัมบูรณของผลบวกของรากสมการ 3 2x 17x 83x 67 0− + − =  
(47) จงหาผลบวก และผลคณู ของรากทั้งหมดของสมการ 3 2z 2z 9z 18 0+ + + =  

     [Hint : n n 1
n n 1 0a x a x ... a 0−

−+ + + =  มีผลบวกรากเปน n 1

n

a
a

−−  และผลคูณ n 0

n

( 1)
a
a

− ] 
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(48) สมการกําลังสอง 2Ax Bx C 0+ + =  มีรากหนึ่งเปน 4 3i+  จงหาคา A B C+ +  
(49) 2  และ 1 i−  เปนคําตอบของสมการกําลังสาม สมการใด 
(50) จงหาสมการพหุนามกําลังสี่ ซ่ึงมีสัมประสิทธิเ์ปนจํานวนจริง และมี 1z 2 2 3 i= −  กับ 

2z 4i= −  เปนคําตอบของสมการ 
(51) ถา 2 2i+  เปนคําตอบของ 4 3 2x 4x x 28x 56 0− + + − =  จงหาคําตอบที่เหลือ 
(52) จงแกสมการ 4 3x 2x 4x 4+ = +  โดยทราบวามี 1 i− −  เปนคําตอบหนึ่ง 
(53) ถา 1 3 i− +  เปนรากหนึ่งของสมการ 5 3 2x 9x 8x 72 0+ − − =  จงหารากทั้งหมด 
(54) จงหารากของสมการ 

(54.1) 5 4 3 2x x x x x 1 0+ + + + + =  
[Hint : n n 1 n 2(x 1) (x 1)(x x ... x 1)− −− = − + + + + ] 
(54.2) 5 4 3 2x 3x 2x 8x 24x 16 0+ + − − − =  

(55) จงหาผลบวกของรากสมการ 6 5 4 2x x x x x 1 0− + − + − =  
(56) จงหาผลบวกของคาสมับูรณของรากสมการ 
 (56.1) [Ent’มี.ค.43] 4 2z z 2 0+ + =  

(56.2) 4 3 2x 2x 12x 8x 32 0− + − + =  
 * (56.3) 5 4x 3ix 4x 12i 0− + − =  
* (57) 3 2x (5 2i)x (7 10i)x k− − + − +  หาร x 2i+  ลงตัว จงหาคา k  
(58) ถา x 2 3 i= − −  จงหาคา 4 3 22x 5x 7x x 4+ + − +  

 [Hint : จากทฤษฎีเศษเหลอื จะไดวา f ( 2 3 i)− −  คือเศษของ 
2

f (x)
x 4x 7+ +

] 

(59) [Ent’มี.ค.42] ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง 
และสัมประสทิธิ์ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ 1 3 i+  เปนราก
หน่ึงของ P(x)  แลว รากที่เปนจํานวนจริงของ P(x)  มีคาเทาใด 
 
 
เฉลย 
(1.1) ( 2, 4)− −    (1.2) (4, 4)−    (1.3) ( 8, 9)− −    (1.4) ( 11,10)−    (1.5) ( 1,8)−    
(1.6) ( 12,18)−    (2.1) ( 2,3),(2/13,3/13)−    (2.2) (4,1),( 4/17,1/17)−    (2.3) 
(2, 1),( 2/5, 1/5)− − −    (2.4) ( 1,0),(1,0)−    (3.1) (3, 1)−    (3.2) (1, 4)−    (3.3) 
( 9,9)−    (3.4) (7/41, 22/41)−    (3.5) (2/3, 7/3)−    (3.6) (2,1)    (4.1) ( 2, 5)− −    

(4.2) 1 21
( , )

13 13
− −    (4.3) 1 7

( , )
5 5

   (4.4) 3
2,

2
   (5) 1 1

,
2 2

 หรือ 1 1
,

2 2
− −   (6) 

10 24
( , )

169 169
−   (7.1) 1 4

i
10 5

+   (7.2) 14 2
i

5 5
+    (7.3) 5 i+    (8) 

3
48 i
25

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (9.1) i    
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(9.2) 1−    (9.3) i−    (9.4) 1    (10) 0, 1−    (11) 1 i− −   (12) 1 i
4 4
−

+   (13.1) 64−    

(13.2) 5 i
2 2

+    (13.3) 8i    (14) 2     (15.1) 5 i+    (15.2) 1 7i− −    (15.3) 18 i−    

(15.4) 6 17
i

25 25
−

−    (15.5) 5 12i− −    (16) 1 i+    (17) i
2

3
+    (18.1) 5    (18.2) 13    

(18.3) 7    (18.4) 4    (18.5) 5    (19.1) 16    (19.2) 64
81

   (19.3) 625
256

   (19.4) 1
4

   

(20) 125    (21) 1/4 2    (22) 0    (23.1) 7 10i+  หรือ 10 7i− −    (23.2) 2 5i+  

หรือ 5 2i− −    (23.3) 6 17i+  หรือ 6 8i+    (24) 6    (25) 
2

2

1 z

1 z

−

−
   (26) 1

2
   (27) 

ข.   (28.1) กราฟวงกลม รัศมี 1 หนวย มีจุดศูนยกลางที่ (2,3)    (28.2) กราฟวงกลม รัศมี 
4.5  หนวย จุดศนูยกลางอยูที ่ (2.5, 4.5)−    (28.3) กราฟวงรีตามแกน y  มีศูนยกลางที่

จุดกําเนิด แกนเอกยาว 10  หนวย แกนโทยาว 2 21  หนวย   (29.1) 
2(cos240 i sin240 )° + °  หรือ 2 240∠ °    (29.2) 4 2 315∠ °    (29.3) 10 0∠ °    
(29.4) 5 180∠ °    (29.5) 4 90∠ °    (29.6) 3 270∠ °    (30) 6 3 6i− −    (31) 

12 12 3 i− +  และ 3 3 3
i

4 4
+    (32) 64i และ 8 8 3 i− −    (33) 128 128 3 i− −    

(34) 3240 Q° →    (35) 1 0∠ °  และ 102 240− ∠ °    (36.1) 1 3
i

2 2
+    (36.2) 1−    

(36.3) 32    (37) 1/ 2 ( 1/ 2) 0+ − =    (38) 3 i−    (39.1) 2 30∠ ° , 2 120∠ ° , 
2 210∠ ° , 2 300∠ °  (39.2) 2i− , i 3±   (39.3) 2 90∠ ° , 2 210∠ ° , 2 330∠ °   
(39.4) 2 2 60∠ ° , 2 2 240∠ °    (39.5) 2 105∠ ° , 2 285∠ °    (39.6) (1 4i)± −    

(40) (2 i)± +    (41) 8    (42.1) 4i±    (42.2) 3 3
i

4 2
±    (42.3) 1 1

1, i
2 2

±    (43) 2    

(44.1) 1 2i+ , 3
i

2
− +    (44.2) 15 3

i
4 4

± −   (44.3) 2 i, i− −   (44.4) 1 2i, 1 i+ +   

(45) 2(x 1)(x 4x 13) 0+ − + =    (46) 17    (47) z 2, 3i= − ± →  ตอบ 2−  และ 18−    (48) 
18   (49) 3 2x 4x 6x 4 0− + − =    (50) 4 3 2x 4x 32x 64x 256 0− + − + =    (51) 2 2i, 7− ±    (52) 

1 i− ± , 2±    (53) 1 3 i, 2, 3i− ± ±    (54.1) 1 3
1, i

2 2
− ± ±    (54.2) 

1, 2, 1 3 i− ± − ±    (55) 1   (56.1) 4    (56.2) 4 4 2+    (56.3) 3 4 2+    (57) 86i    
(58) 31−    (59) 3/4  
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   152 

ลําดับและอนุกรม (Sequence & Series) 
 
ลําดับ (Sequence) 
•  สมมติวาเรามีฟงกชัน 1n)n(f 2+=  เม่ือ ...,3,2,1n =  
เราจะได 2)1(f = , 5)2(f = , 10)3(f = , 17)4(f = , … 
คาของฟงกชันเหลานี้ที่เขียนตอกัน เปน ...,17,10,5,2  จะเรียกวา ลาํดับ 
และนิยมใช n321 a...,,a,a,a  แทน )n(f...,),3(f),2(f),1(f  
 
•  สรุปไดวา ลําดับ คือฟงกชันที่มีโดเมนเปนจํานวนนับ และนิยมเขียนฟงกชันดวย na  
เราเรียก 1a  วา “พจน (term) ที่ 1” ของลําดับ, เรียก 2a  วาพจนที่ 2 ของลําดับ, ไปเร่ือยๆ 
จนถึงพจนที่ n ใดๆ เขียนแทนดวย na  จะเรียกวา พจนทัว่ไป (general term) ของลําดับ 
เชน ลําดับ ...,17,10,5,2  มีพจนทั่วไปเปนดังน้ี 1na 2

n +=  
 
ตัวอยาง 

...,4,3,2,1   มีพจนทั่วไปเปน nan =  หรืออ่ืนๆ 
...,12,9,6,3  มีพจนทั่วไปเปน n3an =  หรืออ่ืนๆ 

...,7,5,3,1   มีพจนทั่วไปเปน 1n2an −=  หรืออ่ืนๆ 
...,16,9,4,1  มีพจนทั่วไปเปน 2

n na =  หรืออ่ืนๆ 

...,
16
7

,
9
5

,
4
3

,1   มีพจนทั่วไปเปน =na  

...,1,1,1,1 −−   มีพจนทั่วไปเปน =na  
...,4,3,2,1 −−   มีพจนทั่วไปเปน =na  

,...179,99,47,17,3  มีพจนทั่วไปเปน =na  
 
คําวา “หรืออ่ืนๆ” ในที่น้ีเน่ืองจากลําดับหนึ่งๆ ที่ใหมา จะหาพจนทั่วไปไดมากกวา 1 แบบเสมอ 
เชน ...,4,3,2,1  อาจมีพจนทั่วไปเปน n)4n)(3n)(2n)(1n(an +−−−−=  

     24n49n35n10n 234 +−+−=    ก็ได 
(เพราะไมไดบังคับวา จากพจนที่ 5 เปนตนไปจะตองเพ่ิมขึ้นทีละ 1) 
 
•  ลําดับที่มีจํานวนพจนที่แนนอน เชน 8 พจน, 15 พจน, หรือ n พจนก็ได จะเรียกวา ลําดับ
จํากัด (finite sequence) สวนลําดับที่มีจํานวนพจนมากจนนับไมได จะเรียกวา ลําดับอนันต  
(infinite sequence) 
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โจทย 
(1) ใหหา 4 พจนแรก ของลําดับตอไปน้ี 

 (1.1) n
n 2a =     (1.3) 

n

n 2
1

a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 (1.2) 2n4an −=    (1.4) 
2

n
n )1n(

n
)1(a

+
−=  

(2) ใหหาพจนทั่วไปของลาํดับตอไปน้ี ขอละ 1 แบบ 

 (2.1) ...,
8
1

,
4
1

,
2
1

,1  

 (2.2) ...,
16
1

,
9
1

,
4
1

,1  

 (2.3) ...,29,13,5,1  
 (2.4) ...,003.0,03.0,3.0,3  
 (2.5) ...,20,12,6,2  
 
ลําดับเลขคณิต และลําดับเรขาคณิต 
•  ลําดับที่เราพบบอย มีสองประเภท คือลาํดับเลขคณิต (Arithmetic Sequence) และลําดับ
เรขาคณิต (Geometric Sequence) 
•  ลําดับเลขคณิต คือลําดับที่ “ผลตางของพจนติดกันเปนคาคงตวั” เรียกคานี้วา ผลตางรวม 
(Common Difference) ใชสัญลักษณ d    น่ันคือ daa n1n =−+  เสมอ 
 พจนทั่วไปของลําดับเลขคณิต เปน d)1n(aa 1n −+=  
•  ลําดับเรขาคณิต คือลําดับที่ “ผลหารของพจนติดกันเปนคาคงตวั” เรียกคานี้วา อัตราสวนรวม 
(Common Ratio) ใชสัญลกัษณ r    น่ันคือ raa n1n =÷+  เสมอ 
 พจนทั่วไปของลําดับเรขาคณิต เปน )1n(

1n raa −⋅=  
 
ขอสังเกต ลําดับเลขคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบ สมการเสนตรง ที่มีความชัน = d  
สวนลําดับเรขาคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบ สมการเอ็กซโพเนนเชียล ที่มีฐาน = r  
 
โจทย 
(3) ใหบอกวาลําดับตอไปน้ีเปนลําดับเลขคณิตหรือเรขาคณิต และหาพจนทั่วไปของลําดับดวย 

 (3.1) ...,6,9,12,15    (3.5) ...,
2
5

,5,10 −  

 (3.2) ...,16,8,4,2    (3.6) ...,12,8,4  
 (3.3) ...,4x,2x,x ++    (3.7) ...,3,3,3  
 (3.4) ...,16log,8log,4log,2log  
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(4) ใหหาพจนที่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเลขคณิตตอไปน้ี ...,4,5.3,3  

(5) ใหหาพจนที่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเรขาคณิตตอไปน้ี ...,1,
2
1

,
4
1  

(6) พจนทั่วไปของลําดับเลขคณิต ที่มีพจนที่ 4 เปน 20  และพจนที่ 16 เปน 56  คืออะไร 
(7) ลําดับเลขคณิตมีผลบวกพจนที่ 2 กับพจนที่ 13 เปน 0  และผลบวกพจนที่ 4 กับพจนที่ 8 
เปน 12  จงหาสี่พจนแรกของลําดับน้ี 
(8) ถาพจนที่ 7 ของลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราสวนรวมเทากับ 2 คือ 128  จงหาสองพจนแรก 
(9) หาสี่พจนแรกของลําดับเรขาคณติทีมี่อัตราสวนรวมเปนบวก และ 8aa 21 =+ , 

72aa 43 =+  
(10) [Ent’41] ให w,z,y,x  เปนพจน 4 พจนเรียงกันในลําดับเรขาคณิต ถา 6zy =+  และ 

12wz −=+  จงหาคาสัมบูรณของพจนที่ 5 ของลําดับน้ี 
(11) ลําดับเลขคณิต ...,12,16,20  มีเลข 96−  อยูหรือไม ถามีใหบอกวาเปนพจนที่เทาใด 
(12) พจนที่เทาใดของลําดับเลขคณิต ...,11,7,3  มีคา 75  
(13) [Ent’40] พจนแรกที่เปนจํานวนเต็มลบของลําดับเลขคณิต ...,146,164,182,200  มี
คาตางจากพจนที่ 10 อยูเทาใด 
(14) [Ent’39] จงหาคา m ซ่ึงเปนจํานวนเต็มที่นอยที่สดุ ที่ทําใหพจนที่ m ของลําดับเลขคณิต 

...,8,5,2  มีคามากกวา 000,1  
(15) ใหหาลําดับเรขาคณิต ที่มีผลบวกของสามพจนแรกเปน 3−  และผลคูณเปน 8  
(16) ถา 9p6,p5,p +  เปนลําดับเลขคณติ จงเขียน 3 พจนถัดไป 
(17) ตองนําจํานวนเทาใดมาบวกทุกพจนของลําดับ 105,20,3  จึงทําใหกลายเปนลําดับ
เรขาคณิต 
(18) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให c,b,a  เปน 3 พจนเรียงกันในลาํดับเรขาคณติ และมีผลคณูเปน 
27  ถา 2c,3b,a ++  เปน 3 พจนเรียงติดกันในลําดับเลขคณิตแลว cba ++  มีคาเทาใด 
(19) จงหาตัวกลางเลขคณิต ตามเงื่อนไขที่กําหนดให 

(19.1) พจนสองพจนระหวาง 7  กับ 16  ที่ทําให 4 พจนน้ีอยูในลําดับเลขคณิต 
(19.2) สี่พจนกลางระหวาง 130  กับ 55  เม่ือลําดับน้ีเปนลําดับเลขคณติ 

(20) จงหาตัวกลางเรขาคณติ ตามเงื่อนไขที่กําหนดให 
(20.1) พจนกลางสี่พจนของลําดับเรขาคณิตที่อยูระหวาง 3  กับ 96  

(20.2) พจนสามพจนระหวาง 
3
4  กับ 

64
27  ที่ทําให 5 พจนน้ีอยูในลําดับเรขาคณิต 

(21) ลําดับหน่ึงมีรูปทั่วไปเปน n 1 n2a a 3+ = +  และมีพจนที่ 5 เปน 5  จงหาคา 3 6a a+  
(22) เศรษฐี 3 คนแยงกันประมูลสินคา โดยจะเสนอราคาสูงขึ้นเปน 2 เทาเสมอ และผลัดกัน
เสนอราคาทีละคนโดยไมแซงคิวกัน หากเศรษฐีคนที่ 1 เริ่มประมูลโดยเสนอราคา 1 ลานบาท 
ถามวาใครจะเสนอราคาเกิน 250 ลานบาทเปนคนแรก 
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ลิมิตของลําดับอนันต 
•  หากตองการทราบวา ในลาํดับ (อนันต) ลําดับหน่ึงน้ัน ถา n  ยิ่งมากขึ้นจนเขาใกล ∞  
( ∞→n ) แลว คาของ na  จะเขาใกลคาใด ( ?an → ) เราเรียกวา การหาลิมิตของลําดบั 
น่ันเอง และคาที่ไดน้ีเรียกวา ลิมิต (limit)  
 

ลําดับ 
n

n 2
1

a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  หรือ ...,

8
1

,
4
1

,
2
1  พบวา เม่ือ n  มากขึ้นจนเขาใกล ∞  แลว คาของ na  

จะเขาใกล 0  จึงกลาววา “ลิมิตของลําดับน้ีเทากับ 0 ” และเขียนดวยสัญลกัษณ 0alim nn
=

∞→
 

 
•  ลําดับที่หาคาลิมิตได เรียกวา ลําดับลูเขา (Convergent Sequence) 
และลําดับที่ไมมีลิมิต หรือหาคาลิมิตไมได จะเรียกวา ลําดับลูออก (Divergent Sequence) 
เชน ลําดับ ...,4,3,2,1  ถา ∞→n  แลว ∞→na  ดวย แสดงวา nn

alim
∞→

 หาคาไมได 
สวนลําดับ ...,3cos,2cos,cos πππ  พบวาเปน 1−  กับ 1 สลับกันไปตลอด ไมไดเขา
ใกลคาใดคาหนึ่งเลย แสดงวา nn

alim
∞→

 ไมมีคา หรือ ลําดับน้ีไมมีลิมิต 
 
•  การหาคาลิมิต สามารถใชสมบัติการกระจาย แจกแจงไดทุกรูปแบบ ทั้งการบวก ลบ คูณ หาร 
ยกกําลัง ถอดราก คาสัมบูรณ และอ่ืนๆ ตัวอยางเชน 

42

3

n n8n7
1n2n5

a
−

−+
=         จะได ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−+

=
∞→∞→∞→ 8

lim
n8n7

1n2n5
limalim

2

43

n
7

n
1

n
2

n
5

n42

3

nnn
 

         0
80

000
=

−
−+

=  

 
ขอสังเกต 
1. ลําดับใดๆ 

)n(Q
)n(P

lim
n ∞→

 เม่ือ P  และ Q  เปนพหุนาม จะมีไดสามกรณี คือ เปนศูนย เม่ือดีกรี P  

นอยกวา Q , เปนสัมประสิทธิต์ัวแรกหารกนั เม่ือดีกรีของ P  และ Q  เทากัน, และหา
คาไมได เม่ือดีกรี P  มากกวา Q  

2. ลําดับเรขาคณิต 
)r(lim n

n ∞→
 เม่ือ r  เปนคาคงที่ จะมีไดสี่กรณี คือ ไมมีลิมิต เม่ือ 1r −≤ , เปนศูนย เม่ือ 

1|r| < , เปน 1 เม่ือ 1r = , และหาคาไมได เม่ือ 1r >  
3. ลําดับเลขคณิต 

ลิมิตหาคาไมไดเสมอ (ยกเวนกรณีที่ 0d = ) 
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โจทย 
(23) ลําดับตอไปน้ีมีคา nn

alim
∞→

 เปนเทาใด 
 (23.1) 1n2an −=    (23.3) π= nsinan  

 (23.2) 
n
1

an =     (23.4) π= ncosan  

(24) ใหหาลิมิตของลําดับตอไปน้ี 

(24.1) 
1n3
3n4

an +
+

=    (24.4) 
8n
4n5

a
5

2

n +
+

=  

(24.2) 
1n5
3nn2

a
2

2

n −
−+

=   (24.5) 
1n3
7n6

a
2

n −
+

=  

(24.3) 
4n5
7n6

a
2n +
+

=    (24.6) 
1n
4n

a
7

n +
+

=  

(25) ใหหาคาลิมิตของ na  เม่ือ 

 (25.1) 
3

3

n )1n3(
n3n21

a
+
−−

=   (25.4) 
!)1n(
!n)1n2(

an +
+

=  

 (25.2) 
1n

1n
an

−

+
=    (25.5) 

5

n 1n3
5n

a ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=  

 (25.3) 3na 2
n −=  

(26) จงหาคา 

 (26.1) ( )n1
2

n

2
lim

3→ ∞

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (26.2) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
∞→ n

n2

2

2

n 5
4

1
n3

1n4n2
lim  

 (26.3) ลิมิตของลําดับ ...,333,33,3  

(27) [Ent’41] ถา 
1n3
1nn

a
2

2

n +
++

=  และ 
95
52

b
n

nn

n +
−

=  แลว ลิมิตของลําดับที่มีพจนที่ n เปน 

nnnn baba +−  มีคาเทาใด 

(28) [Ent’38] สําหรับจํานวนเต็มบวก n  ใดๆ ให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=
1nn/1

nn/1
Mn  และ 

)M(deta nn =  แลว nn
alim

∞→
 มีคาเทาใด 

 
อนุกรม (Series) 
•  อนุกรม คือผลบวกของแตละพจนในลําดับ 
อนุกรมที่พบบอยคือ อนุกรมเลขคณติ (Arithmetic Series) และอนุกรมเรขาคณติ (Geometric 
Series) เชน ลําดับเลขคณติ ...,17,13,9,5  เปนอนุกรมเลขคณติ ...171395 ++++  
ลําดับเรขาคณิต ...,16,8,4,2  เปนอนุกรมเรขาคณติ ...16842 ++++  
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•  ในทํานองเดียวกัน อนุกรมจํากัด (finite series) เกิดจากลําดับจํากัด และอนุกรมอนันต 
(infinite series) เกิดจากลําดับอนันต  
 

•  คาของอนุกรมสามารถเขียนเปนสัญลักษณ ∑
=

n

1i
ia  ได เชน ลาํดับ 

n
1

an =  หรือ 

...,
4
1

,
3
1

,
2
1

,1      จะเขียนเปนอนุกรมไดวา ...
4
1

3
1

2
1

1 ++++  มีคาเทากบั ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1i i
1  

•  “ผลบวกยอย (partial sum) n พจนแรก” ของอนุกรม จะใชสัญลักษณ ∑
=

=
n

1i
in aS  

ดังน้ัน คาของอนุกรมอนันตก็คือ i nn
i 1

S a lim S
∞

∞ → ∞
=

= =∑  

 
สมบัติของ ∑ 

∑ ∑∑

∑∑

∑

= ==

==

=

±=±•

⋅=•

⋅=•

n

1i

n

1i
ii

n

1i
ii

n

1i
i

n

1i
i

n

1i

ba)ba(

akak

knk

      
2n

1i

3

n

1i

2

n

1i

2
)1n(n

i

6
)1n2()1n(n

i

2
)1n(n

i

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=•

++
=•

+
=•

∑

∑

∑

=

=

=

 

 
โจทย 

(29) ถา 1x3)x(f +=  และ 3u1 = , 2u2 = , 1u3 = , 5u4 =  จงหาคา ∑
=

4

1i
ii )u(fu  

(30) จงเขียนอนุกรมตอไปน้ีโดยใชสัญลกัษณ ∑ 
 (30.1) 5150...54433221 ⋅++⋅+⋅+⋅+⋅  

 (30.2) 
n2
1

...
6
1

4
1

2
1

++++  

 (30.3) +++++ ...15731 พจนที่ n  
 (30.4) qp2p1pp ra...rarara +++ ++++  

 (30.5) ...
6
1

5
1

4
1

+++  

(31) หาคาของอนุกรมตอไปน้ี 
 (31.1) 50...4321 +++++  
 (31.2) 22222 10...4321 +++++  
 (31.3) 33333 7...4321 +++++  
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   158 

(32) ใหหาคาของอนุกรมตอไปน้ี  

 (32.1) ∑
=

−
4

1i

2 )3i(i    (32.3) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+6

2k 1k
4k  

 (32.2) ∑
=

+
3

1n

2 )3n(  

(33) [Ent’มี.ค.42] ถา 1x)x(f −=  แลว ∑
=

30

10n

2)n)(fof(  มีคาเทาใด 

(34) จงหาคา 
 (34.1) ผลบวก 10 พจนแรก ของอนุกรม )1n(n...433221 +++⋅+⋅+⋅  
 (34.2) 10S  ของอนุกรม ...963852741 +⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅  

(34.3) 8S  ของอนุกรม 2222 )1n(n...433221 +++⋅+⋅+⋅  
(34.4) 20S  ของอนุกรม )n...321(...)321()21(1 +++++++++++  

(35) [Ent’39] สําหรับแตละจํานวนเต็ม 4n ≥  จงหาคาลิมิตของ 
3333

4

n...321
1n

++++
+  

(36) [Ent’มี.ค.43] ถาลําดับเลขคณติ ...,a,a,a 321  มีพจนที่ 10 และพจนที่ 15 เปน 19−

และ 34−  ตามลําดับแลว ∑
=

+
20

1i
i )i2a(  มีคาเทาใด 

(37) [Ent’ต.ค.42] ให a  เปนจํานวนจริง กําหนดพจนที่ n  ของอนุกรมคือ 
a1

a)2n(1
−
−+  ถา

พจนที่ m  คือ 
a1

a381
−

+  แลวผลบวก m  พจนแรกของอนุกรมมีคาเทาใด 

 
คาของอนุกรม 
1. อนุกรมเลขคณิต 

•  [ ]∑
=

=−+=
n

1i
1n d)1i(aS  )aa(

2
n

n1+  หรืออาจเขียนเปน ∑ เพ่ือคํานวณคา 

•  ∞S  หาคาไมไดเสมอ (ยกเวนอนุกรม 0 + 0 + 0 + 0 +…) 
2. อนุกรมเรขาคณิต 

•  
n

(i 1)
n 1

i 1

S a r −

=

⎡ ⎤= =⎣ ⎦∑  
r1

)r1(a n
1

−
−  

•  ∞S  หาคาไดก็เม่ือ 1|r| <  เทานั้น และคาที่ไดคือ =∞S  
r1

a1

−
 

3. อนุกรมใดๆ ที่ไมใชสองแบบขางตน จะมีวิธีคํานวณตางๆ กันไป 
ขอสังเกต อนุกรมใดๆ จะหาคา ∞S  ได ก็ตอเม่ือ nn

lim r 1
→ ∞

<  และ nn
lim a 0

→ ∞
=  เทานั้น 

หมายเหตุ อนุกรมที่หาคา ∞S  ได เรียกวา อนุกรมลูเขา (Convergent Series) และอนุกรมที่หา
คา ∞S  ไมได เรียกวา อนุกรมลูออก (Divergent Series)  
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   159 

โจทย 
(38) ใหหาผลบวกยอย 18 พจนแรก ของอนุกรม ...1062 +++  

(39) ใหหาผลบวกยอย 8 พจนแรก ของอนุกรม ...21
2
1

+++  

(40) จงหาคาของ 101...531 ++++  
(41) ลําดับเลขคณิต มีผลตางรวมเปน 4 และมีพจนที่ 13 เปน 51 จงหาผลบวก 10 พจนแรก 
(42) อนุกรมเลขคณติมีพจนที่สิบเปน 20  พจนที่หาเปน 10  จงหาผลบวกยอย 8a  ถึง 15a  
(43) อนุกรมเรขาคณิตมีคา 80a3 =  และ 65S3 =  จงหาพจนแรก และอัตราสวนรวม 
(44) อนุกรมเรขาคณิตมีพจนแรกเปน 160  และอัตราสวนรวมเปน 2/3  ถาผลบวก n พจน
แรกเปน 110,2  แลว จงหาคา n 
(45) [Ent’ต.ค.43] ให ,...20,x,5  เปนลําดับเลขคณติที่มีผลบวกของ 12 พจนแรกเปน a  
และ ,...20,y,5  เปนลําดบัเรขาคณติทีมี่พจนที่ 6 เปน b  โดยที่ 0y <  แลวจงหา ba +  

(46) [Ent’40] 3a+ ,a , 2a−  เปนลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราสวนรวมเปน r  จงหาคา ∑
∞

=

−

1n

1nra  

(47) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวกที่ทาํให ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม
เลขคณติ ...23157 +++  มีคาเทากับ 217  แลว 8n21nn 2/)2...22( +++ +  มีคา
เทากับเทาใด 
(48) [Ent’36] จํานวนเต็มบวก m  ซ่ึงมากที่สุด ที่ทําใหอนุกรม 

...
2

1
2

1
2

1
2
1

3m2m1mm
+−+−

+++
 มีผลบวกมากกวา 01.0  คือเทาใด 

(49) ใหหาผลบวก n พจนแรก ของอนุกรม ...4444444444 ++++  
[Hint : ทําเปนเลข 9 ทุกตวักอน] 

(50) จงหาคาของอนุกรมเรขาคณิตตอไปนี้ 

 (50.1) ...
32

3
...

18
1

6
1

2
1

n
+

⋅
++++  

 (50.2) ...
2
)1(

...
8
1

4
1

2
1

n

1n

+
−

+−+−
+

 

 (50.3) ...10...1.0110100 n3 ++++++ −  

 (50.4) ...
9
8

3
4

23 ++++  

 (50.5) ...
4
3

2
3

36 +−+−  

(50.6) 
2 3

1 1 1
1 ...

0.9 (0.9) (0.9)
+ + + +  

(51) ชายคนหนึ่งเดินลากทอนไมไปตามแนวราบ กาวแรกเขาเดินไดระยะทาง 0.5 เมตร และ
ดวยความลาทําใหกาวถัดไปไดระยะทางเพียง 80% ของกาวกอนหนาเสมอ ถามวาเม่ือเขาเดิน
ครบ 10 กาว จะอยูหางจากจุดเริ่มตนเทาใด และถาปลอยใหเดินไปเรื่อยๆ จะไดระยะทางเทาใด 
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(52) จงหาคา x  ที่ทําให 4...xx1 2 =+++  

(53) [Ent’39] ถาอนุกรม 
x 2x

x x 2

2 2
1 ...

1 2 (1 2 )
+ + +

+ +
 มีผลบวกเทากบั 9  แลว 

จงหาคาผลบวกของอนุกรม ...)x(log)x(logxlog 3
2

2
22 −+−  

(54) [Ent’36] ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกซึง่ทําให 
21n2log...2log2log1 2

222 n3 −=++++  แลว 
n2 2...221 ++++  มีคาเทาใด 

(55) [Ent’41] ถา ...,a,a 21  เปนลําดับคอนเวอรเจนต มีลิมิตเปน 1 แลว อนุกรม 

∑
∞

=
+ −+

1n
n1n1 )aa(a  มีผลบวกเปนเทาใด 

(56) จงหาคา 

 (56.1) ...
)3n2)(1n2(

1
...

97
1

75
1

53
1

+
++

++
⋅

+
⋅

+
⋅

 

 (56.2) 30S  ของ ...
)1n2)(1n2(

1
...

75
1

53
1

31
1

+
+−

++
⋅

+
⋅

+
⋅

 

 (56.3) nS  ของ ...
1n

n
log...

4
3

log
3
2

log
2
1

log +
+

++++  

 (56.4) 
2 4 2n

1 1 1

a a a

log m log m ... log m ...+ + + +  

(57) [Ent’35] เราทราบวา 
1n

1
n
1

)1n(n
1

+
−=

+
 ดังน้ันอนุกรม ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
1n

n )1n(n
3

2
5  มี

ผลบวกเทาใด 
(58) จงหาคา 

(58.1) nS  ของ 
n

1 3 5 7 2n 1
... ...

2 4 8 16 2
−

+ + + + + +  

 (58.2) ...
2

1n
...

8
5

1
2
3

2
1n

+
+

+++++
−

 

(59) อนุกรมตอไปน้ีเปนอนุกรมลูเขาหรือลูออก และถาลูเขาใหหาคาอนุกรมดวย 

 (59.1) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1n

n

!n
10    (59.3) ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

1i
2

2

7i2
6i5  

 (59.2) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1n
n

2

2
n  

(60) เขียนจํานวนตอไปน้ีในรูปเศษสวน 
 (60.1) ...212121.0    (60.3) ...256256.7  
 (60.2) ...61041041.0   (60.4) ...9999.2  
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เฉลย         (ตัวอยาง) 
2n

2n 1

n
a

−
= , n)1(− , n)1( 1n−− , 1)1n(n 2−+    (1.1) 16,8,4,2    

(1.2) 14,10,6,2    (1.3) 1 1 1 1
, , ,

2 4 8 16
   (1.4) 1 2 3 4

, , ,
4 9 16 25

− −    (2.1) 
n 1

1

2

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

(2.2) 
2

1

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.3) 32 1n −+   (2.4) 
n 1

3

10 −
  (2.5) )1n(n +   (3.1) เลขคณิต, n318−    (3.2) 

เรขาคณิต, n2   (3.3) เลขคณิต, 2n2x −+   (3.4) เลขคณติ, 2logn   (3.5)เรขาคณิต, 
n

1

2
( 20) −⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (3.6) เลขคณิต, n4    (3.7) เปนทั้งเลขคณิตและเรขาคณิต, 3an =    (4) 

5.12,5.5,5,5.4    (5) 172,8,4,2    (6) 8n3 +    (7) 26,22,18,14    (8) 4,2    (9) 
54,18,6,2    (10) 48    (11) มี, พจนที่ 30   (12) พจนที่ 19   (13) 54    (14) 334    

(15) 
n

8

( 2)−
 หรือ 

n( 2)

2

−    (16) 63,51,39    (17) 5
4

   (18) 13    (19.1) 13,10    

(19.2) 70,85,100,115   (20.1) 48,24,12,6   (20.2) 3 9
,

4 16
1,  หรือ 3 9

,
4 16

1, −−    

(21) 15    (22) คนที่ 3   (23) 15    (23.1) หาคาไมได   (23.2) 0    (23.3) 0    (23.4) 1   

(24.1) 4

3
   (24.2) 2

5
   (24.3) 0    (24.4)0    (24.5) หาคาไมได  (24.6) หาคาไมได  (25.1) 

9
1

−    (25.2) 1   (25.3) หาคาไมได  (25.4) 2    (25.5) 
5

1

3
   (26.1) 2

3
   (26.2) 4

9
   (26.3) 

9    (27) 1   (28) 2    (29) 128    (30.1) ∑
=

+
50

1i

)1i(i    (30.2) 
n

i 1

1

2i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑    (30.3) 

∑
=

−
n

1i

i )12(    (30.4) ∑
+

=

−+
1q

1i

1ipra   (30.5) 
i 1

1

i 3

∞

= +
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑   (31.1) 275,1    (31.2) 385    (31.3) 

784   (32.1) 10   (32.2) 23    (32.3) 
12
197    (33) 128,9   (34.1) 440   (34.2) 480,7    

(34.3) 740,1  (34.4) 
20

i 1

i(i 1)

2
1,540

=

+
=∑  (35)4  (36)10  (37) 40 740 a

1 a

+

−
 (38) 

648   (39) 5.117   (40) 601,2   (41)210    (42) 184    (43) 4,5 −  หรือ 4

3
45, −    

(44) 5   (45) 395   (46) 18   (47) 5.127   (48) 6   (49) n4 10
(10 1) n

9 9
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (50.1) 

3

4
   (50.2) 1

3
   (50.3) 1,000

9
   (50.4) 9    (50.5) 4    (50.6) ลูออก   (51) 2.23  และ 

2.5   (52) 3

4
   (53) 2

2

log 3

1 log 3+
   (54) 255    (55) 1  (56.1) 1

6
  (56.2) 30

61
  (56.3) 

)1n(log +−   (56.4) ลูออก   (57) 2    (58.1) 
n

2n 3

2
3

−
−    (58.2) 6    (59.1) ลูออก  

(59.2) 6   (59.3) ลูออก   (60.1) 20

99
   (60.2) 3,049

4,995
   (60.3) 3,592

495
   (60.4) 3  
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O 

  y 

    x  1 
  -1 

  y 

    x 1 
  -2 

   2 
 -1 

ลิมิตและความตอเน่ือง (Limit & Continuity) 
 
ลิมิตของฟงกชัน 
•  ในฟงกชัน y f (x)=  ใดๆ การพิจารณาวา เม่ือ x  มีคาเขาใกลคาจํานวนจริงคาใดคาหนึ่ง 
(เชน เขาใกล a ) แลว คาของ y  หรือ f (x)  จะเขาใกลคาใด น้ันเรียกวา “การหาลิมิตของ y  
หรือ f (x) ” และคาลิมิตที่ไดจะเขยีนเปนสัญลักษณวา 

x a
lim y

→
 หรือ 

x a
lim f (x)

→
 

•  เชน ฟงกชัน y f (x) x 3= = +  พบวา เม่ือ x  มีคาเขาใกล 5  (ไมวา x  จะมากกวาหรือ
นอยกวา 5 ) แลว y  จะมีคาเขาใกล 8  ดังน้ันจึงเขียนเปนสญัลักษณ 

x 5
lim f (x) 8

→
=  

 
•  ทฤษฎบีทเกีย่วกับลิมิต 

    

x a

x a

n n

x a

x a x a

lim c c

lim x a

lim x a

lim c f (x) c lim f (x)

→

→

→

→ →

=

=

=

=

            

n n

x a x a

n n
x a x a

x a x a x a

x a x a x a

x a x a x a

lim [f (x)] [lim f (x)]

lim f (x) limf (x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

→ →

→ →

→ → →

→ → →

→ → →

=

=

± = ±

⋅ = ⋅

÷ = ÷

 

 
•  การหาคาลิมิตของฟงกชันน้ัน มีรายละเอียดยอย 2 แบบ คือ ลิมิตซาย (Left-handed limit) 
ซ่ึงหาไดจากกรณีที่ x  มีคาเขาใกล a  ทางดานซาย (หรือ x a< ) และ ลิมิตขวา (Right-
handed limit) ซ่ึงหาไดจากกรณีที่ x  มีคาเขาใกล a  ทางดานขวา (หรือ x a> ) สัญลักษณที่
ใชแทนลิมิตซายและลิมิตขวา คือ 

x a
lim f (x)

−→
 กับ 

x a
lim f (x)

+→
 ตามลําดับ 

•  ฟงกชันใดๆ จะมีคา 
x a
lim f (x) L

→
=  ก็ตอเม่ือ 

x a x a
lim f (x) lim f (x) L

− +→ →
= =  เทานั้น 

 
โจทย 
(1) จากกราฟ จงหาคา 

x 1
lim f (x)

→ −
 และ 

x 1
lim f (x)

→
 

 (1.1)     (1.2)  
 
 
 
 
 
(2) จงหาคาของ 

x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ 

 (2.1) f (x) 1 x= +    (2.2) 3 2f (x) x 2x x= + +  
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(3) จงหาคาของ 

 (3.1) 
2

x 1

x 1
lim

x 3→

⎛ ⎞+
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (3.3) 
x 1

x
lim

x 1→

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (3.2) 2

x 3
lim x x

→
+  

(4) จงหาคาของ 

 (4.1) 
x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ x 1,   x 2

f (x)
2,     x 2
+ ≤⎧

= ⎨
>⎩

 

 (4.2) 
x 3
lim f (x)

→
 เม่ือ x 2,   x 3

f (x)
x 5,   x 3

+ ≥⎧
= ⎨

− <⎩
 

 (4.3) 
x 4
lim f (x)

→
 เม่ือ x 5 ,   x 4f (x)

2x 5,   x 4

⎧ + ≥⎪= ⎨
− <⎪⎩

 

 (4.4) 
x 3
lim f (x)

→
 และ 

x 4
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2x ,   x 3
f (x)

2x ,   x 3

⎧ <
= ⎨

≥⎩
 

(5) จงหาคาของ 
2 2

h 0

[(x h) 1] (x 1)
lim

h→

⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(6) [Ent’39] จงหาคา 
x 2
lim f (x)

−→
, 

x 2
lim f (x)

+→
, และ 

x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2(x 2)
f (x)

x 2
−

=
−

 

(7) [Ent’41] กําหนดให 
2x 9

f (x)
x 3

−
=

−
 จงหาคา 

x 3
lim f (x)

→ −
 และ 

x 3
lim f (x)

→
 

* (8) [Ent’มี.ค.43] 
2x ,   x 1   

f (x) x-1,  0 x 1
 0,   x 0

⎧ >
⎪= < ≤⎨
⎪ ≤⎩

   จงหาคา 2

x 0 x 1

f (x 1)
lim f (x ) lim

x 2− +→ →

−⎡ ⎤+ ⎢ ⎥+⎣ ⎦
 

 
 

ลิมิตของฟงกชันในรูปแบบยังไมกําหนด ( 0
0

) 

•  ตัวอยางตอไปน้ี จะพบวาไมสามารถหาลิมิตดวยทฤษฎีบทไดในทันที เพราะจะใหผลเปน 0
0

 

ซ่ึงเรียกวา รูปแบบยังไมกาํหนด (indeterminate form) คือยังสรุปไมไดวาคาลิมิตเปนเทาใด  

ตัวอยาง หาคา 
x 3
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2x 9
f (x)

x 3
−

=
−

 

วิธีคิด  
2

x 3 x 3 x 3

x 9 (x 3)(x 3)
lim lim lim (x 3) 6

x 3 x 3→ → →

− + −
= = + =

− −
 

เทคนิคการคํานวณที่ใชคือ พยายามให x 3−  ในเศษและสวนมาตัดกัน เพ่ือไมใหเหลือตัว
ประกอบในเศษและสวนเปนเลข 0  (ในตัวอยางใชวิธีแยกตัวประกอบ แตนอกจากนี้ยังมีอีก
หลายเทคนคิ เชนการนําพหุนามมาคูณทั้งเศษและสวน อาจเปนสังยุค (conjugate) หรืออ่ืนๆ 
แลวแตความเหมาะสม) 
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O 

   y 

    x 3 

   6 •  สาเหตุที่เราสามารถกําจัด x 3−  ทั้งเศษและสวนได 
ก็เพราะการหาลิมิตน้ันไมไดคํานึงถึงตําแหนงที่ x 3=  
อยูแลว จะเห็นวาตวัอยางนี้แม f (3) จะหาคาไมได แต 

x 3
lim

→
 ก็ยังหาคาได (เทากับ 6 ) (ดูกราฟประกอบ) 

 
โจทย 
(9) หาคาของลิมิตตอไปน้ี 

 (9.1) 
2

x 2

x 4
lim

x 2→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (9.3) 
2

2x 1

x 2x 3
lim

x 4x 3→ −

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

 (9.2) 
2

2x 2

x 4
lim

x x 6→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

   (9.4) 
2 2x a

x a
lim

x a→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(10) หาคาของลิมิตตอไปน้ี 

 (10.1) 
x 1

1 x
lim

1 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (10.4) 
x 0

2x
lim

x 9 3→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

 (10.2) 
x 1

x 1
lim

2 x 3→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

  (10.5) 
x 0

x 1 1
lim

x→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 (10.3) 
x 3

x 2 1
lim

x 3→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (10.6) 
2x 2

x 2
lim

x 2x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(11) [Ent’มี.ค.44] 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 มีคาเทากับเทาใด 

(12) จงหาคาของ 

 (12.1) 
3

2x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (12.3) 
x 8 3

1 x 3
lim

2 x→ −

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 (12.2) 
3

x 2

x 1 1
lim

x 2→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (12.4) 
4

x 1 3

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(13) [Ent’38] จงหาคา 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
+  เม่ือ 

1x
,   x 1

1 x
f (x)

1-x
,   x 1

1 x

−⎧
<⎪

−⎪= ⎨
⎪ >⎪ −⎩

 

 
หมายเหตุ การหาลิมิตในรปูแบบยังไมกาํหนด เราจะไดศึกษาวธิีการคํานวณอีกแบบซึ่งงายขึ้น 
เรียกวา กฎของโลปตาล ( ˆL'Hopital's Rule ) ในบทถัดไป (อนุพันธของฟงกชัน) 
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ความตอเน่ืองของฟงกชนั 
•  การพิจารณาความตอเน่ืองของฟงกชัน ณ จุดใดๆ ก็คือการบอกวากราฟของฟงกชันขาด
ตอนที่จุดนั้นหรือไม โดยสําหรับฟงกชัน f (x)  ใดๆ จะตอเน่ืองที่ x = a ก็ตอเม่ือ 

x a x a
lim f (x) f (a) lim f (x)

− +→ →
= =  เทานั้น (และตองหาคาไดทั้งสามตัว) 

 
•  นิยามของ ความตอเน่ืองบนชวง 
1. ฟงกชัน f (x)  ตอเน่ืองบนชวงเปด (a,b)  ก็ตอเม่ือ f (x)  ตอเน่ืองทุกๆ จุดในชวง (a,b)  
2. ฟงกชัน f (x)  ตอเน่ืองบนชวงปด [a,b] ก็ตอเม่ือ f (x)  ตอเน่ืองบนชวง (a,b) , ตอเน่ือง
ทางขวาของ a  [

x a
f (a) lim f (x)

+→
= ], และตอเน่ืองทางซายของ b  [

x b
f (b) lim f (x)

−→
= ] 

 
โจทย 
(14) ฟงกชันตอไปน้ี มีความตอเน่ืองที่ x 2=  หรือไม 

(14.1) 
3x 8

f (x)
x 2

−
=

−
   (14.2) 

2x 4
,   x 2

f (x) x 2
4,      x 2

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

  

(15) ฟงกชันตอไปน้ีมีความตอเน่ืองที่จุดใดบาง 

 (15.1) 
2x x

,   x 0
f (x) x

 1,       x 0

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 (15.3) 
x

,   x 0h(x) x
2,   x 0

⎧
⎪ ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

 (15.2) 
2x 9

,   x 3
g(x) x 3

2,      x 3

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

 

(16) ฟงกชัน f (x) x 1= +  ตอเน่ืองที่ x 1= −  หรือไม 

(17) [Ent’มี.ค.42] กําหนดให 
2

-3/2,      x 1  

2x x-1
,  - 1 x 1

2(x 1)f (x)

1- x
 ,     x 1

1-x

≤ −⎧
⎪ +⎪ < ≤⎪ += ⎨
⎪
⎪ >
⎪⎩

 แลว ขอความใดถูกบาง 

 ก. f  ตอเน่ืองที ่x 1= −   ข. f  ตอเน่ืองที่ x 1=  

(18) [Ent’ต.ค.41] กําหนดให 

1
 ,    0 x 1
3x 1
    1,      x 1f (x)

2- 5 x
,  x 1  

x-1

⎧ < <⎪ +⎪⎪ == ⎨
⎪ −⎪ >
⎪⎩

 แลว ขอความใดถูกบาง 

 ก. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
=   ข. f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 1=  
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(19) จงหาคา a  ที่ทําใหฟงกชัน 2

3x a,   x 2
f (x) x 4

,   x 2
x 2

+ =⎧
⎪= −⎨ ≠⎪ −⎩

   มีความตอเน่ืองที่ x 2=  

(20) จงหาคา b  ที่ทําใหฟงกชัน 
21 x ,   x ( ,1)

f (x)
x b,    x [1, )

⎧ − ∈ −∞
= ⎨

+ ∈ ∞⎩
  เปนฟงกชันตอเน่ือง 

(21) จงหาคา b  ที่ทําให 
2

  2,            x 1

x 5
,   1 x 2f (x)

x 2 b

  x 5,        x 2

≤⎧
⎪ −⎪ < <= ⎨ − −⎪
⎪ − ≥⎩

   ตอเน่ืองที่ x 2=  

และถามวา คา b  ที่ไดน้ีทําให f (x)  ตอเน่ืองที่ x 1=  หรือไม เพราะเหตุใด 

(22) ถาฟงกชนั 
ax,   x 1

f (x)  4,    x=1
x b,  x 1

<⎧
⎪= ⎨
⎪ + >⎩

 ตอเน่ืองที่จุดซึ่ง x 1=  แลว จงหาคา a, b  

(23) จงหาคา h, k  ในแตละขอ เม่ือฟงกชันที่กําหนดใหน้ีมีความตอเน่ืองบนชวง [1,3] 

(23.1) 

2

2

(x 2)
,  x 2

x 4
f (x)  h,        x 2

 2x k ,   x 2

⎧ −
>⎪ −⎪= ⎨ =⎪

⎪ + <⎩

  (23.2) 2

h,      x 1
x 1

,  1 x 3f (x)
x 4x
   k ,      x 3

=⎧
⎪ −⎪ < <= ⎨ −⎪
⎪ =⎩

 

(24) [Ent’37] กําหนดให 
3 2

2

x 2x x 2
f (x)

x 1
− − +

=
−

 ถาตองการให  f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบน

เซตของจํานวนจริงแลว จะตองนิยามเพิ่มเติมให f ( 1)−  และ f (1) มีคาเทาใด 

(25) [Ent’ต.ค.42] กําหนดให f  เปนฟงกชันตอเน่ือง โดยที่ 
3 2

2

x x 4x 4
f (x)

4 x
− − +

=
−

 เม่ือ 

x 2≠ ±  และ f (2) a, f ( 2) b= − =  แลว a  และ b  มีคาเทาใด 
 
  
เฉลย   (1.1) 1− , ไมมี  (1.2) 0 , ไมมี  (2.1) 3   (2.2) 18   (3.1) 1−   (3.2) 12   (3.3) 
หาคาไมได   (4.1) ไมมี   (4.2) ไมมี   (4.3) 3    (4.4) ไมมี, 8    (5) 2x    (6) 1− , 1, ไมมี   
(7) 0 , ไมมีลิมิต    (8) 4/3−    (9.1) 4    (9.2) 4/5    (9.3) 2−    (9.4) 1/2a    (10.1) 
1/2    (10.2) 4−    (10.3) 1/2    (10.4) 12    (10.5) 1/2    (10.6) 1/4 2    (11) 1/2    
(12.1) 3/2    (12.2) 1/3    (12.3) 2−    (12.4) 3/4    (13) 0 ( 2) 2+ − = −    (14.1) ไม
ตอเน่ือง เพราะไมมี f (2)    (14.2) ตอเน่ือง   (15.1) ทุกจุดยกเวนที่ x 0=    (15.2) ทุกจุด
ยกเวนที่ x 3=    (15.3) ทุกจุดยกเวนที่ x 0=    (16) ตอเน่ือง   (17) ก.ถูก และ ข.ถูก   
(18) ก.ถูก และ ข.ผิด   (19) 2−   (20) 1−   (21) 3 , ไมตอเน่ืองที่ x 1=  เพราะลิมิตซายไม
เทากับขวา (22) 4, 3   (23.1) 0, 4−   (23.2) 2/3, 4/3− −    (24) 3, 1− −    (25) 1, 3−  
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อนุพันธของฟงกชัน (Derivative) 
 
อัตราการเปลี่ยนแปลง 
ในฟงกชัน y f (x)=  ใดๆ เราพิจารณาหา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของคาฟงกชัน” ไดดังน้ี 
 ที่จุด 1x x=      จะได 1y f (x )=  
 ที่จุด 2 1x x x h= = +     จะได 1y f (x h)= +  
ดังน้ัน อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  ในชวง 1x  ถึง 1x h+  คือ 

1 1 1 1

1 1

f (x h) f (x ) f (x h) f (x )y
x (x h) (x ) h

+ − + −∆
= =

∆ + −
 

หรือ “อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  (ในชวง x  ถึง x h+  ใดๆ)” คือ 
f (x h) f (x)

h
+ −  หรือ y

x
∆
∆

 

และเม่ือเราบบีชวง h  ใหแคบลงจนใกล 0  ก็จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลง ณ จุด x  ที่กําหนด 
ฉะนั้น  “อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  (ที่จุด x  ใดๆ)” คือ 

h 0

f (x h) f (x)
lim

h→

+ −  หรือ 
x 0

y
lim

x∆ →

∆
∆

 

(ไมสามารถแทน h 0=  ลงไปตรงๆ ได เพราะจะเปน 0
0

 จึงตองใชลิมิตชวยในการคํานวณ) 

 
โจทย 
(1) ให 2y x x 1= − +  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง 
x 3=  ถึง 5  
(2) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  
 (2.1)  2y 2x 3x 4= + −   เม่ือ x  มีคาใดๆ 
 (2.2)  2y 3x 7x 1= + +  ที่จุด x 2=  
(3) ให 2y x=  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลง 

(3.1) โดยเฉลีย่ของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง 1x x=  ถึง 1x x h= +  
(3.2) โดยเฉลีย่ของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง x 10=  ถึง 13  
(3.3) ของ y  ทีจุ่ด 1x x=  
(3.4) ของ y  ทีจุ่ด x 10=  

(4) ถา 1
f (x)

x
=  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ f (x)  เทียบกับ x  

 (4.1) ในชวง x 4=  ถึง x 5=  
 (4.2) ในชวง x 4=  ถึง x 4.5=  
 (4.3) ในชวง x 4=  ถึง x 4.01=  
 (4.4) ที่จุดซึ่ง x 4=  
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(5) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของปริมาตรทรงกลม เทียบกับรัศมี เม่ือรัศมีเปลี่ยน
จาก 2  ถึง 3  หนวย 
(6) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

(6.1) พ้ืนที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกบัความยาวดาน ขณะที่ดานยาว 5  ซม. 
(6.2) พ้ืนที่วงกลมเทียบกบัรัศมี ขณะที่รัศมียาว 10  น้ิว 

(7) ใหหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกรวยกลมตรง 
 (7.1) เทียบกบัรัศมีฐาน r  เม่ือสวนสูง H คงตัว 
 (7.2) เทียบกบัสวนสูง H เม่ือรัศมีฐาน r  คงตัว 
(8) ในการสูบนํ้าออกจากสระแหงหน่ึง หลังจากสูบได t  นาที จะมีนํ้าเหลืออยูในสระเปน

ปริมาตร Q  ลบ.ม. โดยที่ 2t
Q (12 )

10
= −  จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลง 

(8.1) โดยเฉลีย่ ของปริมาตรน้ําในสระ เทยีบกับเวลา ในชวง t 0=  ถึง t 10=  นาที 
(8.2) ของปริมาตรน้ําในสระ เทียบกบัเวลา ขณะที่ t 10=  นาที 

 
 
อนุพันธของฟงกชัน 
อัตราการเปลีย่นแปลง ของ y f (x)=  ที่จุด x  ใดๆ เรียกอีกอยางไดวา อนุพันธ (Derivative) 

ฉะนั้น อนุพันธของ f (x)  ก็คือ 
h 0

f (x h) f (x)
lim

h→

+ −  น่ันเอง 

นอกจากนั้นยังเปนคา ความชัน (Slope) ของกราฟ y f (x)=  ณ จุดนั้นๆ ดวย 

สัญลักษณที่ใชแทนอนุพันธของ f (x)  ไดแก f (x)′  หรือ dy
dx

 หรือ d
f (x)

dx
 หรือ y′  ก็ได 

สวนสัญลักษณที่ใชเจาะจงตําแหนง เชน อนุพันธที่จุดซึ่ง x 3=  จะใช f (3)′  หรือ 
x 3

dy
dx =

  

 
โจทย 
(9) จงหาอนุพันธของฟงกชัน f (x)  ที่จุด x  ใดๆ และที่จุด x 2=  
 (9.1) 2f (x) 2x=  
 (9.2) 2f (x) x 2x 4= − +  
 (9.3) f (x) 3=  
 (9.4) f (x) 2 3t= −  
(10) ถา 2y x 2x= −  เปนสมการเสนโคง จงหา 

(10.1) ความชันของเสนโคงน้ีที่จุด (2, 6)−  
(10.2) สมการเสนสัมผัสโคง ณ จุดเดียวกันนี้ 

(11) ใหหาสมการเสนสัมผัสโคง 3y x=  ณ จุด ( 1, 1)− −  
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สูตรในการหาอนุพันธ 
เน่ืองจากการใชลิมิตคํานวณนั้นไมสะดวก จึงไดมีการคิดสูตรในการหาอนุพันธไวดังน้ี 
1. สูตรทั่วไป 

n n 1

d
x 1

dx
d

x nx
dx

−

• =

• =
  

d
c 0

dx
d d

c f (x) c f (x)
dx dx

• =

• =
 

2. การบวกลบคูณหารฟงกชัน 

 [ ]d
f (x) g (x)f (x) g(x)

dx
′ ′• = ±±  

 [ ]d
f (x)g (x) g(x) f (x)f (x) g(x)

dx
′ ′• = +⋅  

 
[ ]2

f (x)d g(x)f (x) f (x)g (x)
g(x)dx g(x)

′ ′−⎡ ⎤• =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3. ฟงกชันคอมโพสิท (กฎลูกโซ; Chain Rule) 

 d dg df
g(f (x))

dx df dx
• = ⋅  

กฎลูกโซจะเขยีนยาวกี่ทอดก็ได เชน dg dg dh df dx
dt dh df dx dt

= ⋅ ⋅ ⋅  

 
โจทย 
(12) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (12.1) f (x) 5=    (12.7) 3 2 2f (x) (3x 4x ) (7x 5)= − + −  
 (12.2) f (x) x=    (12.8) 5 3f (x) x x −= −  
 (12.3) f (x) 3x= −    (12.9) f (x) 1/x=  
 (12.4) 2f (x) 3x= −    (12.10) 2f (x) 2/x=  
 (12.5) 2f (x) x x= +    (12.11) f (x) 6 x=  
 (12.6) 2f (x) 3x 5x 1= − +   (12.12) f (x) 1 /3x x=  
(13) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (13.1) 2 3f (x) (6x 4)(3x 5)= + +  
 (13.2) 4 2f (x) (2x 1)(x x 1)= + + +  

 (13.3) 
2

2

4x 7x 1
f (x)

3x 8
+ +

=
+

 

 (13.4) 
2x 4x 7

f (x)
3x 1
+ +

=
−

 

(14) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (14.1) 2f (x) (x 3)= +  
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 (14.2) 2 3f (x) (x 1)= +  
 (14.3) 3 2 2f (x) (x x 2x 1)= − + +  
 (14.4) 4/5f (x) (1 4x)= −  
(15) ตรวจสอบคําตอบขอ (2), (3.3), (3.4), (4.4), (6), (7), (8.2) โดยใชสตูรในการหาอนุพันธ 
(16) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (16.1) f (x) (2x 3)(3x 4)= + −  

 (16.2) 
5 3

2

4x 10x 6x 8
f (x)

2x
− + −

=  

 (16.3) 1 3x
f (x)

1 3x
+

=
−

 

 (16.4) 3f (x) (3x 5)= −  
(17) จงหาคาของ 

 (17.1) 
x 1

dy
dx =

 เม่ือ 2 3y f (x) (2x 1) (3x 2)= = + −  

 (17.2) f (1)′  เม่ือ 
23

2
f (x)

x 2x 3
=

− +
 

 (17.3) ความชันเสนสัมผัสโคง ณ จุดที่ x 1=  เม่ือ 2 2 4f (x) x 8(x 3)= + −  
 (17.4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f (x)  ณ จุดที่ x 1=  เม่ือ 2f (x) x 1= −  
 
อนุพันธอันดับสูง 

สมมติ 3 2f (x) y x 2x x 5= = − + +  ดังน้ัน หาอนุพันธไดเปน 2dy
f (x) 3x 4x 1

dx
′ = = − +  

หากเราหาอนุพันธของ f (x)′  ตอไปอีก จะเรียกวาเปนอนุพันธ อันดับสูง (Higher Order) 

เชน อนุพันธอันดับสอง คือ 
2

2

d y
f (x) 6x 4

dx
′′ = = −  

อนุพันธอันดับสาม คือ 
3

3

d y
f (x) 6

dx
′′′ = =  

อนุพันธอันดับสี่ คือ 
4

(4)
4

d y
f (x) 0

dx
= =   ... ฯลฯ 

ขอสังเกต 1. การเขียนสัญลักษณ อนุพันธอันดับที่ n  จะเปน 
n

n

d y
dx

 หรือ (n)f (x)  

แตอันดับที่หน่ึง สอง และสาม นิยมใชเครื่องหมายขีด เปน f (x), f (x), f (x)′ ′′ ′′′  
2. ตัวอยางทีย่กมาเปนพหุนามดีกรี 3  จะเห็นไดวา อนุพันธอันดับทีส่ี่ขึ้นไปลวนมีคาเปน 0  
 
โจทย 
(18) ใหหาคาอนุพันธอันดับสูง f (x), f (x)′′ ′′′  และ (4)f (x)  ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (18.1) 4 3 2f (x) x 3x 5x 7x 3= + + − −  
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y

x 

A 
B

C

D
E 

Oa   b     c 
d    e 

 (18.2) 5 4 3f (x) x 3x 4x x 1= + − + −  
(19) จงหาคา f ( 3), f ( 3), f ( 3)′ ′′− − −  เม่ือ 2f (x) x x 3= + −  
(20) หาคา (f g )(1)′′ ′′+  เม่ือ f (x) 2 x= −  และ 2g(x) (1 3x)= −  
(21) จงหา (n)f (x)  เม่ือ f (x) 1/x=  
 
ฟงกชันเพิ่ม ฟงกชันลด และคาสุดขีด 
ความหมายของฟงกชันเพ่ิมคือ เม่ือ x  เพ่ิมขึ้นแลว f (x)  ก็จะเพ่ิมขึ้นดวย หรือกลาววา ความ
ชันเปนบวก สวนฟงกชันลดนั้น เม่ือ x  เพ่ิมขึ้นแลว f (x)  กลับลดลง หรือกลาววา ความชัน
เปนลบนั่นเอง ดังน้ันเม่ือพิจารณารวมกับอนุพันธ f (x)′  ซ่ึงก็เปนความชัน จึงไดกฎวา 
 ชวงที่ f (x) 0′ >  เปนฟงกชันเพ่ิม และชวงที่ f (x) 0′ <  เปนฟงกชันลด 
และเนื่องจากตําแหนงที่ฟงกชันจะเปลี่ยนจากเพิ่มไปลด หรือจากลดไปเพิ่ม จะตองมีการวกกลับ
ของกราฟ ซ่ึงทําใหเกิดจุดยอด (จุดสุดขีด; Extreme Point) ขึ้น สามารถหาโดย f (x) 0′ =  
 จุดสุดขีด จะมีคา f (x) 0′ =  เรียกคา x  ณ จุดนั้นวา คาวิกฤต (Critical Value)  
จุดสุดขีด มีสองแบบ คือจุดสูงสุดและจุดต่ําสุด ถาความชันเปลี่ยนจากลดไปเพิ่ม จะเกิดจุดต่ําสุด 
และถาความชนัเปลี่ยนจากเพิ่มไปลด จะเกิดจุดสูงสุด 
 
หมายเหต ุ1. f (x) 0′ =  ไมไดเปนจุดสูงสุดหรือต่ําสุดเสมอไป อาจเปนจุดเปลีย่นเวาเทานั้น 
เราสามารถพิจารณาใหละเอียดไดจาก อัตราการเปลี่ยนแปลงของความชัน หรือ f (x)′′  

หาก f (x) 0′′ >  แสดงวาความชันเปลีย่นจากลดไปเพิ่ม เกิดจุดต่ําสุด 
หาก f (x) 0′′ <  แสดงวาความชันเปลีย่นจากเพิ่มไปลด เกิดจุดสูงสุด 
หาก f (x) 0′′ =  เปนเพียงจุดเปลี่ยนเวา ไมใชจุดสดุขีด 

2. เราใชความรูเรื่องคาสูงสุดต่ําสุด (Maximum & Minimum) ของฟงกชัน ในการคาํนวณโจทย
ปญหาที่เปนเหตุการณจริง เชน มีฟงกชันกําไร P(x)  แลวหาคา x  ที่ทําใหไดกําไรมากที่สุด 
 
•  พิจารณากราฟตอไปน้ี เพ่ือทําความเขาใจเรื่อง สัมพัทธ (Relative) และ สัมบูรณ (Absolute) 
ฟงกชันหนึ่งๆ หากมีการวกกลับของกราฟ ณ จุดใด ก็จะเรียกจุดนั้นวาจุดสุดขีดสัมพัทธ 
(แปลวาเทียบกับจุดขางเคียง, จึงมีจุดสุดขีดสัมพัทธไดหลายจุด) และหากจุดใดมีคาฟงกชันมาก
ที่สุดหรือนอยที่สุดที่สุดของกราฟแลว จะเรียกจุดนั้นวาจุดสุดขีดสัมบูรณดวย (สูงสุดกับต่ําสุด มี
ไดอยางละ 1 จุด) 

จุดสูงสุดสัมพัทธไดแก จุด A,C,E  
จุดสูงสุดสัมบูรณ คือจุด C  เทานั้น 
 

จุดต่ําสุดสัมพัทธไดแก จุด B,D  
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ไมมี 
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โจทย 
(22) จากกราฟในตวัอยางขางตน ใหหาชวงที่เปนฟงกชันเพ่ิม และชวงที่เปนฟงกชันลด 
(23) หาคาสูงสุดและต่ําสุด ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (23.1) 2f (x) x x= − −  
 (23.2) 2f (x) x x 1= − −  
 (23.3) f (x) 3x 2= +  
(24) จงหาคาสุดขีดทั้งหมด และระบชุวงที่เปนฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด สําหรับฟงกชันตอไปน้ี 
 (24.1) 2f (x) x 4x 5= − +  
 (24.2) 3f (x) x 3x= −  
 (24.3) 3 2f (x) 2x 3x 12x 7= + − −  
 (24.4) 4 3 2f (x) x 3x 3x x= − + −  
 (24.5) 3f (x) x=  
 (24.6) 2f (x) x 2x 1 ; x [ 1,2]= − + ∈ −  
(25) ใหหาคาสูงสุดสัมพัทธ และต่ําสุดสัมพัทธทั้งหมดของฟงกชันตอไปน้ี โดยไมตองวาดกราฟ 
 (25.1) 2f (x) 3 x= −  
 (25.2) 2f (x) x 3x 4= + +  
 (25.3) 3f (x) x 3x 3= − +  
 (25.4) 4 2f (x) x 2x 3= − +  
 (25.5) 3 2f (x) x x 8x 1= + − −  
(26) ใหเขียนกราฟและบอกคาสุดขีดสัมพัทธของ 5 3y 2x 30x= −  
(27) จงหาจํานวนเต็มบวกสองจํานวนซึ่งรวมกันได 8  โดยที่ผลบวกของกําลังสามมีคานอยที่สุด 
(28) วัตถุเคลือ่นที่ไดระยะทาง 2s 3t 2t 1= − +  เมตร ในเวลา t  วินาท ีจงหา 
 (28.1) ความเร็ว v  ของวัตถุ ขณะเริ่มตน และขณะ t 2=  วินาที 
 (28.2) ระยะทางที่ไกลที่สุดจากจุดเริ่มตนที่วตัถุเคลื่อนที่ไปถึง (กอนจะวกกลบั) 
(29) ชาวสวนปลูกมะมวง 22 ตนตอไร จะไดตนละ 500 ผล และเขาพบวาหากปลกูเพิ่มอีกไรละ
ตน จะทําใหผลลดลงตนละ 10 ผล ดังน้ันแลวเขาควรจะปลูกไรละกี่ตนจึงจะไดผลมากที่สุด 
(30) สามเหลีย่มมุมฉากยาวดานละ 90, 120, 150 หนวย ใหหาวาจะ 
บรรจุสี่เหลี่ยมมุมฉากลงไปภายในสามเหลี่ยมนี้ (ใหมีมุมฉากรวมกัน 
ดังภาพ) ไดพ้ืนที่มากที่สุดเทาใด 
(31) จากภาพ บริษัทกอสรางตองการวางทอจากจุด P ไปยัง Q ตามแนว 
PR และ RQ (โดยจุด R อยูที่ใดก็ไดบนเสน TS) จงหาวา R อยูที่คา x 
เปนเทาใด จึงสิ้นเปลืองคาวางทอนอยที่สุด กําหนดใหคากอสราง (หนวย 
เปนลานบาท) ระหวาง P ถึง R เปนสองเทาของกําลังสองของระยะทาง 
และระหวาง R ถึง Q เปนสามเทาของกําลังสองของระยะทาง P 

R 
  Q S 

T 3 km 4 km 

x 5 k
m 
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a 

b 

V B F 

a 

a 

x 
  x 

d

(32) ใหคํานวณคาตางๆ เม่ือตองการทําใหเกิดคามากที่สุด ในแตละรูปตอไปน้ี 
 (32.1) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในสามเหลี่ยมมุมฉาก ใชมุมฉากรวมกัน 

  กวางยาว = ________ 
พ้ืนที่ = ___________ 

 
 
 

(32.2) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในวงกลมขนาดเสนผานศูนยกลาง d  

  กวางยาว = _______ 
พ้ืนที่ = __________ 

 
 
หากเปนครึ่งวงกลม จะไดพ้ืนที่ = _________
 (32.3) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในพาราโบลา โดยวางดานหนึ่งบนโฟกัส 

    
BF  = ________ 

 
 
 

 (32.4) ปริมาตรกลองมากที่สุดที่พับได 
เม่ือตัดมุมกระดาษรูปสี่เหลีย่มจัตุรัสออก 
 
      x  = _________ 

 
 
 
 (32.5) ปริมาตรกรวยกลม มากที่สุด 
บรรจุในทรงกลมรัศมี r  
 

  ความสูงกรวย = ______ 
 
 
 
 (32.6) ปริมาตรทรงกระบอกมากที่สุด 
บรรจุในกรวยกลมตรง สูง H 
 

ความสูงทรงกระบอก = ___

 
กฎของโลปตาล ( ˆL'Hopital's Rule ) 

การหาลิมิตรปูแบบยังไมกาํหนด ไดแก 0
0

 กับ ∞
∞

 นอกจากจะหาโดยการจัดรูปแลว สามารถ

หาอยางงายๆ ไดโดยกฎของโลปตาล ซ่ึงกลาววา 

 
x a x a

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)→ →

′
=

′
  เม่ือ f (a) g(a) 0= =  หรือ f (a) g(a)= =∞  เทานั้น 

 
โจทย 
(33) จงหาคาลิมิตตอไปน้ีโดยใชกฎของโลปตาล 

 (33.1) 
2

x 5

x 25
lim

x 5→−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

   (33.8) 
x 1

1 xlim
1 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
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 (33.2) 
2

2x 2

x 4
lim

x x 6→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

  (33.9) 
4

x 1 3

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (33.3) 2 2x a

x a
lim

x a→

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.10) 
x 0

25 x 5lim
x→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (33.4) 
2

2x 2

2x 3x 2
lim

x 4→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (33.11) 
x 1

2 x 3lim
x 1→

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
 

 (33.5) 
3

x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.12) 
2x 2

x 2
lim

x 2x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (33.6) 
3

2x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.13) 
3

x 2

x 1 1
lim

x 2→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(33.7) 
x 9

3 xlim
9 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
   (33.14) 

x 8 3

1 x 3
lim

2 x→−

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

(34)  [Ent’มี.ค.44] 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 มีคาเทากับเทาใด 

(35) จงหาคาของ 

 (35.1) 2x 0

1/x
lim

2/x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (35.4) 
3

3 2x 1

x 3x 2
lim

2x 3x 1→

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

 (35.2) 2 2x

x a
lim

x a→∞

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (35.5) 
3

2x 0

xlim
x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (35.3) 
2

x

x 2x
lim

x 2→∞

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

โจทยทบทวนเรื่องอนุพันธ 

(36) [Ent’38] กําหนดให 3x 1
f (x)

2x 1
+

=
−

 และ 2g(x) 3x 1= +  อนุพันธของ 

[f (x) g(x)]+  ที่ x 1=  เทากับเทาใด 
(37) [Ent’38] สมการเสนสัมผัสโคง 23y x 2= +  ที่จุดซึ่ง x 5=  เปนสมการใด 

(38) [Ent’มี.ค.44] ถาเสนสมัผัสเสนโคง 2 5
y (x 1) (2x )

4
= − −  ที่จุด 1 1

( , )
2 16

−  ทํามุม θ

กับแกน x  โดยที่ 0
2

≤ ≤θ π  แลว 2sin
2
θ  มีคาเทาใด  

(39) [Ent’39] กําหนดให 2x a
f (x)

x b
−

=
+

 โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจริงซ่ึงไมใชศูนย ถา 

f (0) 4′ =  และ f (0) 8′′ = −  แลว คาของ f (0)  เปนเทาใด 
(40) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) ax x x b= + + +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง และ 
f (1) 3= , f (1) 0′ =  ถา g(x) f (x)′′=  แลว (gof)( 1)−  มีคาเทาใด 
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(41) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) x cx 9x= + −  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง ถาคาวิกฤตคา
หน่ึงของ f  คือ 1 แลว f  เปนฟงกชันลดในชวงใด 
(42) [Ent’38] กําหนดให 3 2f (x) x bx cx= + +  เม่ือ b,c  เปนจํานวนจริง ถา x 2= −  เปน
คาวิกฤตของฟงกชัน f  และ f ( 1) 6′′ − =  แลว ขอใดถกู 
 ก. f  เปนฟงกชนัเพ่ิม   ข. f  เปนฟงกชันลด 
 ค. x 2= −  ใหคาสูงสุดสัมพัทธ  ง. x 1= −  ใหคาต่ําสดุสัมพัทธ 
(43) [Ent’40] กําหนดให 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  มี x 1−  เปนตัวประกอบหนึ่ง และ 
f (0) 0= , f (0) 2′ = , f (0) f (0) 1′′ ′′′+ =  ดังน้ัน f (2)  มีคาเทากับเทาใด 
(44) [Ent’มี.ค.42] กําหนดให a,b,c,d  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  โดย
ที่ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธเปน 2  ที่ x 1=  นอกจากนั้น f (1) 4′′ = − , f (0) 1=  แลว f  มีคา
ต่ําสุดสัมพัทธที่จุดซึ่ง x  เทากับเทาไร 
(45) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 3f (x) ax bx= +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง และ f  มีคา
ต่ําสุดสัมพัทธเทากับ 2− ที่จุดซึ่ง x 1=  ถา 3g(x) x f (x)′= +  แลว g  เปนฟงกชันลด
ในชวงใด 
(46) [Ent’37] ให f (x) 3x 10= −  และ 2h(x) (fog)(x) ax bx c= = + +  ถา h(0) 1=  
และ h  มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ x 2= −  คือ 5  แลวคา g(1)  เปนเทาใด 
(47) [Ent’ต.ค.42] ให u  และ v  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ 2v(x) x 2x= −  ถา 

u(x)
f (x)

v(x)
=  และ u(3) 9= − , u (3) 3′ =  แลว คาของ f (3)′  เทากับเทาใด 

(48) [Ent’มี.ค.42] ให f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได และ f (3) 2= − , f (3) 5′ =  ถา 

2

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 แลว g (3)′  มีคาเทาใด  

(49) [Ent’41] กําหนดให 
2 3(x 1)

f (x)
g(x)
−

=  โดยที่ g(2) f (2) 3′= =  แลว จงหา g (2)′  

(50) [Ent’ต.ค.43] ให 3 2f (x) x x g(x)= − +  และ f (2) f (2) 2′ = =  แลว จงหา g (2)
f

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(51) [Ent’ต.ค.41] กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F(x) (f(x)) 15= +  ถา 
F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับเทาใด 
(52) [Ent’40] กําหนดให 2f (x) (3x 5x)g(x)= +  ถา g  เปนฟงกชันพหุนามที่มีคาสูงสุด
สัมพัทธเทากบั 5  ที่จุดซึ่ง x 1=  แลว f (1)′  มีคาเทาใด 
(53) [Ent’39] กําหนดให g(x)  เปนพนุนามที่มีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และ 

2f (x) (x 1) g(x)= −  ถา x 2−  หาร f (x)  เหลือเศษ 3  และ x 2−  หาร f (x)′  เหลือเศษ 
4  แลว คาของ g (2)′  เปนเทาใด 
(54) [Ent’36] ให f (x) x x= +  แลว จงหาเซตของจํานวนจริง x  ซ่ึงทําให f (x) 3′ ≥  
(55) [Ent’39] กําหนดให 2/3 2f (x) x (x 16)= −  จงหาเซต { }A x | f (x) 0′= ∈ >  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   176 

(56) [Ent’41] ถา f (x) x 1= + , g(x) x=  และ F(x) (fog)(x)=  เม่ือ x 1≥  แลว 
1(F ) (2)− ′  มีคาเทากับเทาใด 

(57) [Ent’ต.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) ax 4x 1= − +  เม่ือ a  เปนคาคงตวั และ 
f (x)  ,x 1

g(x) f (x) ,x 1
0     ,x 1

>⎧
⎪ ′= <⎨
⎪ =⎩

 ถา g(x)  มีลิมิตที่ 1 แลว a  มีคาเทาใด 

(58) [Ent’ต.ค.41] ให 8 6f (x) x x= −  และ f ′  คืออนุพันธของ f  ถา n{a }  เปนลําดับซ่ึงมี 
nn

lim a 1
→∞

=  แลว nn
lim (fof )(a )
→∞

′  เทากับเทาใด 
(59) [Ent’39] สามเหลี่ยมมุมฉากรูปหน่ึงมีดานทั้งสามยาว 3,4,5  น้ิว ตามลําดับ 
สี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่มากที่สุดที่สามารถบรรจุลงในสามเหลี่ยมนี้ได จะมีพ้ืนที่กี่ตารางนิ้ว 
(60) [Ent’38] สินคาชนิดหนึ่งขายราคาชิ้นละ 24  บาท ตนทุนในการผลติ x  ชิ้นเทากับ 

3/216 6x 0.2x+ +  บาท ถา N เปนจํานวนชิ้นของสินคาที่ผลติเพ่ือใหไดกําไรสูงสุดแลว ขอใด
เปนจริง  ก. 1 N 2000≤ <   ข. 2000 N 4000≤ <  

ค. 4000 N 6000≤ <  ง. 6000 N 8000≤ <  
 
 
เฉลย 
(1) 7    (2.1) 4x 3+    (2.2) 19    (3.1) 12x h+    (3.2) 23    (3.3) 12x    (3.4) 20    

(4.1) 1
20

−    (4.2) 1
18

−    (4.3) 1
16.04

−    (4.4) 1
16

−    (5) 76
3
π  ลบ.หนวย ตอหนวย   

(6.1) 10  ตร.ซม. ตอ ซม.   (6.2) 20π  ตร.น้ิว ตอน้ิว   (7.1) 2 rH
3
π    (7.2) 21

r
3
π    (8.1)   

2.3−  ลบ.ม. ตอนาที   (8.2) 2.2−  ลบ.ม. ตอนาที   (9.1) 4x, 8    (9.2) 2x 2, 2−    (9.3) 
0, 0    (9.4) 0, 0    (10.1) 7−    (10.2) y 7x 8= − +    (11) y 3x 2= +    (12.1) 0    
(12.2) 1   (12.3) 3−    (12.4) 6x−    (12.5) 2x 1+    (12.6) 6x 5−    (12.7) 29x 6x+    

(12.8) 4 45x 3x−+    (12.9) 
2

1
x

−    (12.10) 
3

4
x

−    (12.11) 3

x
   (12.12) 

2

1

2x x
   

(13.1) 4 290x 36x 60x+ +    (13.2) 5 4 310x 10x 8x 2x 1+ + + +    (13.3) 
2

2 2

33x 58x 56

(3x 8)

− + +

+
   

(13.4) 
2

2

3x 2x 25

(3x 1)

− −

−
   (14.1) 2x 6+    (14.2) 2 26x(x 1)+    (14.3) 3 22(x x 2x 1)− + +  

2(3x 2x 2)− +    (14.4) 
5

16

5 1 4x
−

−
   (15) ...   (16.1) 12x 1+    (16.2) 2

2 3

3 8
6x 5

x x
− − +    

(16.3) 
2

6

(1 3x)−
   (16.4) 29(3x 5)−    (17.1) 93    (17.2) 0    (17.3) 1

197
3

   (17.4) 

หาคาไมได   (18.1) 212x 18x 10+ + , 24x 18+ , 24    (18.2) 3 220x 36x 24x+ − , 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   177 

260x 72x 24+ − , 120x 72+    (19) 3, 5, 2−    (20) 3
17

4
   (21) 

n

n 1

( 1) n!
x +

− ⋅   (22) 

ฟงกชันเพ่ิม ( ,a] [b,c] [d,e]−∞ ∪ ∪  และฟงกชันลด [a,b] [c,d] [e, )∪ ∪ ∞   (23.1) 

สูงสุด 1
4

 ต่ําสุดหาคาไมได  (23.2) สูงสุดหาคาไมได ต่ําสุด 5
4

−    (23.3) สูงสุดและต่ําสุดหา

คาไมได   (24.1) ต่ําสุดสัมพัทธและสมับูรณ 1 สูงสุดสัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได 
ฟงกชันลด ( ,1]−∞  ฟงกชันเพ่ิม [1, )∞    (24.2) ต่ําสุดสัมพัทธ 2−  ต่ําสุดสัมบูรณหาคาไมได 
สูงสุดสัมพัทธ 2  สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด [ 1,1]−  ฟงกชันเพ่ิม 
( , 1] [1, )−∞ − ∪ ∞    (24.3) ต่าํสุดสัมพัทธ 14−  ต่ําสุดสัมบูรณหาคาไมได สูงสุดสัมพัทธ 
13  สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด [ 2,1]−  ฟงกชันเพ่ิม ( , 2] [1, )−∞ − ∪ ∞    (24.4) 

ต่ําสุดสัมพัทธและสัมบูรณ 27
256

−  สูงสุดสัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด 

[ ,1/4]−∞  ฟงกชันเพ่ิม [1/4, )∞  และมีจุดเปลี่ยนเวาที่คูอันดับ (1,0)    (24.5) ต่ําสุด
สัมพัทธและสงูสุดสัมพัทธไมมี ต่ําสุดสัมบูรณและสูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันเพ่ิม 
( , )−∞ ∞  และมีจุดเปลี่ยนเวาทีคู่อันดับ (0,0)    (24.6) ต่ําสุดสัมพัทธและสัมบูรณ 0  สูงสุด
สัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณ 4  ฟงกชันลด [ 1,1]−  ฟงกชันเพ่ิม [1,2]    (25.1) สูงสุด 3  เม่ือ 

x 0=    (25.2) ต่ําสุด 7
4

 เม่ือ 3
x

2
= −    (25.3) ต่ําสุด 1 เม่ือ x 1=  และสูงสุด 5  เม่ือ 

x 1= −    (25.4) ต่ําสุด 2  เม่ือ x 1, 1= −  และสูงสุด 3  เม่ือ x 0=    (25.5) ต่ําสุด 
213
27

−  เม่ือ 4
x

3
=  และสูงสุด 11  เม่ือ x 2= −    (26) ต่ําสุด 324−  เม่ือ x 3=  และ

สูงสุด 324  เม่ือ x 3= −  โดยมีจุดเปลี่ยนเวาที่ (0,0)    (27) 4,4    (28.1) 2−  เมตรตอ

วินาที และ 10  เมตรตอวินาท ี   (28.2) 1
3

 เมตร   (29) 36  ตน   (30) 2,700  ตร.หนวย   

(31) 3  กม.   (32.1) a b
,

2 2
 และ ab

4
   (32.2) d d

,
2 2

 และ 
2d

2
 และ 

2d
4

   (32.3) 

2
VF

3
   (32.4) a

6
   (32.5) 4

r
3

   (32.6) 2
H

3
   (33.1) 10    (33.2) 4

5
   (33.3) 1

2a
   

(33.4) 5
4

   (33.5) 3    (33.6) 3
2

   (33.7) 1
6

   (33.8) 1
2

   (33.9) 3
4

   (33.10) 1
10

   

(33.11) 1
4

−    (33.12) 1

4 2
   (33.13) 1

3
   (33.14) 2−    (34) 1

2
   (35.1) 0    (35.2) 0    

(35.3) หาคาไมได   (35.4) 1   (35.5) 0    (36) 7
2

−    (37) 10x 27y 31 0− + =    (38) 

0.1    (39) 2−    (40) 16−    (41) ( 3,1)−    (42) ก.   (43) 1   (44) 1
3

−    (45) ( 2,0)−    

(46) 2    (47) 5    (48) 0.62    (49) 11    (50) 2−    (51) 3
2

   (52) 55    (53) 2−    (54) 
1

(0, ]
16

   (55) ( 2,0) (2, )− ∪ ∞    (56) 2    (57) 5
2

   (58) 192    (59) 3    (60) ข. 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   178 

การอินทิเกรต (Integration) 
 
•  การกระทําทีต่รงขามกับกระบวนการหาอนุพันธ เราเรียกวา การอินทิเกรต 

น่ันคือ ถา d
F(x) f (x)

dx
=  แลว (การหาอนุพันธ) 

จะไดวา f (x)dx F(x)=∫   (การอินทิเกรต) 
สัญลักษณ ∫ เรียกวาเครื่องหมายอินทิกรัล และเรียก f (x)  วา ตัวถูกอินทิเกรต (Integrand) 
 
•  สิ่งที่หาอนุพันธไดตรงตามคาที่ตองการ จะเรียกวา ปฏิยานุพันธ (Antiderivative) ทั้งหมด 
ตัวอยางเชน 2

1F (x) x= , 2
2F (x) x 1= + , 2

3F (x) x 5= + , 2
4F (x) x 7= −  

ตางก็เปนปฏยิานุพันธของ f (x) 2x=  เน่ืองจากลวนทําให d
F(x) f (x)

dx
=  

 
•  เราพบวา รูปทั่วไปของปฏิยานุพันธของ f (x) 2x=  คือ 2x c+  เม่ือ c  เปนคาคงที่ใดๆ 
เรียก “รูปทั่วไปของปฏิยานุพันธ” น้ีวา อินทิกรัลไมจํากัดเขต (Indefinite Integral) ของ f (x)  
และเขยีนสัญลักษณเปน f (x)dx∫  ดังน้ันอินทิกรัลไมจํากัดเขต 2f (x)dx x c= +∫  น่ันเอง 
ขอสังเกต ปฏยิานุพันธมีไดหลากหลาย แตอินทิกรัลไมจํากัดเขตมีแบบเดียวเสมอ 
 
สูตรในการหาอินทิกรัล 
1. สูตรทั่วไป 

n 1
n x

x dx c
n 1

+

• = +
+∫   

k dx kx c

k f (x)dx k f (x)dx

• = +

• =

∫
∫ ∫

 

2. การบวกลบฟงกชัน 
 [ ]dx f (x)dx g(x)dxf (x) g(x)• = ±±∫ ∫ ∫  

• การคูณและหาร ไมมีสูตร 
3. ฟงกชันคอมโพสิท อาศัยเทคนิคการอินทิเกรตโดยเปลี่ยนตัวแปร 
 
โจทย 
(1) จงหาคา F(x) ที่ทําให F (x) f (x)′ =  เม่ือกําหนดให 
 (1.1) f (x) x=    (1.5) 3f (x) x=  
 (1.2) f (x) 2x=    (1.6) f (x) x x=  
 (1.3) f (x) 7=    (1.7) 5f (x) 1 / x=  
 (1.4) 2f (x) 3x=  
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(2) จงหาคา f (x)dx∫  เม่ือกําหนดให 

 (2.1) 4 2f (x) 5x 3x 2= + −   (2.4) 3
3

3
f (x) x 4

x
= − +  

 (2.2) 
2

1
f (x) 2x

x
= −   (2.5) 

3

x 2
f (x)

x
−

=  

 (2.3) 2f (x) x (x 3)= −   (2.6) 2f (x) (4x 1)(x 1)= + −  
(3) 2f (x) 3x 3= −  และ F  เปนปฏิยานุพันธของ f  หาก F(0) 4=  แลว จงหาคา F(1)  

(4) [Ent’41] ถา 4 2dy
5x 3x 4x

dx
= + −  และ y(1) y( 1)− = −  แลวจงหาคาของ y(0)  

(5) โคง C  มีความชันที่จุดใดๆ เปน 2x 2x 3+ −  จงหาสมการโคงน้ัน ถาโคงผานจุด (0,1)  
(6) [Ent’ต.ค.43] ถาเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (0,1)  และ (4,c)  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง 
และความชันของเสนโคงน้ีที่จุด (x,y)  ใดๆ มีคาเทากับ x 1−  แลว c  มีคาเทาใด 
(7) [Ent’40] ถาเสนโคง y f (x)=  มีอัตราการเปลีย่นแปลงของความชันที่จุด (x,y)  ใดๆ บน
โคง เปน 2x 1−  และเสนสัมผัสเสนโคงที่จุด (1,2)  ตั้งฉากกับเสนตรง x 2y 1 0+ − =  แลว 
ความชันของโคงน้ีที่จุดซึ่ง x 0=  เทากับเทาใด 
(8) จุดตัดระหวางวงกลมทีมี่จุดศูนยกลางอยูที่ (0,1)  รัศมียาว 2  หนวย กับเสนโคงที่ผาน
จุด (3,10)  และมีความชันเปน 2x  จะอยูในจตุภาคใด 
(9) [Ent’ต.ค.41] กําหนดให f  เปนฟงกชันซ่ึง f (2) 1= − , f (1) 3′ = − , และ f (x) 3′′ =  
ทุกๆ คา x  แลว f (0)  มีคาเทาใด 
(10) ในเวลา t  วินาที รถไฟวิ่งดวยความเรง a  ฟุตตอวินาที2 โดย 2a 12t 6t 10= + +  หาก
เม่ือเวลาเริ่มตนพบวาระยะทางเปน 10  ฟุต และความเร็วเปนศูนย จงหาระยะทางเมือ่เวลาผาน
ไป 5  วินาท ี
(11) [Ent’40] ถาวัตถุชิ้นหนึง่เคลื่อนที่ดวยความเรงขณะเวลา t  ใดๆ เปน 224t  เมตร/วินาที2 
และขณะเวลาเปน t 1=  วินาที มีความเร็ว 16  เมตร/วินาที และเคลื่อนที่ไดระยะทาง 8  เมตร 
แลวเม่ือเวลา t 2=  วินาที วตัถุจะเคลื่อนที่ไดระยะทางเทาไร 
(12) ถากําลังคนของบริษทัแหงหน่ึงในปจจุบัน ทําใหไดผลผลิต 3,000  ชิ้นตอวัน และเม่ือคน
เพ่ิม x  คน จะมีอัตราการเปลีย่นแปลงผลผลิต 80 6 x−  ชิ้นตอวัน ถามวาเม่ือเพ่ิมคน 25  
คน บริษัทแหงน้ีจะไดผลผลติกี่ชิ้นตอวัน 
(13) ใหหาคาอินทิกรัลตอไปน้ี (อาศัยเทคนิคการเปลีย่นตัวแปร) 
 (13.1) 2 8t (1 2t ) dt−∫    (13.4) 2x 3 (x 1) dx+ +∫  

 (13.2) 3 2 3x (4 x ) dx−∫   (13.5) 
2/3

2x
dx

(1 x)−∫  

 (13.3) 2 3(3x 2) 2x 4x 1 dx+ + +∫  (13.6) 
2 5

18 12x
dx

(4 9x 3x )
+

− −∫  
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อินทิกรัลจํากัดเขต และพื้นที่ใตโคง 
•  อินทิกรัลจํากัดเขต (Definite Integral) จะมีการระบุชวงของ x  ที่เครื่องหมายอินทิกรัล 

ดังสัญลักษณ 
b

a

f (x)dx∫         โดยมีคาเปน 
b

b

a
a

f (x)dx F(x) F(b) F(a)= = −∫  

 
•  คาของอินทิกรัลจํากัดเขตทีค่ํานวณได ก็คือพ้ืนที่ระหวางโคง f (x)  กับแกน x  ตั้งแต  
x a=  จนถึง b  โดยหากสวนใดของโคงน้ันอยูใตแกนก็จะไดพ้ืนที่เปนคาลบ 
•  หากเราตองการหาพื้นที่ระหวางโคง f (x)  กับแกน x  ที่แทจริง จะตองตรวจสอบวามีชวงใด
ของโคงที่อยูใตแกน x  กอน เพ่ือแยกชิ้นสวนในการคํานวณ ไมใหพ้ืนที่บริเวณใดมีคาติดลบ 
 
•  ตัวอยางเชน จากกราฟที่สมมติขึ้นนี ้

จะคํานวณได 
3

1

f (x)dx 5=∫  และ 
4

3

f (x)dx 2= −∫  

และหากคํานวณพรอมกันจะได 
4

1

f (x)dx 3=∫  

ซ่ึงถาตองการหาพื้นที่ที่ปดลอมดวยโคงที่แทจริง 

จะตองคิดจาก 
3 4

1 3

f (x)dx f (x)dx 5 2 7− = + =∫ ∫  ตารางหนวย 

หรือใชวิธีอินทิเกรตตลอดทั้งชวง แลว “ลบ” ดวยสองเทาของสวนทีต่ิดลบ จะสะดวกขึ้น 
 
โจทย 
(14) จงหาคาของ 

 (14.1) 
4

0

(3 x)dx−∫    (14.2) 
2

2

(2x 1)dx
−

−∫  

(14.3) พ้ืนที่ปดลอมดวยเสนตรง y 3 x= −  กับแกน x  ในชวง x 0=  ถึง 4  
 (14.4) พ้ืนที่ปดลอมดวยเสนตรง y 2x 1= −  กับแกน x  ในชวง x 2= −  ถึง 2  
(15) จงหาคาของ 

 (15.1) 
2

2

1

(3x 2x)dx
−

−∫   (15.3) 
4

2

1

(6 x x )dx
−

+ −∫   

(15.2) 
3

3

1

(x 4x)dx
−

−∫   

(15.4) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y 3x 2x= −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 2  
 (15.5) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 3y x 4x= −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 3  
 (15.6) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y 6 x x= + −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 4  
 

y

x O      1     
  4 

5 ตร.หนวย 

2 ตร.หนวย 
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y 

x 

(2,7)         (8,7) 

(16) จงหาพื้นที่ที่ลอมดวยโคง 2f (x) x 1= −  กับแกน x  ในชวงที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 (16.1) ในชวง x 1=  ถึง 2  
 (16.2) ในชวง x 1= −  ถึง 1 
 (16.3) ในชวง x 2= −  ถึง 0  

(17) [Ent’40] คาของ 
2 14

2
2

1 0

x 1
dx (4 x) dx

x
+

+ −∫ ∫  เทากับเทาใด 

(18) [Ent’ต.ค.41] พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y x 3x 2= − +  จาก x 0=  ถึง x 2=  เฉพาะสวน
ที่อยูเหนือแกน x  เทากับเทาใด 
(19) [Ent’ต.ค.42] ให 2f (x) x c= −  โดย c  เปนคาคงตวัซ่ึง c 4≥  ถาพื้นที่ที่ปดลอมดวย
เสนโคง y f (x)=  จาก x 2= −  ถึง x 1=  เทากับ 24  ตารางหนวย แลว c  มีคาเทาใด 
(20) กําหนดให f (x)  มีกราฟเปนครึ่งวงกลมดังภาพ 

จงหาคา 
8

5

f (x)dx∫  

(21) [Ent’39] กําหนดฟงกชัน y f (x)=  มีกราฟเปนเสนตรง 

ตัดแกน x  ที่จุด ( 1,0)−  และผานจุด (3,6)  แลวคาของ 
3

1

f (x)dx
−
∫  เทากับเทาใด 

(22) f (x)  เปนกราฟเสนตรงที่ผานจุด (3,5)และ ( 2,2)−  จงหาคา 
3

2

f (x)dx
−
∫  

(23) [Ent’มี.ค.42] ถา ∈θ  และ 
1

sin

(4x 3)dx 0
θ

− =∫  แลว คา cos2θ  เปนเทาใด 

(24) [Ent’40] ถา 
sin

2

1

2
x dx

3

θ

= −∫  แลว 1 sin cos+ +θ θ  เทากับเทาใด 

 
โจทยทบทวนเรื่องอนุพันธ และการอินทิเกรต 
(25) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธ และ g(x) (x 1)f (x)= +  ถา 

2g(x)dx x x c= − +∫  แลว f (1)′  มีคาเทากับเทาใด 
(26) [Ent’ต.ค.42] ให F(x) f (g(x))=  ถา 3g(x) x 2x 2= + +  และ 

3F (x)dx 5x 2x c= + +∫  แลว คาของ f (5)′  เทากับเทาใด 
(27) [Ent’39] ถา 2(fog)(x)dx x 5x c= + +∫  โดยที่ c  เปนคาคงตวั และ f (x) 4x 3= −  

แลวคาของ 
1

0

g(x)dx∫  เปนเทาใด 

(28) [Ent’ต.ค.42] ถา f  เปนฟงกชันซึ่งมีกราฟผานจุด (0,2)  และ 2f (x) 3x 12x 9′ = − +  
แลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับเทาใด 
(29) [Ent’มี.ค.43] ให F  เปนปฏิยานุพันธของ f  โดยที่ 2f (x) 3x 6x 3= − +  ถา 
F(0) 1= −  และ F  มีคาสูงสุดสัมบูรณในชวง [0,2]  ที่จุด x c=  แลว F(c) มีคาเทาใด 
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(30) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 3 2f (x) ax bx 2x 2= + + −  เม่ือ a,b  เปนจํานวนจริง ถา 
f (1) 5′ =  และ f (0) 12′′ = −  แลว [f (x) f (x)]dx′ ′′+∫  เทากับเทาใด 
(31) [Ent’มี.ค.44] ให f  เปนฟงกชัน ซ่ึงอนุพันธของ f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวงปด [0,1]  

และ 
4

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 ถา f (1) f (1) 1′= =  และ f (0) f (0) 2′= = −  แลวจงหา 

1

0

g (x)dx′′∫  

(32) [Ent’41] ให b,c  เปนจํานวนจริง ถาเสนโคง 2y x bx c= + +  มีจุด ( 1, 4)− −  เปนจุด
ต่ําสุดสัมพัทธแลว จงหาพื้นที่ที่ถูกปดลอมดวยเสนโคงน้ีและแกน x  จาก x 1= − ถึง x 1=   
 
 
เฉลย 

(1.1) 
2x

c
2

+    (1.2) 2x c+    (1.3) 7x c+    (1.4) 3x c+    (1.5) 
4x

c
4

+    (1.6) 
5/22 x

c
5

+    

(1.7) 
4

1
c

4x
− +    (2.1) 5 3x x 2x c+ − +    (2.2) 2 1

x c
x

− +    (2.3) 
4

3x
x c

4
− +    (2.4) 

4

2

x 3
4x c

4 2x
+ ++    (2.5) 

2

1 1
c

x x
− + +    (2.6) 

3 2
4 4x x

x x c
3 2

− + − +    (3) 2    (4) 

2    (5) 
3

2x
y x 3x 1

3
= + − +    (6) 7

3
   (7) 2    (8) จุด ( 1,2)± →  จตุภาคที่ 1 และ 2   (9) 

5    (10) 885  ฟุต   (11) 46  เมตร   (12) 4,500    (13.1) 
4u

c
36

+  เม่ือ 2u 1 2t= −    

(13.2) 
5

41 u cu
2 5
⎛ ⎞− +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เม่ือ 2u 4 x= −    (13.3) 3/21
u c

3
+  เม่ือ 3u 2x 4x 1= + +    

(13.4) 
7 5 3
2 2 22 8 8

u u u c
7 5 3

− + +  เม่ือ u x 3= +    (13.5) 
1 4
3 33

6u u c
2

− + +  เม่ือ u 1 x= −    

(13.6) 
6

1
c

3u
+  เม่ือ 2u 4 9x 3x= − −    (14.1) 4    (14.2) 4−    (14.3) 4.5 0.5 5+ =  

ตร.หนวย    (14.4) 6.25 2.25 8.5+ =  ตร.หนวย   (15.1) 6    (15.2) 4     (15.3) 95
6

   

(15.4) 4 4 8
2 4 6

27 27 27
+ + =  ตร.หนวย   (15.5) 3 1

1 4 6 12
4 4
+ + =  ตร.หนวย    (15.6) 

112 17
21.5

6 6
+ =  ตร.หนวย   (16) 2 4 4

, ,
3 3 3

 ตร.หนวย   (17) 14    (18) 5
6

   (19) 9    

(20) 9
21 7.07

4
− ≈

π    (21) พท. ได 12    (22) พท.  ได 17.5    (23) 1−  หรือ 1
2

  

(24) 0    (25) 3
4

   (26) 6    (27) 2.25    (28) 6    (29) 1   (30) 3 25x 9x 10x c+ − +    

(31) 3
2

   (32) 16
3
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ส1 

ส2 

ส3 

ก1   (ส2,ก1) 
ก2   (ส2,ก2) 
ก3   (ส2,ก3) 
ก4   (ส2,ก4) 
ก1   (ส3,ก1) 
ก2   (ส3,ก2) 
ก3   (ส3,ก3) 
ก4   (ส3,ก4) 

วิธีเรียงสับเปลี่ยนและจัดหมู (Permutation & Combination) 
 
กฎพื้นฐานเก่ียวกับการนับ (แผนภาพตนไม) 
•  ถาเราตองทํางาน k  อยาง โดยที่งานอยางแรกมีทางเลือกทําได 1n  แบบ และในแตละแบบก็
เลือกทํางานอยางที่สองได 2n  แบบ และในแตละแบบ... (ไปเร่ือยๆ) จะมีจํานวนวิธีเลอืกทํางาน
จนครบทุกอยาง เทากับ k21 n...nn ×××  วธิ ี
  
ตัวอยาง มีเสือ้ 3  ตัว กางเกง 4  ตัว จะจัดเปนชุดที่ไมซํ้ากันเลยไดกี่แบบ 
ตอบ    1243 =×  แบบ 
เขียนเปนแผนภาพตนไม (Tree Diagram) ไดดังรูป 
 

ตัวอยาง มีเรอืวิ่งขามฟาก 3  ลํา 
จะนั่งเรือไปและกลบัไมใหซํ้าลํากัน ไดกี่วิธ ี
ตอบ    623 =×  วธิ ี
 

ตัวอยาง ทอดลูกเตา 2 ครั้ง จะมีผลออกมาไดกี่แบบ 
ตอบ    3666 =×  แบบ 
 
โจทย 
 
(1) จากตาราง เรามีวิธ ี
เดินทางจากเมือง ก ไป 
เมือง ง โดยผานทุกเมือง 
ไดกี่วิธ ี
(2) มีหีบ 5 ใบวางเรียงกัน จะมีวิธีเอาบอล 3 ลูกใสในหีบ ทีละลูกๆ ทั้งหมดกี่วิธ ี
(3) รานฟาสตฟูดมีเบอรเกอรอยู 6 ชนิดและเครื่องด่ืม 4 ชนิด โดยเครื่องด่ืมแตละชนิดนั้นมี 3 
ขนาด จะมีวิธจัีดชุดอาหารกับเครื่องด่ืมคูกันกี่แบบ 
(4) นําอักษรจากคําวา SPECIAL มาสลับเปนคําไดทั้งหมดกี่แบบ (ไมคํานึงถึงความหมาย) 
(5) มีถุง 2 ใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 3 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 1 ลูก (ซ่ึงแตละลูกถือวาตางกัน) ใบที่
สองมีบอลสีแดง 2 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 2 ลูก หยิบลูกบอลจากใบแรกไปใสในใบทีส่อง 1 ลูก 
และหยิบจากใบที่สองออกมา 1 ลูก มีกี่วิธซ่ึีงบอลที่หยิบจากใบแรกเปนสีแดง และบอลที่หยิบ
ออกจากใบที่สองไมใชสีขาว 
(6) ขอสอบฉบับหนึ่งประกอบดวย โจทยปญหาแบบถกู-ผิด 5 ขอ และปรนัย (ก,ข,ค,ง) อีก 7 ขอ 
จะมีวิธีเดาขอสอบที่ไมซํ้ากันเลยไดกี่แบบ 
(7) กลองใบหนึ่งบรรจุสลากเลข 0 ถึง 9 อยางละใบ ถาหยิบมา 2 ใบ (ทีละใบโดยไมใสคืน) จะมี
กี่วิธทีี่ผลรวมเลขเปนจํานวนคี่ 

การเดินทาง รถยนต เรือ รถไฟ เครื่องบิน 
ก →  ข 
ข →  ค 
ค →  ง 

ได 
ได 
ไมได 

ไมได 
ได 
ได 

ได 
ไมได 
ได 

ได 
ไมได 
ได 

ก1   (ส1,ก1) 
ก2   (ส1,ก2) 
ก3   (ส1,ก3) 
ก4   (ส1,ก4) 
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(8) ใชตวัเลข 0 ถึง 5 มาสรางจํานวน 3 หลัก จะสรางไดกี่จํานวน ถากําหนดให 
(8.1) แตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.2) เปนจํานวนคี่ และแตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.3) มีคามากกวา 350 และแตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.4) หาร 10 ลงตัว 

(9) ตองการเลือกประธาน รองประธาน และเหรัญญิก ตําแหนงละ 1 คน โดยเลือกจากนักเรียน 
ชาย 5 คน หญิง 4 คน จะเลือกไดกี่ชุด หากกําหนดวาประธานและรองประธานเปนเพศเดียวกัน 
และคนละเพศกับเหรัญญิก 
 
วิธีเรียงสับเปลี่ยน (Permutation) 
•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง จะมี !n  วิธ ี

แตถาเอามาเรียงเพียงแค r  สิ่ง จะมี 
!)rn(

!n
−

 วิธี    เขียนแทนดวยสัญลักษณ r,nP  หรือ rnP  

หมายเหตุ เครื่องหมาย ! เรียกวา แฟคทอเรียล (Factorial) 
มีนิยามวา   123...)2n()1n(n!n ⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅=     เม่ือ n  เปนจํานวนนับ 
และกําหนดให 1!0 =  เพ่ือใหสอดคลองกับสมการ !nP n,n =  
 

ตัวอยาง   6123!3 =××=        56
!6

!678
!6
!8

=
××

=       = = × ×7,3

7!
P 7 6 5

4!
 

 

 
ตัวอยาง จัดคน 3 คน ใหยืนเรียงแถวเปนเสนตรง ไดกี่วิธ ี
ตอบ คิดแบบการนับ ได 6123 =××  วิธี   หรือคิดแบบเรียงสบัเปลี่ยน 6!3P 3,3 ==  วิธ ี
 

ตัวอยาง มีธง 5 ผืน ผืนละสไีมซํ้ากัน จะมีวิธีสงสัญญาณโดยเอาธง 3 ผืนมาวางเรียงกัน ไดกี่วิธ ี

ตอบ คิดแบบการนับ 60345 =××  วิธี หรือคิดแบบเรียงสับเปลีย่น 60
!2
!5

P 3,5 ==  วิธ ี

 
โจทย 

(10) หาคาของ 
!7
!10 , 

!7!4
!3!6 , 3,4P , 3,7P  

(11) ถา 30
!)1n(
!)3n(
=

+
+  จงหาคา n  

(12) หาคา n  ซ่ึงทําให 2,n22,n P50P2 =+  
(13) ของตางๆ กัน 4 ชิ้น นํามาจัดเปนแถวไดกี่วธิี ถา 

(13.1) ใชทุกชิ้นเทานั้น 
(13.2) ใชมากกวา 1 ชิ้น 
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A 

 B 
  N 

(14) นําอักษรจากคําวา STAND มาเรียงเปนคําไดกี่แบบ ถา 
(14.1) ใชทุกตัว 
(14.2) เลือกมาเพียง 3 ตัว 

(15) คําวา HONESTY สามารถนําอักษรมาเรียงเปนคําไดกี่คํา หาก 
(15.1) S และ T ตองติดกันเสมอ 
(15.2) S และ T ตองไมติดกัน 

(16) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน จะจัดคนทั้ง 5 มายืนเรียงแถว โดยผูชายยืนติดกันและผูหญิงยืน
ติดกัน ไดกี่วิธ ีและถาบังคบัใหยืนสลับกันจะไดกี่วิธ ี
(17) จงหาจํานวนวธิีที่จะจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน น่ังบนเกาอ้ีเรียงยาว โดยตองไมมีผูหญิงคน
ใดนั่งติดกัน 
(18) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน โดยใน 2 คนนี้มี ด.ญ.ออ รวมอยูดวย จะจัดแถวไดกี่แบบ ถา 
ด.ญ.ออ ตองยืนหัวแถวหรือทายแถวเสมอ 
(19) อักษรคําวา TRIANGLE นํามาจัดเปนคําไดกี่คํา หากตองขึ้นตนดวย T และลงทายดวย E 
(20) สรางคําใหมจากอักษรในคําวา AMPLITUDE ไดกี่คํา เม่ือ 

(20.1) สระไมติดกัน 
(20.2) พยัญชนะไมติดกัน 
(20.3) ตองขึ้นตนดวยพยญัชนะ และสระตองไมติดกนั 
(20.4) ตองขึ้นตนดวยสระ และสระตองไมติดกัน 

 
•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของทั้งหมด n  สิ่ง ที่มีสิ่งของซ้ํากัน 1k  สิ่ง, 2k  สิ่ง, ... 

จะเรียงได 
...!k!k

!n

21 ⋅⋅
 วิธ ี

(แตถาไมนํามาเรียงครบทั้ง n  สิ่ง ก็จะตองพิจารณาการซ้ํากันนั้น แยกเปนหลายๆ กรณี) 
 
โจทย 
(21) นําอักษรในคําวา MISSISSIPPI มาเรียงสับเปลี่ยนไดกี่แบบ 
(22) นําอักษรในคําวา TROTTING มาเรียงสับเปลีย่นไดกี่แบบ ถาบงัคับวา ตองขึน้ตนดวยสระ 
และลงทายดวยตัว T  
(23) นําอักษรในคําวา ALGEBRA มาเรียงสับเปลี่ยนไดกี่แบบ ถาตองรักษาลําดับของสระและ
พยัญชนะใหเปนแบบเดิม 
(24) มีวิธีเดินทางจาก A ไป B ไดกี่แบบ ถาเดินทาง 
ไดตามเสนทีก่ําหนดเทานั้น และเดินทางไดเฉพาะทิศ 
เหนือ กับทิศตะวันออก 
(25) นําอักษรจากคําวา ARRANGE มา 3 ตัว 
เพ่ือจัดเปนคํา จะจัดไดกี่แบบ 
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•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง เปนรปูวงกลม จะทาํใหไมมีหัวแถวหรือ
ปลายแถว ดังน้ันจํานวนวิธจึีงลดลง ใหคิดวาระบตุําแหนงเจาะจงกอน 1 สิ่ง แลวทีเ่หลือจึงจัด
แบบเสนตรงปกติ น่ันคือ !)1n( −  วิธ ี

(แตหากการจัดนี้สามารถมองไดสองดาน จํานวนวิธีจะลดลงอีก เหลอื 
2

!)1n( −  วิธี) 

 
โจทย 
(26) จัดคน 4 คน คือ ก, ข, ค, ง น่ังลอมเปนวงกลมไดกี่วิธี ใหตรวจสอบคําตอบโดยการเขียน
วิธีทั้งหมด 
(27) จัดลูกปด 4 สี มารอยเปนวงไดกี่วธิ ีใหตรวจสอบคําตอบโดยการเขียนวธิีทั้งหมด 
(28) มีชาย 3 คน หญิง 3 คน จะนั่งสลับชายหญิงรอบโตะอาหารวงกลมไดกี่แบบ 
(29) ชาย 6 คน หญิง 6 คน น่ังรอบโตะกลม โดยชายหญิงตองสลับกนัครั้งละ 2 คน จะมีวิธีจัดกี่
แบบ 
(30) สามีภรรยาเชิญแขกมารับประทานอาหาร 4 คน จะจัดที่น่ังรอบโตะกลมไดกี่แบบ หากสามี
ภรรยาตองนั่งติดกันเสมอ 
(31) มีวิธีจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน น่ังรอบโตะกลมไดกี่วิธี ถาไมมีหญิงคนใดนั่งตดิกันเลย 
 
วิธีจัดหมู (Combination) 
•  วิธีจัดหมู ตางจากเรียงสับเปลี่ยน ตรงที่จะไมคํานึงถึงลาํดับกอนหลัง 
เชน สมมติมีตัวอักษร 3 ตวั คือ ABC  จะไดวา 

6P 2,3 =  ไดแก CB,CA,BC,BA,AC,AB  
แต 3C 2,3 =  ไดแก BC,AC,AB  
AB  กับ BA  การเรียงสับเปลี่ยนถอืวาตางกัน แตการจัดหมูถือวาเปนวธิีเดียวกัน 
 

•  จํานวนวิธีจัดหมูสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง โดยที่คัดออกมา r  สิ่ง จะมี 
!r!)rn(

!n
⋅−

 วิธ ี

เขียนแทนดวยสัญลักษณ r,nC  หรือ rnC  และนิยมเขียนเปน ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
r
n  

ขอสังเกต    
!r
P

C rn
rn =  

 
ตัวอยาง จงหาจํานวนวิธทีีจ่ะหยิบสลาก 5 ชิ้น ออกมาจากกองที่มีอยู 12 ชิ้น 

ตอบ     792
!5!7

!12
5
12 =

⋅
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

ขอสังเกต  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

7
12

5
12  หรือ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

rn
n

r
n  
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12 
3 
4 
5 

ตัวอยาง ดินสอสี 1 โหล มีสีตางๆ กัน ตองการหยิบ 5 แทง ตามเงื่อนไขตอไปน้ี จะไดกี่วิธ ี
 (ก) แตละครั้งตองมีสีแดง  ตอบ     3304

11
1
1 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

 (ข) แตละครั้งตองไมมีสีแดง  ตอบ     4625
11 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

หรือ คิดจาก จํานวนวิธทีั้งหมด ลบดวยจํานวนวิธทีี่มีสีแดง ก็ได 4623305
12 =−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

 
•  จากการหยิบของ 5 ชิ้น ออกจากกองที่มี 12 ชิ้น ก็เหมือนการแบงแยกของออกเปนสองกลุม 

กลุมละ 5 และ 7 ชิ้น จึงไดสูตรวา แบงกลุมได 
!7!5

!12
⋅

 วิธี  

  
ดังน้ัน ขยายผลออกไปถึงการแบงของ 12 ชิ้น เปนสามกอง ดังน้ี  

ก็จะมีจํานวนวิธีเปน  
!3!4!5

!12
⋅⋅

 วิธี  (พิสูจนไดจาก ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

4
7

5
12 ) 

 
•  แตถา มีกองใดที่จํานวนเทากัน ที่ถือวาไมแตกตางกัน จํานวนวิธีจะ
ลดลงโดยคิดเชนเดียวกบัการสับเปลีย่น เชน จากแผนภาพดานขวานี้ 

จะแบงได 
3

12!
(2!) 3! 1! 5!⋅ ⋅ ⋅

 วิธ ี

3! ที่เพ่ิมเขามา เน่ืองจากมี 3 กองที่สลับกันเองไมมีความหมาย จํานวนวธิีจึงตองลดลง 
 
ตัวอยาง มีคน 4 คน จัดเปนสองกลุม กลุมละ 2 คน ไดกี่แบบ 

ตอบ   3
!2)!2(

!4
2

=
⋅

 แบบ 

ตัวอยาง คน 12 คน แบงเปน 5 กลุม ที่มีจํานวน 2, 2, 2, 3, 3 คน ไมใหซํ้าแบบกันเลยไดกี่แบบ 

ตอบ    600,138
!2)!3(!3)!2(

!12
23

=
⋅⋅⋅

 แบบ 

 
โจทย 
(32) ถา 2r,18r,18 CC +=  จงหาคา r  
(33) มีหนังสือ 10 เลมตางๆ กัน นาย ก จะยืมไปอาน 3 เลม จะเลือกไดกี่แบบ 
(34) จุด 6 จุด กระจายกันอยูบนเสนรอบวงกลม จะสรางสามเหลี่ยมจากจุดเหลานี้ไดกี่รูป 
(35) หาจํานวนวิธีเลือกกรรมการชุดละ 8 คน จากนักเรียนหญิง 6 คน ชาย 10 คน โดย 

(35.1) ไมมีเง่ือนไขเพ่ิมเติม 
(35.2) ตองมีหญิง 2 คนเทานั้น 
(35.3) ตองมีหญิงอยางนอย 5 คน 

5 
12 

7

12 

2 
2 
2 
1 
5 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   188 

(36) ถุงใบหนึง่มีบอลสีขาว 6 ลูก สีดํา 5 ลูก จะมีกี่วิธทีีห่ยิบบอลออกมา 4 ลูกพรอมกัน และไดสี
ขาวกับดํา อยางละ 2 ลูก 
(37) ในการประชุม มีนักธุรกิจ 3 คน นักวิชาการ 8 คน และอาชีพอ่ืนๆ 10 คน ตองการเลือก
กรรมการ 4 คน โดยตองมีนักธุรกิจรวมอยูอยางนอยครึ่งหน่ึง จะมีวิธีจัดกรรมการกี่แบบ 
(38) รถโรงเรียน 2 คัน มี 6 และ 9 ที่น่ัง ตามลําดับ จะจัดนักเรียน 13 คน ประจํารถไดกี่แบบ (มี
ที่วาง 2 ที่) 
(39) มีอักษร A, B, C, m, p, q, r, s, a, e, o, u นําอักษรทั้งหมดมาจัดเปนคําโดยใหมีพยัญชนะ
ตัวพิมพใหญขึ้นตน และพยัญชนะตวัเลก็ 3 ตัว สระ 2 ตัว ไดกี่คํา 
(40) อักษรชดุหนึ่งไดแก a, a, a, b, b, c, c, d, d, e, f นํามาจัดเปนคําที่มีความยาว 4 ตัวอักษร 
ไดกี่แบบ 
(41) การแขงขันเทนนิสมีนักกีฬาเขารวมแขงขัน 10 คน เปนการแขงแบบพบกันหมด หากใน 1 
วัน จัดแขงได 4 คู จะตองใชเวลาทั้งหมดกี่วัน 
(42) มีคน 9 คน แบงเปน 3 กลุม ตามเงื่อนไขตอไปน้ีไดกี่วิธ ี
 (42.1) 4, 3, 2 คน 
 (42.2) กลุมละ 3 คน 
(43) นักกีฬาเทนนิส 9 คน ถูกแบงเปน 3 กลุม กลุมละ 3 คน เพ่ือไปแขงที่สหรัฐอเมริกา, 
อังกฤษ, ฝรั่งเศส จะแบงไดกี่วิธ ี
(44) นักเรียน 7 คน เขาหองพัก 3 หอง ซ่ึงมีขนาด 3, 2, 2 คน แตละหองถือวาตางกัน จะจัดได
กี่วิธี (ลองคิดแบบแบงกลุมกอน แลวคอยจัดเขาหอง) 
 
การนับรูปเรขาคณิต 
1. จํานวนเสนตรง 
•  จุด 5  จุด (ที่ไมมีสามจุดใดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน) สรางเสนตรงได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
5  เสน 

แตถามี 3  จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน สรางเสนตรงได 12
3

2
5 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  เสน 

หมายเหต ุการลบ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
3  แลวบวก 1 หมายความวา จุดสามจุดในแนวเดียวกันทําใหจํานวน

เสนตรงที่ไดน้ันหายไปหมด เหลือเพียงเสนเดียว จึงลบเสนตรงที่เกิดจากสามจุดนี้ออกใหหมด 
แลวบวกกลับไปเพียง 1 เสน 
 
2. จํานวนสามเหลี่ยม 
•  จุด 5  จุด (ที่ไมมีสามจุดใดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน) สรางสามเหลี่ยมได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
3
5  รูป 

แตถามี 3  จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน สรางสามเหลี่ยมได ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

3
5  รูป 
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3. จํานวนจุดตัดของเสนตรง กับวงกลม 
•  เสนตรง 8  เสน จะมีจุดตัดเกิดขึ้นไดมากที่สุด ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8  จุด 

วงกลม 5  วง รัศมีตางๆ กัน จะมีจุดตัดเกิดขึ้นมากที่สุด ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅ 2
52  จุด 

เสนตรง 8  เสนกับวงกลม 5  วง ตัดกัน เกิดจุดตัดมากที่สุด ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
5

1
822

522
8  จุด 

 
4. จํานวนสี่เหลี่ยม 
•  เสนขนานสองชุด จํานวน 5  เสน กับ 4  เสน ดังภาพ 
จะเกิดรูปสี่เหลี่ยมขึ้น ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
4

2
5  รูป 

 
โจทย 
(45) จุด 6 จุด ไมมี 3 จุดใดที่อยูในแนวเดยีวกันเลย จะสรางเสนตรงไดกี่เสน และสรางรูป
เหลี่ยมใดๆ ไดกี่รูป 
(46) จุด 7 จุด มี 4 จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน และอีก 3 จุดก็อยูในแนวเสนตรงเชนกัน จะ
สามารถลากเสนตรงไดกี่แบบ และสรางสามเหลี่ยมไดกี่รูป 
(47) รูปหกเหลี่ยม มีจุดยอด 6 จุด จุดกึ่งกลางดานอีก 6 จุด จะลากเสนเชื่อมจุดไดกี่เสน 
(48) รูป 20 เหลี่ยมดานเทา มีเสนทแยงมุมกี่เสน 
(49) เสนตรง 5 เสนไมขนานกัน กับวงกลมรัศมีตางๆ กัน 4 วง จะเกิดจุดตัดมากที่สุดเทาใด 
(50) เสนขนานชุดหนึ่งมี 6 เสน อีกชุดมี 3 เสน ตัดกันจะเกิดสี่เหลี่ยมดานขนานกี่รูป 
(51)    [พ้ืนฐานวิศวะ '39] 

รูปที่กําหนดใหน้ี มีรูปสี่เหลี่ยมอยูทั้งหมดก่ีรูป 
 
 
 
 
การจัดหมูสิ่งของที่เหมือนกันหมด (Stars and Bars) 
•  กรณีที่สิ่งของที่เราจะจัดหมูน้ันเหมือนกันหมด เชน การแบงลูกอม 
จะตองใชหลัก Stars and Bars ดังตัวอยางนี้ 
ตัวอยาง มีลูกอมที่เหมือนกัน 9 เม็ด ตองการแบงใหเด็ก 3 คน ตามเงื่อนไขตอไปนี้ จะไดกี่วิธ ี
 (ก) ทุกคนตองไดรับ (อยางนอยคนละ 1 เม็ด) 
 วิธีคิด นําลูกอมมาวางเรียงแถวกัน 9 เม็ด จะเกิดชองวาง 8 ชอง (เปรียบเทยีบลกูอม
เหมือนดวงดาว) ใหเราเอาไม 2 อันไปวางกั้นในชองสองชองใดๆ ก็จะไดลูกอมเปน 3 กองพอดี 
น่ันคือ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8  วิธ ี
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 (ข) บางคนอาจจะไมไดรับ (คือแบงอยางไรก็ได) 
 วิธีคิด ใหเพ่ิมลูกอมเขาไปเทาจํานวนคนกอน กลายเปน 12 เม็ด มีชอง 11 ชอง แบงให
คนสามคนตามหลัก Stars and Bars ในขอ (ก) ซ่ึงทุกคนจะไดอยางนอย 1 เม็ด แลวไมวาจะ
แบงวิธใีดก็เอาคืนมาจากเด็กคนละเม็ด (เหลือ 9 เม็ดเทาเดิม) จะทําใหบางคนไมมีลูกอมอยูเลย 
ดังน้ัน แบงได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
11  วิธ ี

•  หมายเหตุ การแบงของแบบ Stars and Bars น้ัน ของแตละกลุมที่ไดถือวาตางกนั จํานวนวิธี
ที่ไดน้ันมีลําดับเกิดขึ้นแลว เชน แบงลูกอมใหเด็ก 3 คน คือ ก, ข, ค.. แตหากแบงลูกอมเปน
กองๆ 3 กอง (สลับกันไมมีความหมาย) จะใช Stars and Bars ไมได ตองนับเอาโดยตรง 
 
โจทย 
(52) มีบอล 6 ลูกซึ่งเหมือนกัน แบงให นาย ก และ ข จะแบงไดกี่วิธ ีหากกําหนดวา 

(52.1) แตละคนตองไดรับอยางนอย 1 ลูก 
(52.2) บางคนอาจไมไดรับ 

(53) มีบอล 6 ลูกซึ่งเหมือนกัน แบงออกเปน 2 กอง จะแบงไดกี่วิธี หากแตละกองตองมีอยาง
นอย 1 ลูก เทียบผลกบัขอ (52.1) 
(54) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบงใหเด็ก 4 คน ไดกี่วิธ ี

(54.1) แตละคนไดอยางนอย 1 เม็ด 
(54.2) แบงอยางไรก็ได 

(55) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบงเปน 4 กอง ไดกี่วิธี ถาแตละกองตองมีอยางนอย 1 เม็ด 
เทียบผลกับขอ (54.1) 
 
การนับจํานวนที่หารลงตัว 
•  เราสามารถนําการนับเบื้องตน บวกกบัการสังเกต เพ่ือนับจํานวนเกีย่วกับการหารลงตวัได 
ดังตัวอยางตอไปน้ี 

328 =  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 4 จํานวน คือ 3210 2,2,2,2  
2525 =  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 3 จํานวน คือ 210 5,5,5  

113 532120 ××=  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 16 จํานวน (4x2x2) คือ 
   000 532 ××  | 100 532 ××  | 010 532 ××  | 110 532 ××  
   001 532 ××  | 101 532 ××  | 011 532 ××  | 111 532 ××  
   002 532 ××  | 102 532 ××  | …    | 113 532 ××  
โจทย 
(56) มีจํานวนเต็มบวกที่หาร 000,100  ลงตัวกี่จํานวน 
(57) มีจํานวนที่หาร 120  ลงตัว กี่จํานวน (จํานวนเต็มบวก, เต็มลบ) 
(58) มีจํานวนที่หาร bayx  ลงตัวกี่จํานวน ถา x , y  เปนจํานวนเฉพาะ 
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  สามเหลี่ยมของปาสคาล 
ทฤษฎีบททวนิาม (Binomial Theorem) 
 

1)ba( 0 =+  
ba)ba( 1 +=+  

222 bab2a)ba( ++=+  
32233 bab3ba3a)ba( +++=+  

4322344 bab4ba6ba4a)ba( ++++=+  
 
•  ทฤษฎบีททวนิาม คือ ทฤษฎีที่กลาวถึงการกระจายทวินาม n)ba( +  
เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง, n  และ r  เปนจํานวนนับ โดย nr0 ≤≤  

n022n11n0nn ban
n...ba2

nba1
nba0

n)ba( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=+ −−  

พจนที่ 1r+  เปนพจนทั่วไป     rrn
1r bar

nT −
+ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=    เรียก ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
r
n  ใดๆ วาสัมประสิทธิ์ทวินาม 

 
ขอสังเกต 
1. จํานวนพจนทั้งหมดจะมี 1n+  พจน คือเริ่มจาก ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
0
n  ถึง ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
n
n  

กําลังของ a  คอยๆ ลดลง ในขณะที่กําลังของ b  เพ่ิมขึ้น และนํากําลังมารวมกันจะได n  เสมอ 
2. สัมประสิทธิ์ทวินามอาจไมใชสัมประสทิธิ์จริงๆ ของพจนน้ัน 
(หากใน a  หรือ b  มีสัมประสิทธิ์อยูอีก) 
3. n2n

n...2
n

1
n

0
n =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

ดังเชนเคยพบตอนที่หาจํานวนสับเซตทั้งหมด ของเซตที่มีสมาชิก n  ตัว 
 
โจทย 
(59) จงกระจายโดยอาศัยทฤษฎีบททวนิาม 
 (59.1) 5)ba( +  
 (59.2) 4)y3x2( −  
 (59.3) 42)xx21( +−  

(60) จากการกระจาย 8)
y
1

x3( +  จงหา 

 (60.1) พจนที่ 4 
 (60.2) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่ 6 
 (60.3) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่มี 6x  
 (60.4) สัมประสิทธิข์องพจนกลาง 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   192 

(61) จากการกระจาย 12
4

2 )
x
3

x( +  จงหา 

 (61.1) พจนที่ 6 
 (61.2) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่ 6 
 (61.3) สัมประสิทธิข์อง 6x  
 (61.4) พจนที่ไมมีตัวแปร x  
(62) จงหาคาโดยประมาณของ 7)001.2(  โดยบอกทศนิยม 6 ตาํแหนง 
 [ Hint : 7)001.02( + ] 
(63) จากการกระจาย 7)y3x2( +  จงหาผลบวกของสัมประสิทธิท์วินามของทุกพจน 
 
โจทยทบทวน 
(1) หาจํานวนวิธีในการแบงหนังสือ 12 เลมตางๆ กัน ออกเปนกองๆ 3 กอง 

(1.1) กองละ 3, 4, 5 เลม 
(1.2) ทุกกองจํานวนเทากนั 

(2) หนังสือ 9 เลม แบงใหนาย ก, ข, ค ไดกี่วิธี ถาหาก 
(2.1) คนหนึ่งได 2 เลม อีกคนได 3 เลม อีกคนได 4 เลม 
(2.2) คนหนึ่งได 5 เลม อีก 2 คนไดเทากัน 
(2.3) หนังสือทั้ง 9 เลมเหมือนกันหมด 

(3) เด็กคนหนึ่งมีบอลตางๆ กัน 10 ลูก จะแบงเปน 5 กอง โดยมี 3 กองที่กองละ 2 ลูก และอีก 
2 กองมีกองละลูก ไดกี่วธิ ี
(4) เด็กคนหนึ่งมีบอลตางๆ กัน 10 ลูก จะแบงใหเพ่ือน 5 คน โดยมี 3 คนไดคนละ 2 ลูก และ
อีก 2 คนไดคนละลูก ไดกีว่ธิ ี
(5) แบงชาย 5 คน หญิง 3 คน เขาพักในหอง 3 หองที่มีขนาด 3, 3, 2 คน (หองตางกัน) จงหา
จํานวนวิธีแบง เม่ือ 

(5.1) ใครอยูหองไหนก็ได 
(5.2) ผูหญิง 3 คนตองอยูดวยกัน 
(5.3) ผูหญิง 3 คนตองอยูคนละหองกัน 

(6) จงหาจํานวนวธิีแบงพนกังาน 6 คนเปน 3 กลุม (กลุมละกี่คนก็ได) เพ่ือไปทํางาน 3 อยาง 
(6.1) ที่เหมือนกัน 
(6.2) ที่แตกตางกัน 

(7) ครูมีหนังสือ 8 เลมที่ตางกัน จะแบงใหเด็ก 3 คน อยางนอยคนละเลม ไดกี่วิธ ี
(8) นักเรียน 12 คน ในจํานวนนี้มีนาย ก, ข, ค ดวย แบงเปน 3 กลุม เทาๆ กัน จะแบงไดกี่วธิ ี
ถา       (8.1) ไมมีเง่ือนไขเพ่ิมเติม 

(8.2) นาย ก, ข, ค อยูดวยกัน 
(8.3) นาย ก, ข, ค อยูแยกกันหมด 
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(9) เด็กคนหนึ่งมีลูกแกวเหมือนกัน 12 ลูก ตองการแบงใหเพ่ือน 3 คน จงหาจํานวนวธิี เม่ือ 
(9.1) แตละคนไดอยางนอย 1 ลูก 
(9.2) แตละคนไดอยางนอย 2 ลูก 
(9.3) อาจมีบางคนไมไดรับเลย 

(10) จดหมายเหมือนกัน 9 ฉบับ ตองการใสตูไปรษณีย 5 ตู จะมีกี่วิธ ีเม่ือ 
(10.1) ทุกตูตองมีจดหมาย 
(10.2) ใสเพียง 3 ตูเทานั้น 

(11) ชายคนหนึ่งประกอบรถยนตจําหนาย เขามีตัวถงัรถ 4 ชนิด เครื่องยนต 2 ชนิด สีพนรถ 5 
สี เขาจะผลติรถยนตตางๆ กันไดกี่แบบ 
(12) ผูตรวจงานจะตองตรวจเครื่องจักร 6 เครื่องทุกวัน เขาพยายามเปลี่ยนลําดับกอนหลังใน
การตรวจ เพ่ือไมใหพนักงานรูตัว จงหาวิธีทั้งหมดที่จะใชได 
(13) สารเคมชีนิดหนึ่งเกิดจากสาร 5 ชนิดผสมกัน โดยเทสารผสมทีละอยาง จงหาวามีวิธีผสมกี่
วิธี ถาสมมตวิาเทสารใดกอนหลังก็ได 
(14) ในการจัดแถวเด็กชาย 5 คน ซ่ึงมี ด.ช.บอย รวมอยูดวย และมีเด็กหญิงอีก 5 คน จง
คํานวณวธิีจัด ถา 

(14.1) ด.ช.บอย ตองยืนหัวแถวเสมอ 
(14.2) ด.ช.บอยยืนหัวแถว และสลบัชายหญิง 

(15) เซต { }5,4,3A =  จงหาวามีเลขกี่จํานวนซึ่งประกอบดวยเลขจากเซต A  และ 
(15.1) มีคานอยกวา 500 
(15.2) มีคานอยกวา 500 และเปนจํานวนคู 

(16) มีกี่จํานวนที่ประกอบจากเลข 2, 4, 6, 8 (ใชไดเพียงตัวละครั้ง) แลวมีคามากกวา 999 
(17) นําอักษรในคําวา SPECTRUM มาเรียงเปนคําที่มี 4 อักษร โดยอักษรในคําไมซํ้ากัน 

(17.1) ไดกี่คํา 
(17.2) ถาตัวสุดทายเปนสระเสมอ ไดกี่คํา 

(18) จงหาจํานวนวธิีทั้งหมดที่จะจัดนักเรียน 6 คน น่ังลอมรอบโตะกลม โดยที่นาย ก และ ข ซ่ึง
อยูในจํานวน 6 คนนั้น จะตองนั่งติดกันเสมอ 
(19) มีจุด 10 จุดบนเสนรอบวงกลม จะสรางหกเหลี่ยมไดกี่รูป 
(20) มีจํานวนบวก 6 จํานวน, จํานวนลบ 8 จํานวน, ถาเลือกมา 4 จํานวนโดยการสุม จงหา
จํานวนวิธทีี่เลข 4 จํานวนนั้นคูณกันแลวไดผลลัพธเปนบวก 
(21) มีหนังสือบนชั้น 12 เลม จงหาจาํนวนวิธีแบงหนังสือใหนาย ก 4 เลม และนาย ข 3 เลม 
(22) ตะกราใบหนึ่งบรรจุบอลสีแดง 5 ลูก ขาว 4 ลูก ถาหยิบมา 3 ลูก จะมีกี่วิธทีีบ่อล 3 ลูกนั้นมี
สีขาวอยางนอย 1 ลูก เม่ือ 
 (22.1) หยิบพรอมกันทั้ง 3 ลูก 
 (22.2) หยิบออกมาทีละลูก โดยไมใสคืน 
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A 

 B 

  N 
 F 

 (23) จงหาจํานวนวธิีเลือกไพ 4 ใบจากไพสํารับหน่ึง แลวได A, K, Q, J โดยที่ไพเหลานี ้
(23.1) มาจากชุดตางกันหมด 
(23.2) มาจากชุดเดียวกันหมด 
(23.3) มาจากชุดใดก็ได 

หมายเหตุ ชุดของไพ มี 4 ชุด (ดอก) และ ชนิดของไพ มี 13 ชนิด (เลข) 
(24) แจกไพทีละ 5 ใบ จงหาจํานวนวิธทีั้งหมด ที่ไพในมือหน่ึงจะเปนชุดเดียวกันทั้ง 5 ใบ 
(25) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงมีโพดํา 5 ใบ โพแดง 5 ใบ และ ขาวหลามตัด 5 ใบ 
(26) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 3 ใบ และอีกชนิด 2 ใบ เชน AAA22 
(27) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 2 ใบ อีกชนิด 2 ใบ และอีกชนิด 1 ใบ 
เชน AA223 
(28) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ถายรูปรวมกนั โดยผูชายยืนแถวหลัง ผูหญิงน่ังแถวหนา ไดกี่แบบ 
(29) จงหาจํานวนผลลัพธทีเ่กิดขึ้นได จากการยิงปน 10 นัดไปยังเปาที่แบงเปน 5 สวน 
(30) ทีมฟุตบอล 10 ทีม จัดประกบคูกัน 5 คู โดยแขงวันละคู จะมีการจัดที่เปนไปไดกี่แบบ 
(31) ระบายส ี6 สีบนลูกเตา ดานละสี ไดกี่แบบ 
(32) ระบายส ี5 สีบนลูกเตา ดานละสี โดยไมใหสีเดียวกันอยูติดกัน ไดกี่แบบ 
(33) ระบายสบีนลูกบาศกหนาเกลี้ยง ดานละสี ไดกี่แบบ ถา 

(33.1) ระบาย 6 สี 
(33.2) ระบาย 5 สี โดยสีเดียวกันตองไมอยูติดกัน 
(33.3) ระบาย 4 สี โดยสีเดียวกันตองไมอยูติดกัน   

(34) นาย ก และ ข อยูในหมู 7 คน จงหาวิธีจัด 7 คนนั่งลอมวง โดยไมให 2 คนนี้อยูติดกัน 
(35) จํานวนเต็มบวกที่หาร 000,000,25  ลงตัว มีกี่จํานวน 
(36) เสนทางการเดินทางจากเมือง A ไป B เปนดังรูป ถา 
ไปไดทางทิศเหนือกับตะวันออกเทานั้น จะไปไดกี่เสนทาง 
และหากตองแวะเติมนํ้ามันที่จุด F ดวย จะเหลือกี่เสนทาง 
(37) คณะผูแทนไทย 25 คนไปเยี่ยมประเทศจีน และมี 
เจาภาพมาตอนรับ 15 คน ถาทุกคนตองทักทายเจาภาพ 
จะมีการทักทายเกิดขึ้นทั้งหมดกี่ครั้ง 
(38) ในงานเลีย้งศิษยเกา มีผูไปงาน 150 คน ถาทุกคนทักทายกันและกัน จะมีการทักทายกี่ครั้ง 
(39) มีกี่จํานวนที่สรางจาก 0 0 1 1 2 3 3 แลวมีคาเกนิ 1 ลาน 
(40) จัดคน 5 คน เขาพักในหอง 3 หองตางๆ กัน ซ่ึงจุหองละ 2 คน ไดทั้งหมดก่ีวิธ ี
(41) แบงนักเรียน ชาย 3 คน หญิง 5 คน ออกเปน 2 กลุมเทากัน เปนกลุม A และ B โดยแตละ
กลุมตองมีผูชายอยูดวย ไดกี่แบบ 
(42) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ยืนสลับกันในแถวตรง โดยนาย ก กับนางสาว ข ตองอยูติดกัน
เสมอ ไดกี่แบบ 
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(43) นักเรียน 10 คน เรียงแถวเปนวงกลม โดยมี 1 คนอยูกลางวง ไดกี่แบบ 
(44) แจกของเลน 5 ชิ้นตางๆ กัน ใหเด็ก 3 คน (ทุกคนตองไดอยางนอย 1 ชิ้น) ไดกี่วิธ ี
(45) แบงทอฟฟ 5 ชนิด ชนิดละ 2 เม็ด ใหเด็ก 2 คน คนละ 5 เม็ด ไดกี่แบบ 
(46) บานพักมี 5 หอง เปนหองคู 3 หอง และหองเด่ียว 2 หอง สามารถจัดคน 8 คนเขาพักโดย
ในจํานวนนี้มีสามีภรรยาคูหน่ึงตองพักดวยกัน ไดทั้งหมดกี่วิธ ี
(47) ลูกเตา 2 ลูกที่ตางกัน นํามาวางประกบกันไดทั้งหมดกี่แบบ 
(48) นาย ก และนาย ข เขาไปจอดรถในที่จอดซึ่งเปนแถวยาว จอดได n คัน โดย ก และ ข ตอง
จอดหางกันเวน 1 ชอง สามารถทําไดกี่แบบ (ขณะน้ันไมมีรถคันอ่ืนอยูเลย) 
* (49) กําหนด { } { }7,5,3,1B,6,5,4,3,2,1A ==  
ถาให { }φ≠∩∧⊂= BEAE|EC  จงหาจํานวนสมาชิกของเซต C  
* (50) { }4,3,2,1A =  

(50.1) มีความสัมพันธภายใน A  ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.2) มีความสัมพันธภายใน A  ที่มี A  เปนโดเมน ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.3) มีฟงกชันจาก A  ไป A  ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.4) มีฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง จาก A  ไปทั่วถึง A  ทั้งหมดกี่แบบ 

 
 
เฉลยโจทยแบบฝกหัด 
(1) 18   (2) 125    (3) 72    (4) !7    (5) 15    (6) 7542    (7) )55()55( ×+×    (8) 
100 , 48 , 43 , 30    (9) 140    (10) 720 , 28/1 , 24 , 210    (11) 3    (12) 5    

(13) !4 , 60PPP 4,43,42,4 =++    (14) !5 , 
!2
!5    (15) !2!6 , !2!6!7 −    (16) 24 , 12    

(17) 4,6P!5 ×    (18) 2!4 ×    (19) !6    (20) 1P!5 4,6 −× , !5!4 , 4,5P!5 × , 5,34 5! P 1× × −    

(21) 
!2!4!4

!11    (22) 1
!2
!6

2 ××    (23) !4
!2
!3    (24) 

!3!4
!7    (25) 3,5P)

!2
!3

42( +××    (26) !3    

(27) 
2
!3    (28) !3!2    (29) !6!52 ×    (30) !4!2    (31) 4,5P!4 ×    (32) 8    (33) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
10    

(34) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
3
6    (35) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

8
16 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

6
10

2
6 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
10

6
6

3
10

5
6    (36) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
5

3
6    (37) 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
18

3
3

2
18

2
3    (38) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

4
13

5
13

6
13    (39) !52

4
3
5

1
3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (40) 

3604803620 +++     (41) 1242
10 →÷⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วัน   (42) 

!2!3!4
!9    (43) 

!3)!3(
!9
3

   

(44) 
3)!3(

!9  (45) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
6 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

6
6

5
6

4
6

3
6   (46) 12

312
4

2
7 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

3
4

3
7    

(47) 62
362

12 +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (48) 202

20 −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (49) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
4

1
522

422
5    (50) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
3

2
6    



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   196 

(51) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
3

2
3

2
4

2
3

2
3

2
5    (52) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
1
5 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
1
7    (53) 3    (54) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
3
6 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
10    (55) 3    

(56) 72    (57) 32    (58) )1b()1a(2 ++    (59.1) 5 4 3 2 2 3 4a 5a b 10a b 10a b 5ab+ + + +  
3 556x b− +   (59.2) 432234 y81xy216yx216yx96x16 +−+−   (59.3) 21 8x 28x− +  
4 5 6 7 870x 56x 28x 8x x+ − + − +    (60.1) 35 )

y
1

()x3(3
8⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (60.2) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
5
8    (60.3) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8    

(60.4) )3(4
8 4⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (61.1) 5

4
72 )

x
3

()x(5
12⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (61.2) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

5
12    (61.3) พจนที่ 4 

)3(3
12 3⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛→    (61.4) พจนที่ 5 4

4
82 )

x
3

()x(4
12⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛→    (62) 448673.128    (63) 72  

 

เฉลยโจทยทบทวน 

(1) 
!5!4!3

!12 , 
!3)!4(

!12
3

   (2) !3
!4!3!2

!9 , !3
!2)!2(!5

!9
2

, ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8    (3) 

!2)!1(!3)!2(
!8

8
10

23⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    

(4) prob(3) 5!×    (5) 
!2!3!3

!8 , 
!2!3
!2!5 , !3

!2!2!1
!5    (6.1) 

2 3

6! 6! 6!
1!2!3!(1!) 2!4! (2!) 3!

+ +    

(6.2) prob(6.1) 3!×    (7) !3
!2)!3(!2

!8
!4!2)!2(

!8
!4!3!1

!8
!5!2!1

!8
!6!2)!1(

!8
222 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++    

(8) 
!3)!4(

!12
3

, 
!1!2)!4(

!9
2

, !3
!3)!3(

!9
3

  (9) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
11 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
14   (10) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
4
8 , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
8

3
5   (11) 

40   (12) !6    (13) !5    (14) !9 , !4!5    (15) 30 , 10    (16) !4    (17) 8,4P , 2567 ×××    

(18) !4!2    (19) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

6
10    (20) 4224 8866 ++    (21) 

!5!4!3
!12    (22.1) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
5

3
9    

(22.2) 9 8 7 5 4 3× × − × ×    (23) !4 , 4 , 44    (24) 45
13 ×⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛   (25) 

3

5
13⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛   (26) 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
13 4 12 4
1 3 1 2   (27) ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
13 4 4 11 4
2 2 2 1 1    (28) !5!5   (29) 106  (30) 

5)!2(
!10  

(31) !6  (32) !41
3

1
5 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  (33) !31

5⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ , 2!31

5 ÷⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
4  (34) !5!2!6 −   (35) 63   (36) 

!5!5
!10 , 

!3!3
!6

!2!2
!4
×  (37) 1525 ×  (38) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
150   (39) 

3

6!
5

(2!)
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (40) 
2

5!
3!

1!(2!) 2!
×   

(41) !21
5

!4!4
!8

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−   (42) 2)!4!4(9 ×   (43) !810 ×  (44) !3

!3!2)!1(
!5

!2)!2(!1
!5

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  

(45) 13
4

1
5

1
3

2
5 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  (46) 3

)!1()!2(
!6

22
×    (47) 41

6
1
6 ×⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛    (48) )2n(2 −    

(49) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

2
3

1
3

0
3

3
3

2
3

1
3    (50) 162 , 415 , 44 , !4  

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   197 

ความนาจะเปน (Probability) 
 
•  การทดลองสุม (Random Experiment) คือการกระทําที่เราไมสามารถบอกไดวาแตละครั้งจะ
เกิด ผลลัพธ (Outcome) อะไร แตสามารถบอกไดวามีผลลัพธอะไรบางที่เปนไปได 
•  เซตของ “ผลลัพธทีเ่ปนไปไดทั้งหมด” เรยีกวา ปริภูมิตัวอยาง (Sample Space; S ) 
และเซตของ “ผลลัพธใดๆ ที่เราสนใจ” เรียกวา เหตุการณ (Event; E ) ดังน้ัน SE ⊂  
 
ตัวอยาง การทดลองสุม โยนเหรียญ 1 อัน 3 ครั้ง 
ปริภูมิตัวอยาง { }S HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT=  
มีเหตุการณ SE ⊂  ที่เปนไปได 25628 =  แบบ 
เชน =1E ออกหัวเกิน 1 ครั้ง { }THH,HTH,HHT,HHH=  

=2E ออกอยางใดอยางหนึ่งลวน { }TTT,HHH=  
=3E ออกกอยในครั้งที่สอง { }TTT,TTH,HTT,HTH=  
=4E ออกหัวและกอยเทาๆ กัน = ∅  

 
โจทย 
(1) โยนลูกเตา 2 ลูกพรอมกัน สนใจผลรวมแตมของลกูเตา จงหาปริภูมิตัวอยาง 
(2) ผลลัพธของหนาลูกเตาสองลูก (ลูกเตาไมตางกัน) ที่โยนพรอมๆ กัน มีกี่แบบ 
(3) โยนเหรียญ 1 อัน และสนใจหนาเหรียญที่หงายขึ้น จะมีเหตุการณกี่แบบ อะไรบาง 
 
•  ความนาจะเปน ของเหตุการณที่เราสนใจ จะหาไดเฉพาะเหตุการณที่เปนการทดลองสุม
เทานั้น โดยความนาจะเปนของเหตุการณ A  ใชสัญลักษณ )A(P  จะคํานวณไดจาก 

)S(n
)A(n

)A(P =  เม่ือ )A(n  คือจํานวนผลลัพธที่อยูใน A  และ )S(n  คอืจํานวนผลลพัธ

ทั้งหมดที่เปนไปได 
 
•  สมบัติของความนาจะเปน 
1. ความนาจะเปนของเหตุการณใดๆ มีคาอยูในชวง 0  ถึง 1 เทานั้น 1)A(P0 ≤≤  
โดยความนาจะเปนของเหตกุารณที่ไมมีผลลัพธเลย มีคาเปน 0   P( ) 0∅ =  
และความนาจะเปนของเหตกุารณที่มีผลลพัธไดทุกแบบ มีคาเปน 1 1)S(P =  
2. ความนาจะเปนของเหตุการณที่เราสนใจ รวมกับความนาจะเปนของเหตุการณที่เหลือ (ที่เรา
ไมสนใจ) จะได 1 เสมอ              )'A(P1)A(P −=  
3. ความนาจะเปนของสองเหตุการณ หาไดจาก   )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪  
ซ่ึงจากสมบัติขอ 2 และ 3 ทําใหเราสามารถใชแผนภาพเซต (เวนน-ออยเลอร) ชวยคํานวณได 
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หมายเหตุ 
•  ความหมายของ BA ∩  ก็คือเหตกุารณ “ A  และ B ” (เกิดขึ้นทั้งสองอยาง) 
สวน BA ∪  ก็คือเหตุการณ “ A  หรือ B ” (เกิดขึ้นอยางใดอยางหน่ึงหรือทั้งสองอยาง) 
 
•  หากเหตุการณสองเหตุการณ มีลักษณะดังน้ี A B∩ = ∅  เราจะเรยีกเหตุการณ A  และ 
B  วาเปนเหตุการณที่ไมเกิดรวมกัน (Mutually Exclusive) (หรือ Disjoint) และจะทาํให 

)B(P)A(P)BA(P +=∪  
•  แตหากเหตุการณสองเหตุการณมีลักษณะดังน้ี )B(P)A(P)BA(P ⋅=∩  เราจะเรียก
เหตุการณ A  และ B  วาเปนเหตุการณที่ไมขึน้ตอกัน หรือ อิสระจากกัน (Independent) และจะ
ทําให )B(P)A(P)B(P)A(P)BA(P ⋅−+=∪  
 
โจทย 
(4) ถา 48.0)A(P = , 32.0)B(P = , และ 25.0)BA(P =∩  
จงหา )BA(P ∪ , )BA(P − , )'A(P , และ )'B(P  
(5) ถา 4.0)A(P = , 55.0)B(P = , และ 15.0)BA(P =∩  จงหาความนาจะเปนของ 
 (5.1) เหตุการณ A  และ B  

(5.2) เหตุการณ A  หรือ B  
(5.3) เหตุการณที่ไมใชทั้ง A  และ B  

(6) ความนาจะเปนที่สมศกัดิ์จะสอบผานวิชาคณติศาสตร และเคมี เปน 
3

2  และ 
9

4  ตามลําดับ 

ถาความนาจะเปนที่เขาจะสอบผานทั้งสองวิชา เปน 
4

1  จงหา 

 (6.1) P {ผานอยางนอย 1 วิชา} 
 (6.2) P {ผานเพียงวิชาเดียว} 
 (6.3) P {ไมผานทั้ง 2 วิชา} 
(7) ลูกเตาลูกหนึ่ง ถูกถวงน้ําหนักใหแตมคูแตละหนามีโอกาสเกิดเปน 2 เทาของแตมคี่ จงหา
ความนาจะเปนของเหตุการณตอไปน้ีในการโยนแตละครั้ง 
 (7.1) ไดแตมคู 
 (7.2) ไดแตมคี่ 
 (7.3) ไดจํานวนเฉพาะ 
 (7.4) ไดแตม 1 หรือแตมคู 
(8) โยนลูกเตาที่แตกตางกนั 2 ลูก 1 ครั้ง จงหาความนาจะเปนของเหตุการณ 
 (8.1) ผลรวมแตมได 8 
 (8.2) ผลรวมแตมเปนจํานวนเฉพาะ 
 (8.3) ผลรวมแตมเปนจํานวนคู 
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(9) ถาสลับอักษรในคําวา STATISTICS อยางสุม จงหาความนาจะเปนที่คําที่ไดน้ันจะ 
 (9.1) มีตัว T ติดกัน 3 ตัว 
 (9.2) มีตัว T ติดกัน 2 ตัว 
(10) กลองใสลูกบอลสองใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 2 ลูก สีขาว 3 ลูก และกลองที่สองมีบอลสีแดง 3 
ลูก สีขาว 4 ลกู ถาสุมหยิบบอลอยางสุมออกมากลองละ 2 ลูก จงหาความนาจะเปนที ่
 (10.1) ไดสีแดงทั้ง 4 ลูก 
 (10.2) ไดสีขาวทั้ง 4 ลูก 
 (10.3) ไดสีแดงอยางนอย 1 ลูก 
 (10.4) ไดสีขาวอยางนอย 1 ลูก 
 (10.5) ไดสีละ 2 ลูก 
(11) ในการประกวดรองเพลงครั้งหน่ึง มีผูเขารอบ 3 คน แตละคนตองสุมเลือกเพลงที่จะรอง 1 
เพลง จากเพลงบังคับที่มีอยู 5 เพลง จงหาความนาจะเปนของเหตุการณตอไปน้ี 
 (11.1) เลือกรองเพลงเดียวกันทั้ง 3 คน 
 (11.2) เลือกรองเพลงเดียวกันเพียง 2 คน 
 (11.3) มีคนรองเพลงซ้ํากัน 
 (11.4) ไมมีคนรองเพลงซ้ํากัน 
(12) มีเลข 9 จํานวน ซ่ึงเปนบวก 6 จํานวน ลบ 2 จํานวน และศูนย 1 จํานวน ในจํานวนบวกมี
เลขคูกบัคี่เทาๆ กัน ในจํานวนลบก็เชนกนั ถาเราสุมเลขดังกลาวมา 4 จํานวน จงหา 
 (12.1) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน เปนศูนย} 
 (12.2) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน มากกวาศูนย} 
 (12.3) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน นอยกวาศูนย} 
 (12.4) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน มากกวาศูนยและเปนจํานวนคู} 
 (12.5) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน นอยกวาศูนยและเปนจํานวนคี่} 
(13) นักเรียน ม.4, 5, 6 สงตัวแทนชายหญิงมาชั้นละคู หากสุมเลือกตัวแทนออกมา 2 คน ความ
นาจะเปนที่จะไดชายและหญิงที่มาจากชั้นตางกัน เปนเทาใด 
(14) ครูมีหนังสือเรียน 5 วิชา วิชาละ 2 เลม (ที่เหมือนกัน) นํามาแบงใหนักเรียน 2 คน คนละ 5 
เลมอยางสุม ใหหาความนาจะเปนที่นักเรยีนแตละคนจะไดหนังสือครบทุกวชิา 
(15) จากการกระจาย 8)b5a4( +  ถาสุมหยิบสัมประสิทธิ์ทวินามออกมา 2 จํานวน ใหหา
ความนาจะเปนที่จํานวนทั้งสองจะมีคาไมเทากัน 
(16) กลองใบหนึ่งมีสลากตวัเลขจํานวนเต็มที่ไมซํ้ากัน ทุกใบเปนจํานวนที่หารดวย 4 หรือ 6 ลง
ตัว และมีคามากกวา 10 แตไมเกิน 100 หากสุมหยิบสลากออกมา 1 ใบ ใหคํานวณหาโอกาสที่
ตัวเลขนั้นจะหารดวย 4 ไมลงตัว หรือหารดวย 6 ไมลงตัว 

(17) กําหนดเมตริกซ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

6kk
14k

A  และเซต { }x21xIxB 2| <∈=  สุมสมาชิก

จาก B  มา 1 ตัว เพ่ือแทนคา k  ในเมตริกซ A  จงหาโอกาสที่ A  จะเปนนอนซิงกูลารเมตริกซ 
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        A 
 B               C 
         D 

(18) ตารางขนาด 12 ชองนี้ ถูกทาสีลงไปตามลําดับทลีะชอง 
อยางสุมโดยการโยนเหรียญ คือถาเหรียญออกหัวจะทาสีแดง 
และถาออกกอยจะทาสีเขียว ทําเชนน้ีจนครบทุกชอง จงหา 
ความนาจะเปนที่ชอง A, B, C, D จะเปนสีแดงหมดทั้งสี่ชอง 
 

(19) สลากเลข 1 ถึง 4 อยูในกลอง สุมหยิบขึ้นมาทลีะใบจนครบทุกใบ ใหหาความนาจะเปนทีจ่ะ
ไดเลขเรียงจากนอยไปมากพอดี     (ลองคิดแบบการนบั และคิดแบบความนาจะเปนคูณกัน) 
 

(20) ในโรงพยาบาลมีผูปวยโรคหืดหรือหอบ 60% เปนหืด 41% เปนหอบ 28% ถาสุมเลือก
ผูปวยมา 1 คน ใหหาความนาจะเปนที่คนไขคนนี้จะเปนโรคหืดเพียงอยางเดียว 
 
 
เฉลย 
(1) { }S 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12=    (2) 21  แบบ   (3) 4  แบบ คือ 

1E = ∅ , { }2E H= , { }3E T= , { }4E H, T=    (4) 55.0 , 23.0 , 52.0 , 68.0    
(5) 15.0 , 8.0 , 2.0    (6) 9/8 , 36/23 , 9/1    (7) 3/2 , 3/1 , 9/4 , 9/7    (8) 
5/36 , 15/36 , 18/36    (9) 15/1 , 15/7    (10) 1/70 , 3/35 , 32/35 , 69/70 , 
29/70    (11) 25/1 , 25/12 , 25/13 , 25/12    (12) 9/4 , 21/5 , 63/20 , 5/21, 
1/126    (13) 5/2    (14) 51/1    (15) 9/8    (16) 1 (8/30)−    (17) 10/9    (18) 

16/1    (19) 24/1    (20) %32  
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สถิติ (1) (Statistics) คากลางของขอมูล 
 
•  เม่ือเรามี ขอมูล (Data) จํานวนหนึ่ง เรามักจําเปนตองวิเคราะหขอมูลกอนถึงจะนําไปใช
ประโยชน (เพ่ือการตัดสินใจ หรือการวางแผน) ตอได การวิเคราะหขอมูลในที่น้ีแบงเปน การ
วิเคราะหเบื้องตน ไดแก การหาคากลาง ในบทเรียนสถิติ (1) การหาคาการกระจาย ในบทเรียน
สถิติ (2) และ การวิเคราะหขั้นสูง ไดแก การประมาณความสัมพันธเชิงฟงกชัน ในบทเรยีนสถติิ 
(3) โดยขอมูลที่ผานการวิเคราะหแลว จะเรียกวา สารสนเทศ หรือ ขาวสาร (Information) 
 
•  ขอมูลที่กลาวถึง มี 2 ลักษณะ คือ ขอมูลเชิงปริมาณ (Quantitative Data) ซ่ึงเปนขอมูลที่ใช
แทนขนาดหรือปริมาณที่วัดเปนตวัเลข สามารถนําไปคาํนวณหรือเปรียบเทียบไดโดยตรง กับ 
ขอมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative Data) ซ่ึงไมไดเปนตัวเลข เชน ขอมูลเพศ ขอมูลความพึงพอใจ 
หากเราตองการวิเคราะหกต็องกําหนดตัวเลขเพ่ือใชแทนขอมูลเหลานี้กอน  
 
•  หากแบงขอมูลตามแหลงทีม่า จะได 2 กลุม คือ 
1. ขอมูลปฐมภูมิ (Primary Data) คือขอมูลที่ไดจากการสํารวจเองโดยตรง (ไมวาจะเปนการนับ 
การวัด การทดลอง การสอบถาม การสังเกต) ไมเคยมกีารเก็บรวบรวมไวกอน ขอมูลปฐมภูมิจะ
เก็บรวบรวมได 2 รูปแบบ คือ เก็บขอมูลใหครบจากทกุๆ สิ่งที่เราตองการ เรียกวา การสํามะโน 
(Census) และการเก็บขอมูลจากสิ่งที่สุมเลือกมา เรียกวา การสํารวจตัวอยาง (Sample Survey) 
2. ขอมูลทุติยภูมิ (Secondary Data) คือขอมูลที่มีผูรวบรวมไวแลว ผูใชไมตองทําการสํารวจเอง 
เชน ขอมูลจากหนวยงานราชการ องคกรของรัฐ รวมทั้งรายงานและบทความจากหนังสือตางๆ 
 
การแจกแจงความถี่ของขอมูล 
1. การแจกแจงความถี่ (Frequency Distribution) คือการจัดขอมูลที่มีอยูใหเปนกลุมๆ เพ่ือความ
สะดวกในการวิเคราะห และการจัดเก็บ โดยดําเนินการดังน้ี 

(1) แบงคาขอมูลที่เปนไปไดทั้งหมดออกเปนชวงๆ ตามที่ตองการ เรียกแตละชวงวา 
อันตรภาคชั้น (Class Interval) เชน “30 – 39”, “40 – 49”, “50 – 59”, “60 – 69”, “70 – 79” 

(2) พิจารณาวาบรรดาขอมูลที่มีน้ัน มีคาตกอยูในแตละชวงเปนปริมาณเทาใด เรียก
ปริมาณขอมูลที่ปรากฏในแตละชวงวา ความถี่ (Frequency) 

(3) มักเขียนอันตรภาคชั้นและความถี่ของแตละชั้น ในรปูตารางขนาดประมาณ 7 ถึง 15 
ชั้น และมักกําหนดความกวางแตละชั้นเทาๆ กัน (แมโดยทั่วไปไมจําเปนตองเทากันก็ได รวมทั้ง
อันตรภาคชั้นต่ําสุดหรือสูงสุดอาจเปน อันตรภาคชั้นเปด (Open-End Class Interval) ก็ได เชน 
“นอยกวา 30” หรือ “มากกวา 80”) 
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•  ตัวอยางเชน ขอมูลนํ้าหนัก (กก.) ของนักเรียน 40 คนในชั้นเรียน ไดแก 
40 45 46 46 50 51 49 52 42 41 
50 55 51 53 54 40 43 48 53 55 
58 62 64 61 50 48 48 56 58 58 
59 64 63 68 59 65 61 67 66 64 

หากตองการตารางแจกแจงความถี่ขนาด 6 ชั้น อาจเขียนไดดังน้ี 
 

•  อันตรภาคชั้น ไดแก 40 – 44, 45 – 49, 50 – 54, 55 
– 59, 60 – 64, และ 65 – 69 โดยมีความถี่ของแตละชั้น 
ไดแก 5, 7, 9, 8, 7, และ 4 ตามลําดับ 
 

•  คา ขอบลาง (Lower Boundary) และ ขอบบน 
(Upper Boundary) คือคากึ่งกลางระหวางรอยตออันตร
ภาคชั้น เชน ชั้น 45 – 49 มีคา 44.5 เปนขอบลาง ซ่ึงคา 
44.5 ก็เปนขอบบนของชั้น 40 – 44 ดวย 

 

•  ความกวางอันตรภาคชั้น หาไดจาก “ผลตางของขอบบนและขอบลางของชั้นน้ัน” ในตัวอยาง
น้ีความกวางแตละชั้นเปน 5 เทากันหมด 
 
2. การแจกแจงความถี่สะสม (Cumulative Frequency Distribution)  
 ความถี่สะสม (Cumulative Frequency) คือ “ผลรวมความถี่ชั้นนั้น กับความถีช่ั้นที่มีคา
ขอมูลต่ํากวาทั้งหมด” ในบางครั้งอาจใหความถี่สะสมเปนผลรวมความถี่ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูล
สูงกวาทั้งหมดก็ได แตไมเปนที่นิยม (ตวัอยางความถีส่ะสมอยูในตารางถัดไป) 
3. การแจกแจงความถี่สัมพัทธ และความถี่สะสมสัมพัทธ 
 ความถี่สัมพัทธ (Relative Frequency) และ ความถี่สะสมสัมพัทธ (Relative Cumula- 
-tive Frequency) ก็คืออัตราสวนความถีห่รือความถี่สะสม เทียบกบัความถี่รวม (N) ดังน้ัน
ความถี่สัมพัทธรวมตองได 1 เสมอ และความถี่สะสมสมัพัทธของชั้นสูงสุดก็ตองเปน 1 เชนกัน 
(บางครั้งใชเปนหนวย “รอยละ” ก็ได ซ่ึงจะปรับใหผลรวมความถี่เปนรอยละ 100) 

นํ้าหนัก (กก.) จํานวนนักเรียน 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

รวม 40 

อันตรภาคชั้น ความถี่ ความถี่ 
สัมพัทธ ความถี่สะสม ความถี่สะสม 

สัมพัทธ 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

0.125 
0.175 
0.225 
0.200 
0.175 
0.100 

5 
12 
21 
29 
36 
40 

0.125 
0.300 
0.525 
0.725 
0.900 
1.000 

รวม 40 1.000   
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f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O  39.5  44.5  49.5  54.5  59.5  64.5  69.5 

8 
6 
4 
2 

 ฮิสโทแกรม (1) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

เสนโคงของความถี่ แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

cmf (ความถี่สะสม) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

40 

30 

20 

10 

เสนโคงของความถี่สะสม (Ogive) 
แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O 42   47   52    57    62    67 

8 
6 
4 
2 

ฮิสโทแกรม (2) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

รูปหลายเหล่ียมของความถี่ แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

4. การใชกราฟแสดงการแจกแจงความถี่ (หรือความถี่สะสม) 
 ฮิสโทแกรม (Histogram) คือแผนภูมิแทงสี่เหลี่ยมวางเรียงติดกัน โดยใหแกนนอนแทน
คาขอมูล x  (เขยีนกํากับดวยขอบบนขอบลางของชั้น หรือดวยจุดกึ่งกลางชั้นก็ได) และแกนตั้ง
แทนคาความถี่ f  ความสูงของแทงสี่เหลี่ยมจะแปรตามความถี่ของชัน้น้ันๆ 
 รูปหลายเหลีย่มของความถี่ (Frequency Polygon) คอืรูปที่เกิดจากการลากเสนตรง
เชื่อมจุดกึ่งกลางยอดแทงสี่เหลี่ยมของฮิสโทแกรมแตละแทง (โดยสมมติใหมีอันตรภาคชั้นกอน
หนาและหลังอันตรภาคชั้นทั้งหมดที่มีอยู ฝงละ 1 ชั้น และลากเสนตรงไปบรรจบแกนนอนที่
กึ่งกลางชั้นทัง้สองนี้ เพ่ือใหเปนรูปปดทีมี่พ้ืนที่เทากับฮิสโทแกรมเดิม) 
 เสนโคงของความถี่ (Frequency Curve) คือรูปที่เกิดจากการปรับเสนตรงในรูปหลาย
เหลี่ยมของความถี่ ใหเปนเสนโคง (โดยพยายามใหมีพ้ืนที่ใกลเคียงเดิมที่สุด) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นํ้าหนัก (กก.) ความถี่ ความถี่สะสม 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

5 
12 
21 
29 
36 
40 

รวม 40  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   204 

การหาคากลางของขอมูล 
คากลางของขอมูล เปนตัวเลขทีใ่ชแทนขอมูลทั้งหมด จะชวยใหวิเคราะหขอมูลไดอยางกวางๆ 
ซ่ึงคากลางทีนิ่ยมใช มี 3 ชนิด ไดแก คาเฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม 
 
1. คาเฉลี่ยเลขคณิต (Arithmetic Mean) 
•  คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูล 1 2 3 NX ,X ,X ,...,X  ใชสัญลักษณวา X  (อานวา x-bar) 
เปนคากลางทีใ่หความสําคญักับ คาของขอมูล โดยตรง จึงเหมาะกับชุดขอมูลที่มีคาใกลเคียงกนั
ทุกคา ไมมีคาใดสูงหรือต่ําผิดปกติไปจากคาอ่ืนๆ (มิฉะนั้นคาที่ไดจะไมมีคุณภาพ) 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

i
1 2 3 N i 1

X
X X X ... X

X
N N

=+ + + +
= =

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ คิดแบบถวงน้ําหนัก (Weighted) 

N

i i
1 1 2 2 3 3 N N i 1

N
1 2 3 N

i
i 1

wX
w X w X w X ... w X

X
w w w ... w w

=

=

+ + + +
= =

+ + + +

∑

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , iw  คือน้ําหนักของขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k k

i i i i
1 1 2 2 3 3 k k i 1 i 1

k
1 2 3 k

i
i 1

fX fX
f X f X f X ... f X

X
f f f ... f Nf

= =

=

+ + + +
= = =

+ + + +

∑ ∑

∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (สูตรลดทอน) 

X a ID= +         เม่ือ 

k

i i
i 1

fD
D

N
==
∑

 
a  คือกึ่งกลางของชั้นใดชั้นหนึ่งที่เลือก (ชั้นใดก็ได), I  คือความกวางชั้น (เทากันทุกชั้น) 

iD  เปนจํานวนเต็ม โดยใหชั้นที่มีคา a  นั้นเปน D 0=  และชั้นที่มีขอมูลนอยลง 
D 1, 2,...= − −  ไปเรื่อยๆ สวนชั้นที่ขอมูลสูงขึ้น D 1,2,...=  ไปเรื่อยๆ 

 
 

หมายเหตุ สัญลักษณ ∑ (Sigma) ใชแทนผลรวม โดยมีตวัแปร i  กํากับไววาในแตละพจนจะ
แปรคาจากเทาใดจนถึงเทาใด (เชน i 1=  ถึง N ) และสมบัตขิอง ∑  ที่ควรทราบมีดังน้ี 

N N N N

i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

c N c                           (x y ) x y
= = = =

• = ⋅ • ± = ±∑ ∑ ∑ ∑  
N N

i i
i 1 i 1

c x c x
= =

• = ⋅∑ ∑       c  เปนคาคงที่ 
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คาเฉล่ียเลขคณิตรวม (Combined Arithmetic Mean) ของขอมูลหลายๆ ชุด 
k

i i
c 1 1 2 2 3 3 k k i 1

c k
c 1 2 3 k

i
i 1

NX
( X) N X N X N X ... N X

X
N N N N ... N N

=

=

∑ + + + +
= = =

+ + + +

∑

∑
 

iX  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูลชุดที่ i , iN  คือจํานวนขอมูลชุดที่ i  จากทั้งหมด k  ชุด 
หมายเหต ุอาจมองในแงวา เปนการนําคาเฉล่ียแตละชุด มาถวงน้ําหนักดวยจํานวนขอมูลก็ได 

 

2. มัธยฐาน (Median; Med ) 
•  มัธยฐาน คือคาที่มีตําแหนงอยูกึ่งกลางของขอมูลทั้งหมด (เม่ือเรียงลําดับขอมูลจากนอยไป
มาก หรือมากไปนอย) เปนคากลางที่ใหความสําคัญกับ ลําดับของขอมูล (บอกใหทราบวามี
ขอมูลที่มีคามากกวาคานี้ กบันอยกวาคานี้ อยูปริมาณเทาๆ กัน) จึงยังคงใชไดดีกับขอมูลชุดที่มี
บางคาสูงหรือต่ํากวาคาอ่ืนอยางผิดปกติ 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

Med  คือขอมูล ในตําแหนงที่  N 1
2
+           (ตําแหนงกึ่งกลาง) 

เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L

Med

N
f

Med L I 2
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                              ขอสังเกต ใช N
2

 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีมัธยฐานอยู (ตัวที่ N/2 ) ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Medf  

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

 

3. ฐานนิยม (Mode; Mo ) 
•  ฐานนิยม คือคาขอมูลตวัทีป่รากฏบอยครั้งที่สุด (มีความถี่สูงที่สุด) เปนคากลางทีใ่หความ- 
สําคัญกับ ความถี่ของขอมูล จะเหมาะสมที่สุดกับขอมูลเชิงคุณภาพ เชน การลงคะแนนเลือกตั้ง 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
Mo  คือขอมูลตัวที่มีความถี่มากที่สุด 
หมายเหต ุโดยทั่วไปจะเปนฐานนิยมรวมกันไดไมเกิน 2 คา 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

1

1 2

d
Mo L I

d d
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

L  คือขอบลางชั้นที่มีฐานนิยมอยู (ชั้นที่ความถี่สูงสุด) ซึ่งทุกๆ ชั้นมีความกวาง I  
1d  คือผลตางความถี่ ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูลนอยลง 
2d  คือผลตางความถี่ ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูลมากขึ้น 
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•  นอกจากการคํานวณจากขอมูลโดยตรงแลว เรายังสามารถหาคามัธยฐานไดจากเสนโคงของ
ความถี่สะสม และหาฐานนยิมไดจากฮิสโทแกรม ดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

•  ขอสังเกต ในการคํานวณคากลาง จะพบวาขอมูลบางลกัษณะไมเหมาะสมกับคากลางบาง
ชนิด ซ่ึงมีผลสรุปไวคราวๆ ดังตารางนี้ 
 

ลักษณะขอมลู คาเฉลีย่เลขคณิต มัธยฐาน ฐานนิยม 
- ขอมูลเชิงคณุภาพ ไมเหมาะสม ไมเหมาะสม ใชได 

ยัง
ไม
แจ
กแ

จง
 

- เกาะกลุมกนัปกต ิ
- บางคาตางไปจนผิดปกต ิ

ใชได 
ไมเหมาะสม 

ใชได 
ใชได 

ใชได 
ใชได 

แจ
กแ

จง
แล

ว - ทุกชั้นกวางเทากัน 
- มีอันตรภาคชั้นเปด 
- บางชั้นกวางไมเทากัน 

ใชได 
ไมเหมาะสม 
ไมเหมาะสม 

ใชได 
ใชได 
ใชได 

ใชได 
ใชได 

ไมเหมาะสม 
 

 

•  สมบัติของคาเฉลี่ยเลขคณิต 

(1) 
N

i
i 1

NX X
=

= ∑   คาเฉลี่ยเลขคณติ คูณกับจํานวนขอมูล จะไดเปนผลรวมขอมูลทั้งหมด 

(2) 
N

i
i 1

(X X) 0
=

− =∑    ผลรวมของคาเบี่ยงเบนทั้งหมดเปนศูนย 

(3) 
N

2
i

i 1

(X K)
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K X=  

•  สมบัติของมัธยฐาน 
N

i
i 1

X K
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K Med=                 (คลายขอ 3 ของ X ) 

•  สมบัติของคากลางทั้ง 3 ชนิด 
(1) คากลางทีไ่ด จะมีคาอยูระหวางขอมูลที่นอยที่สุดกับมากที่สุด เสมอ 
(2) ถาขอมูลชดุ Y  ทุกๆ ตัว สัมพันธกับขอมูลชุด X  แตละตัว ตามสมการ i iY mX c= +  
จะไดวา      (คากลางของY ) m= ⋅  (คากลางของX ) c+  ดวย 

cmf (ความถี่สะสม) 

x O                  Med 

  N 

 

N/2 

 

การหาคามัธยฐานจาก 
เสนโคงของความถี่สะสม 

f (ความถี่) 

x O                      Mo 
 การหาคาฐานนิยมจากฮิสโทแกรม 
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4. คากลางอื่นๆ 
 

•  คาเฉลี่ยเรขาคณิต (Geometric Mean; GM ) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  
N

N N
1 2 3 N i

i 1

GM X X X ...X X
=

= = ∏  

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว   
k

i
31 2 k ii 1

kf
ff f f fN

1 2 3 k i
i 1

GM X X X ...X X=

=

∑
= = ∏  

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
 

หมายเหตุ สัญลักษณ ∏ (Pi) ใชแทนผลคณู โดยมีตัวแปร i  กํากับไววาในแตละตัวคูณจะแปร
คาจากเทาใดจนถึงเทาใด (เชน i 1=  ถึง N ) คลายสัญลักษณ ∑ (Sigma) 
 

•  คาเฉลี่ยฮารโมนิก (Harmonic Mean; HM) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  

1 2 3 N

N

i 1 i

1 1 1 1 1
...

X X X X X

N N
HM

=

+ + + +

= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว  
31 2 k

1 2 3 k

k

i
1 2 3 k i 1

k k

i 1 i 1i i

i i...
X X X X X X

f f

f
f f f ... f N

HM
ff f f

=

= =

+ + + +

+ + + +
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑ ∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
 

•  กึ่งกลางพิสัย (Midrange) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  max minX X
Midrange

2
+

=  

maxX  คือขอมูลที่มีคาสูงที่สุด, minX  คือขอมูลที่มีคาต่ําที่สุด 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว   max minU L
Midrange

2
+

=  

maxU  คือขอบบนของชั้นที่คาขอมูลสูงที่สุด, minL  คือขอบลางของชั้นที่คาขอมูลต่ําที่สุด 
 
โจทย 
(1) สวนสูงนักเรียน 8 คน วดัไดดังน้ี 112, 120, 114, 122, 112, 110, 114, 112 ซม. จงหา
คาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม 
 

(2) [Ent’38] จากขอมูลทีก่ําหนดให ชุด A: 1, 3, 2, 2, 5, 3, 4, 4, 3 และชุด B: 1, 2, 4, 1, 2, 5, 
2, 5, 1, 5, 5, 3   พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลสองชุดนี้ เทากัน 
 ข. มัธยฐานของขอมูลสองชุดนี้ เทากัน 
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(3) ขอมูลชุดหนึ่งประกอบดวยคาดังน้ี  5, 1, 3, 2, 5, 4, 2, 7, 8, 3, 2, 1, 9, 8, 3, 5, 6, 9, 4, 3 
ถามวาขอมูลชุดนี้มีการแจกแจงแบบใด คาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมเปนเทาใด 
 

(4) จงหาขอมูล 4 จํานวน ซ่ึงมีฐานนิยมและมัธยฐานเปน 70 เทากัน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 75 
และพิสัยเปน 80 
 

(5) คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียน 10 คน เปน 65 คะแนน ถานักเรียน 7 คน
แรกมีคะแนนสอบดังน้ี 55, 43, 67, 80, 85, 74, 38 คะแนน สวนอีก 3 คน มีคนไดคะแนน
เทากัน 2 คน และมากกวาอีกคนหนึ่งอยู 11 คะแนน จงหามัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนน
สอบของนักเรียน 10 คนนี้ 
 

(6) [Ent’ต.ค.41] ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากได 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 
120   ถาฐานนิยมและมัธยฐานเปน 30 และ 40 ตามลําดับแลว ขอมูลชุดตอไปน้ีจะมีคาเฉลี่ยเลข
คณิตเทาใด   11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 
 

(7) [Ent’40] คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีเสนโคงความถี่เปนโคงเบซาย โดยที่ 80 
เปอรเซ็นตของนักเรียนทั้งหมดสอบไดคะแนนเทากันคอื 75 คะแนน สมชายสอบไดคะแนน
เทากับคาเฉลีย่เลขคณิตของคะแนนสอบ โดยที่คะแนนของสมชายตางจากฐานนิยมอยู 6 
คะแนน สมชายสอบไดคะแนนเทาใด 
 

(8) ครอบครัวหน่ึงมีบุตร 5 คน คนโตอายุ 15 ป คนสุดทองอายุ 4 ป คาเฉลี่ยอายบุตุรทุกคนเปน 
11 ป มัธยฐานเปน 12 ป หากบุตรคนที ่4 อายุนอยกวาคนที่ 2 อยู 4 ป จงหาคาเฉลี่ยของอายุ
บุตรในอีก 3 ปขางหนา 
 

(9) [Ent’41] ความสัมพันธระหวางกําไร (y) และราคาทุน (x) ของสินคาชนิดหนึ่งเปน 
y = 7 + 0.25 x   ถาราคาทุนของสินคา 5 ชิ้นเปน 32, 48, 40, 56, 44 บาท แลว จงหาคาเฉลี่ย
เลขคณติของกําไรของสินคา 5 ชิ้นน้ี 
 

(10) จากการวิเคราะหความสัมพันธระหวางน้ําหนัก (กก.; W ) กับสวนสูง (ซม.; H) ของคน 
15 คน พบวาเปนไปตามสมการ 3W H 15= −    ถาคาเฉลี่ยของสวนสูง 6 คนแรกเปน 159 
ซม. และของอีก 9 คนที่เหลือเปน 156 ซม. ใหหาคาเฉลี่ยของน้ําหนักคน 15 คนนี้ 
 

(11) ขอมูลชดุหนึ่งมี X  เปน 11 ถามีขอมูลคา 29 เพ่ิมอีกตัว จะทําให X  กลายเปน 13 ใหหา
วาเดิมมีขอมูลอยูกี่ตัว 
 

(12) ขอมูล N จํานวน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 15 ภายหลังพบวาอานขอมูลผิด คือจาก 21 อาน
ผิดเปน 12 จึงทําการหาคาเฉลี่ยเลขคณติใหมไดเปน 16 จงหาจํานวนขอมูล 
 

(13) จากการหาตัวกลางเลขคณิต หรือ X  ของขอมูล 10 ตัว ไดคาเปน 12 แตปรากฏวาอาน
ขอมูลผิดไป จากขอมูลจริงคือ 3 แตอานเปน 8 ดังน้ันคา X  ที่แทจริงคือเทาใด 
 

(14) นํ้าหนักเฉลี่ยของนักเรยีนชายเปน 70 กก. นักเรียนหญิงเปน 55 กก. และน้ําหนักเฉลี่ย
ของนักเรียนทั้งหมด 150 คน เปน 60 กก. ใหหาจํานวนนักเรียนชาย และนักเรียนหญิง 
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(15) จากผลสอบของนักเรียน 30 คนในหองหน่ึง พบวาคาเฉลี่ยของคะแนนนักเรียนชายเทากับ
จํานวนนักเรียนชายพอดี และคาเฉลี่ยของคะแนนนักเรยีนหญิงก็เทากับจํานวนนักเรียนหญิง
ดวย หากคาเฉลี่ยรวมทั้งหองเปน 50/3 คะแนน และจํานวนนักเรียนชายนอยกวานักเรียนหญิง 
จงหาจํานวนนักเรียนชาย 
 

(16) คนกลุมหน่ึงเปนชาย 40 คน และหญิง 60 คน เงินรวมกัน 18,630 บาท ถาคาเฉลี่ยของเงิน
ที่ผูหญิงมีนอยกวาคาเฉลี่ยของเงินที่ผูชายมี อยู 10 บาท จงหาผลรวมของคาเฉลี่ยทั้งสองนี้ 
 

(17) [Ent’41] ตารางตอไปน้ีเปนเกณฑการคิดคะแนนทีผู่สอนกําหนดไว และผลการเรียนของ
นักเรียนคนหนึ่ง ถานักเรียนคนนี้ไดคะแนนเฉลี่ยตลอดภาคเปน 79% แลว ใหหาคะแนนสอบ
ปลายภาคที่นักเรียนคนนี้ไดรับ 

สอบยอย  การบาน 
ครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2 

สอบปลายภาค 

เกณฑ 20% 20% 30% 30% 
คะแนนที่ได (100) 92 84 63  

 

(18) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 1 2 10x ,x ,...,x  มีคาเปน 5, 6, a , 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9 
ตามลําดับ โดยที่ a 15<  ถาพิสัยของขอมูลชุดนี้คือ 12 

b  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด 

และ c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

i
i 1

x c
=

−∑  มีคานอยที่สุด แลว a b c+ +  มีคาเทาใด 
 

(19) [Ent’มี.ค.43] ขอมูลชดุหนึ่งประกอบดวย 1 2 20x ,x ,...,x  โดยมีสมบัติดังน้ี 
20

i
i 1

x a
=

−∑  มีคานอยที่สุดเม่ือ a 5=     และ 
20

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุดเม่ือ b 8=  

พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ขอมูลชุดนี้มีคาเฉลี่ยเลขคณิตนอยกวามัธยฐาน 
 ข. ผลรวมของขอมูลชุดนี้ทัง้หมด เทากับ 100 

(20) กําหนดให 
3

i i
i 1

(X Y ) 9
=

+ =∑  และ 
3

i i
i 1

(X Y ) 7
=

− =∑  หากตองการให 
3

2
i

i 1

(X a)
=

−∑  มี

คานอยที่สุดเทาที่เปนไปได a  ตองมีคาเทาใด 
(21) กําหนดขอมูลชุดหนึ่งเปน 1 2 3 NX ,X ,X ,...,X  และกําหนดเง่ือนไขตอไปน้ี  จงหาคา X  

 (21.1) 
20 20

2 2
i i

i 1 i 1

(X 1) (X 3)
= =

+ = −∑ ∑  

 (21.2) 
8

2
i

i 1

(X 1) 1
=

+ = −∑  และ 
8

2
i

i 1

(X 2) 9
=

+ =∑  

(21.3) 
N

2
i

i 1

X A
=

=∑  และ 
N

2
i

i 1

(X 2) B
=

+ =∑  
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(22) จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม ของขอมูลตารางแจกแจงความถี่ตอไปน้ี 
(22.1)          (         (22.2)  
 
 
 
 
 
 
(22.3)        (   (22.4)  
 
 
 
 
 
 
 
 
(22.5)   (   (22.6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(22.7) 
 
 
(22.8) 

 
 
 

คะแนน ความถี่ 
0 – 19 
20 – 39 
40 – 59 
60 – 79 
80 – 99 

5 
10 
15 
25 
20 

ขอมูล ความถี่ 
3 – 5 
6 – 8 
9 – 11 
12 – 14 
15 – 17 

10 
12 
15 
5 
3 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
10 – 14 
15 – 19 
20 – 24 
25 – 29 
30 – 34 

10 
12 
15 
9 
4 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

1 
2 
6 
20 
21 
8 
2 

รวม 60 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
0 – 9 

10 – 19 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 

5 
8 
7 
12 
28 
20 
10 
10 

รวม 100 

รายได (บาท) จํานวนคน 
2,100 – 2,199 
2,000 – 2,099 
1,900 – 1,999 
1,800 – 1,899 
1,700 – 1,799 
1,600 – 1,699 
1,500 – 1,599 

1 
2 
6 
10 
12 
7 
2 

รวม 40 

ราคา (บาท) 90 – 94 95 – 99 100 – 104 105 – 109 110 – 114 
จํานวนรานคา 5 20 30 35 10 

น้ําหนัก (กก.) 60 – 62 63 – 65 66 – 68 69 – 71 72 – 74 
ความถี่สัมพัทธ 0.05 0.18 0.42 0.27 0.08 
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(23) จากความสัมพันธระหวางขอมูลกับรอยละของความถี่สะสมสัมพัทธ จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต 
x -4 -3 1 2 3 
y 30 50 60 80 100 

 

(24) จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนนสอบ จากผลสอบดังตอไปน้ี 
 นอยกวา 10 คะแนน  5 คน  นอยกวา 50 คะแนน   60 คน 
 นอยกวา 20 คะแนน 13 คน  นอยกวา 60 คะแนน   80 คน 
 นอยกวา 30 คะแนน 20 คน  นอยกวา 70 คะแนน   90 คน 
 นอยกวา 40 คะแนน 32 คน  นอยกวา 80 คะแนน 100 คน 
 

(25) [Ent’มี.ค.42] เม่ือสรางตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใชความ
กวางแตละอันตรภาคชั้นเปน 10 แลว ปรากฏวามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยูในชวง 50 – 59 
ถามีนักเรียนที่สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5 อยู 12 คน และต่ํากวา 59.5 อยู 20 คน แลว มัธย
ฐานของคะแนนสอบมีคาเทาใด 
 

(26) [Ent’38] อายุของเด็กกลุมหน่ึงมีการแจกแจงดังน้ี ถามัธยฐานเปน 7 ปแลว a มีคาเทาใด 
อายุ (ป) 1 – 3 4 – 6 7 – 9 10 – 12 
จํานวนเด็ก 3 a 6 4 

 

(27) ตารางตอไปน้ีแสดงรายจายตอเดือนของครอบครัวจํานวน 100 ครัวเรือน หากมัธยฐานเปน 
49.5 แลวคา 1f , 2f  เปนเทาใด 

รายจาย (รอยบาท) 0 – 19 20 – 39 40 – 59 60 – 79 80 – 99 
จํานวนครัวเรือน 14 1f  28 2f  15 

  

(28) [Ent’35] ในการสอบวชิาภาษาไทยของนักเรียน 25 คน สมัยเปนนักเรียนคนหนึ่งที่เขาสอบ 
พบวาได 62 คะแนน เปนมัธยฐานพอดี และมี 8 คนทีไ่ดสูงกวา 69 คะแนน ถามีการจัดกลุม
คะแนนสอบเปนชวงๆ กวางเทากัน และคะแนนของสมัยตกอยูในอันตรภาคชั้น 60 – 69 แลว 
จํานวนนักเรียนที่สอบไดในชวง 60 – 69 คะแนน เปนเทาใด 
 
 

เฉลย   (1) 114.5, 113, 112 ซม.   (2) ก. ถูก ข. ผิด   (3) เบขวา, 4.5, 4, 3   (4) 40, 70, 70, 
120   (5) 70, 73 คะแนน   (6) 55.5   (7) 69 คะแนน   (8) 14 ป   (9) 18 บาท  (10) 47.4 กก.   
(11) 8 ตวั   (12) 9 ตวั   (13) 11.5   (14) 50, 100 คน   (15) 10 คน   (16) 192.3+182.3= 
374.6 บาท   (17) 83 คะแนน   (18) 19   (19) ผิดทั้ง 2 ขอ   (20) 8/3   (21.1) 1   (21.2) -7/8   

(21.3) B A
1

4 N

−
−    (22.1) 8.6, 8.6, 9.2   (22.2) 61.5, 62.5, 66.17 คะแนน   (22.3) 20.5, 

20.5, 21.17   (22.4) 69.5, 69.98, 70.21   (22.5) 44.50, 45.93, 46.17   (22.6) 1802, 
1791.17, 1770.93 บาท   (22.7) 103.25, 103.67, 105.33 บาท   (22.8) 67.45, 67.43, 67.35   
(23) -0.7   (24) 44.5, 45.93, 46.17   (25) 57 คะแนน   (26) 5 คน   (27) 22, 21   (28) 6 คน 
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cmf (ความถี่สะสม) 

x (ขอมูล) O                  Med 

  N 
 

N/2 
 

Med 

 นอย                                           x (ขอมูล)                                                   มาก 

Q1                          Q2                         Q3 

D1         D2        D3        D4         D5 D6        D7         D8        D9  

สถิติ (2) (Statistics) คาการกระจายของขอมูล 
 
การวัดตําแหนงของขอมูล 
•  ในบทเรียนสถิติ (1) เราไดศึกษาการหาคากลางของขอมูล ซ่ึงเปนตัวเลขที่ใชแทนคาขอมูล
ทั้งหมด ที่นิยมใชมี 3 ชนิด ไดแก คาเฉลีย่เลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม โดยที่ มัธยฐาน 
(Median; Med ) เปนคาขอมูลในตําแหนงกึ่งกลางเมื่อถูกเรียงลําดับจากนอยไปมากแลว 
คามัธยฐานบอกใหทราบวา มีขอมูลที่คาสูงกวาคานี้ และคาต่ํากวาคานี้ อยูเปนปริมาณเทาๆ กัน 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

Med  คือขอมูล ในตําแหนงที่  1 (N 1)
2

+           (ตําแหนงกึ่งกลาง) 
เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L

Med

N
f

Med L I 2
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                              ขอสังเกต ใช N
2

 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีมัธยฐานอยู (ตัวที่ N/2 ) ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Medf  

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

และสามารถหาคามัธยฐานไดจาก 
เสนโคงของความถี่สะสม ดวย ดังภาพ 
 
 
 
 
•  เม่ือเรียงลําดับขอมูลจากนอยไปมากแลว นอกเหนือจากการระบุตําแหนงกึ่งกลางของขอมูล 
(คือแบงขอมูลออกเปนสองสวนเทาๆ กัน) เรายังสามารถระบตุําแหนงใดๆ ของขอมูลก็ได (คือ
แบงขอมูลออกเปนกี่สวนกไ็ด) ถาเราแบงขอมูลออกเปน 4 สวนเทาๆ กัน จุดแบงทั้งสามจุดนั้น
จะเรียกวา ควอรไทล (Quartile) ที่ 1 หรือ 1Q , ควอรไทลที ่2 ( 2Q ), และควอรไทลที่ 3 ( 3Q ) 
ตามลําดับ ความหมายของควอรไทลที่ 1 คือมีขอมูลที่ต่ํากวาคานี้อยูเปนปริมาณ 1/4 และ
มากกวาคานีอ้ยูอีก 3/4 โดยประมาณ 
 
 
 
 
การบอกตําแหนงขอมูลที่นิยมใชกันมีอีก 2 ชื่อ น่ันคือ เดไซล (Decile; D ) แทนการแบงขอมูล
เปน 10 สวน และ เปอรเซ็นไทล (Percentile; P ) แทนการแบงขอมูลเปน 100 สวน 
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cmf (ความถี่สะสม) 

x (ขอมูล) O               Q1    Q2  Q3 

  N 
3N/4 

2N/4 

 N/4 

•  การคํานวณหาคาควอรไทล เดไซล และเปอรเซ็นไทลที่ตองการ เปนแบบเดียวกบัการ
คํานวณหามัธยฐาน ดังสรุปไดดังน้ี 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

rQ  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r
(N 1)

4
+         rD  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r

(N 1)
10

+  

rP  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r
(N 1)

100
+  

เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L
r

Qr

r
N f

Q L I 4
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                      L
r

Dr

r
N f

D L I 10
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

L
r

Pr

r
N f

P L I 100
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑        ขอสังเกต ใช r r r
N, N, N

4 10 100
 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีควอรไทล (หรือเดไซลหรือเปอรเซ็นไทล) ที่ตองการอยู 
ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Qrf  (หรือ Drf  หรือ Prf ) 

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

และสามารถหาคาไดจากเสนโคงของความถี่สะสม 
ดวยเชนกัน ภาพดานขวาเปนตัวอยางการหาคา 
ควอรไทลที่ 1, 2, และ 3 จากกราฟ 
 
 
 
 
โจทย 
(1) “สมพรสอบไดคะแนนคดิเปนเปอรเซ็นไทลที่ 80 จากจํานวนผูสอบ 4,000 คน” ขอใดถูกตอง 
 ก. สมพรสอบไดที่ 80 
 ข. สมพรสอบได 80% ของคะแนนเต็ม 
 ค. ผูที่ไดคะแนนนอยกวาสมพร มีประมาณ 80 คน 
 ง. ผูที่ไดคะแนนมากกวาสมพร มีประมาณ 800 คน 
 

(2) ผลคะแนนสอบของนักเรียน 15 คนเปนดังน้ี 16, 19, 32, 30, 4, 9, 4, 12, 20, 26, 12, 31, 
20, 17, 24     จงหาคะแนนที่ตรงกับควอรไทลที่ 3, เดไซลที่ 6, และเปอรเซ็นไทลที่ 80 
 

(3) จากขอมูลชุดหนึ่งไดแก 4, 5, 8, 9, 12, 15, 17, 19, 23 จงหาคาเฉลี่ยเลขคณติของ 10P , 
2D , 60P  และ 3Q  
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(4) ขอมูลที่เรยีงลําดับแลวเปนดังน้ี 5, 7, 8, 10, 12, 14, 15, X, 23, 24, 27, 28, 30 
ถาทราบวา 6D 20=  แลวจงหาคา X 
 

(5) กําหนดขอมูลชุดหนึ่งเปน 28, 15, 19, 11, 29, 12, 27, 24, 30 จงหาวา 
 (5.1) 28 คิดเปนเปอรเซ็นไทลที่เทาใด 
 (5.2) 15 คิดเปนควอรไทลที่เทาใด 
 

(6) ผลสอบของนักเรียน 32 คน เขียนเปน 
กราฟของความถี่สะสมไดดังภาพ โดย 
เสนโคงน้ีตรงกับสมการ  Y = 4 log2 X 
จงหาวาควอรไทลที่ 3 กับเปอรเซ็นไทลที่ 50 
มีคาตางกันอยูเทาใด 
 

 
(7) จากการสํารวจน้ําหนักของนักเรียนไดผลดังตาราง จงหา
เดไซลที่ 6 และเปอรเซ็นไทลที่ 92 
 
 
 
 

 

(8) ผลการสอบของนักเรียน 40 คนเปนดังตาราง หากอาจารย
ตองการตัดเกรดเพียง 3 เกรดคือ A, B, F โดยตองการใหเกรด 
A มีจํานวนนักเรียน 20% เกรด B มีจํานวน 40% และที่เหลือได
เกรด F ถามวาจะตองตัดเกรดที่คะแนนเทาใด และหากได 71 
คะแนนจะไดเกรดใด 

 
 
 
(9) [Ent’37] กําหนดคาจางรายวันของคนงานกลุมหน่ึงมีการ
แจกแจงดังตาราง ถาขอมูลชุดนี้มีคาเปอรเซ็นไทลที่ 25 เปน 
100.5 บาท และควอรไทลที ่3 เปน 110.5 บาทแลว จํานวน
คนงานที่ไดคาจางรายวันต่าํกวา 105.5 บาท เทากับเทาใด 
 
 

 
 

น้ําหนัก (กก.) จํานวน (คน) 
31 – 40 
41 – 50 
51 – 60 
61 – 70 
71 – 80 
81 – 90 

3 
7 
24 
10 
5 
1 

คะแนน จํานวนคน 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

2 
5 
6 
11 
11 
4 
1 

คาจาง (บาท) จํานวนคน 
81 – 85 
86 – 90 
91 – 95 
96 – 100 
101 – 105 
106 – 110 
111 – 115 
116 – 120 

1 
3 
x 
5 
8 
y 
10 
4 

Y (ความถี่สะสม) 

X (คะแนน) O  1                            256 

  32 
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คาการกระจายของขอมูล 
•  พิจารณาขอมูลสองชุดไดแก ชุดที่ 1; 8, 10, 12, 20, 5, 1, 7, 7  มีคาเฉลี่ยเลขคณติ 7.5 และ
ชุดที่ 2; 8, 7, 7, 8, 7, 8, 8, 7  มีคาเฉลี่ยเลขคณติ 7.5 เทากัน จะเห็นวาคากลางของขอมูลน้ันไม
สามารถบอกลักษณะขอมูลชุดตางๆ ไดอยางสมบูรณ ควรใชอีกคาหนึ่งรวมกันดวย น่ันคือคา 
การกระจาย (Variation) คาการกระจายยิ่งมาก แสดงวาขอมูลยิ่งแตกตางกัน ไมเกาะกลุมกัน 
เชนในตวัอยางขางตน ขอมูลชุดที่ 1 จะมีคาการกระจายมากกวาชุดที่ 2 
 
•  การวัดการกระจายแบงเปน 2 ประเภท คือ การกระจายสัมบูรณ (Absolute Variation) ซ่ึงใช
สําหรับขอมูลชุดนั้นเพียงชดุเดียว และการกระจายสัมพัทธ (Relative Variation) ซ่ึงใช
เปรียบเทียบการกระจายระหวางขอมูลสองชุดได 
 การกระจายสัมบูรณที่นิยมใช มี 4 แบบ 
1. พิสัย (Range) 
เปนคาทีว่ัดไดรวดเร็ว แตจะมีขอผิดพลาดมากหากขอมูลบางจํานวนมีคาสูงเกินไป หรือต่ํา
เกินไปแบบผดิปกติ จึงเหมาะกับการวัดโดยคราวๆ ที่ไมตองการความแมนยํามากนัก 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

max minRange X X= −  
maxX  คือขอมูลที่มีคาสูงที่สุด, minX  คือขอมูลที่มีคาต่ําที่สุด 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

max minRange U L= −  
maxU  คือขอบบนของชั้นที่คาขอมูลสูงที่สุด, minL  คือขอบลางของชั้นที่คาขอมูลต่ําที่สุด 

 

2. สวนเบี่ยงเบนควอรไทล (Quartile Deviation; QD ) 
บางครั้งเรียกวา กึ่งชวงควอรไทล (Semi-interquartile Range) 
ถึงแมวาการวดัที่ไดจะไมละเอียดนัก เพราะใชเพียงขอมูลที่ใกลเคียงกับควอรไทลที่ 1 และ 3 
เทานั้น แตก็มีสวนดีเน่ืองจากใชไดกับการแจกแจงความถี่ที่ม่ีอันตรภาคชั้นเปด และใชไดกับ
ขอมูลชุดที่มีบางจํานวนคาสูงหรือต่ําเกินไปแบบผิดปกต ิ
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ หรือขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว 
3 1Q Q

QD
2
−

=  

3Q  คือขอมูลในตําแหนงควอรไทลที่ 3, 1Q  คือขอมูลในตําแหนงควอรไทลที่ 1 
 

3. สวนเบี่ยงเบนเฉลีย่ (Mean Deviation; MD  หรือ Average Deviation) 
เปนคาทีว่ัดไดละเอียดกวาสองแบบแรกเพราะคํานวณจากขอมูลทุกตัว แตมีขอเสยีที่การ
คํานวณยุงยากกวา 
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ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

i
1 2 N i 1

X X...X X X X X X
MD

N N
=

−+ + +− − −
= =

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i  จากทั้งหมด N  ตัว, X  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูล 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k

i i
1 2 k1 2 k i 1

1 2 k

f X Xf f ... fX X X X X X
MD

f f ... f N
=

−+ + +− − −
= =

+ + +

∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i  จาก k  ชั้น ซึ่งมีความถี่ if , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว, X คือคาเฉล่ียเลขคณิต 
 

4. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation; SD  หรือ s ) 
เปนคาที่นิยมใชมากที่สุด เน่ืองจากมีความละเอียด เชือ่ถือได สามารถคํานวณไดงายกวาสวน
เบี่ยงเบนเฉลีย่ (โดยใชสูตรที่จัดรูปแลว) และนําไปใชในการวิเคราะหขอมูลขั้นสูงได 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

2
2 2 2 i

1 2 N i 1

(X X)
(X X) (X X) ... (X X)

s
N N

=

−
− + − + + −

= =
∑

 

หรือจัดรูปไดวา 

N
2
i

2i 1

X
s X

N
== −
∑

 

iX  คือขอมูลตัวที่ i  จากทั้งหมด N  ตัว, X  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูล 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k
2

2 2 2 i i
1 1 2 2 k k i 1

1 2 k

f (X X)
f (X X) f (X X) ... f (X X)

s
f f ... f N

=

−
− + − + + −

= =
+ + +

∑
 

หรือจัดรูปไดวา 

N N
2 2

i i i i
2 2i 1 i 1

fX fD
s X I D

N N
= == − = ⋅ −
∑ ∑

      เม่ือ 

k

i i
i 1

fD
D

N
==
∑

 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i  จาก k  ชั้น ซึ่งมีความถี่ if , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว, X คือคาเฉล่ียเลขคณิต 
iD  เปนจํานวนเต็ม โดยใหชั้นที่มีคา a  นั้นเปน D 0=  และชั้นที่มีขอมูลนอยลง 

D 1, 2,...= − −  ไปเรื่อยๆ สวนชั้นที่ขอมูลสูงขึ้น D 1,2,...=  ไปเรื่อยๆ 
 
•  สมบัติของคาการกระจายสัมบูรณ 
(1) คาการกระจายเปนบวกหรือศูนยเสมอ โดยเปนศูนยก็เม่ือขอมูลทุกคาเหมือนกันหมด 
(2) ถาขอมูลชดุ Y  ทุกๆ ตัว สัมพันธกับขอมูลชุด X  แตละตัว ตามสมการ i iY mX c= +  
จะไดวาคาการกระจายของขอมูลชุด Y  เปน m  เทาของชุด X  
ขอสังเกต คากลาง ถูกกระทบทั้งการบวกและคูณ แต คาการกระจาย ถูกกระทบเฉพาะการคูณ 
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•  สมบัติของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

(1) จากสมบัติของคาเฉลี่ยเลขคณติ ทีว่า 
N

2
i

i 1

(X K)
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K X=  

ทําใหเราทราบวา คา 
N

2
i

i 1

M N(X K)
=

⎛ ⎞
= ÷−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  จะนอยที่สุดก็เม่ือ M SD=  (K X= ) 

(2) คา 2s  เรียกวา ความแปรปรวน (Variance; Var ) 
 
 

ความแปรปรวนรวม (Combined Variance หรือ Pooled Variance) ของขอมูลหลายชุด คํานวณจาก 
k

2 2
2 2 2 2 2 2 i i i

2 2 1 1 1 2 2 2 k k k i 1
p c k

1 2 k
i

i 1

N(s X )
N (s X ) N (s X ) ... N (s X )

s X
N N ... N N

=

=

+
+ + + + + +

+ = =
+ + +

∑

∑
 

iX  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูลชุดที่ i , 2
is  คือความแปรปรวนของขอมูลชุดที่ i  

iN  คือจํานวนของขอมูลชุดที่ i  จากทั้งหมด k  ชุด 
 

 
 สวนการกระจายสัมพัทธ มี 4 แบบ คํานวณไดจากการกระจายสัมบูรณ โดยใชคําวา 
สัมประสิทธิข์อง... (Coefficient of…) นําหนา ไดแก 

 สัมประสิทธิข์องพิสัย max min

max min

X X
X X

−
=

+
 

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนควอรไทล 3 1

3 1

Q Q
Q Q

−
=

+
 

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนเฉลีย่ MD
X

=  

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน s
X

=  

หมายเหตุ สัมประสิทธิข์องสวนเบีย่งเบนมาตรฐาน เรียกสั้นๆ วา สัมประสิทธิ์การแปรผัน 
(Coefficient of Variation) เปนคาการกระจายสัมพัทธที่นิยมใชมากที่สุด 
ขอสังเกต คากลาง และ คาการกระจายสัมบูรณ มีหนวยอยางเดียวกับขอมูล, ความแปรปรวน มี
หนวยเหมือนขอมูลยกกําลงัสอง, แต คาการกระจายสัมพัทธ ไมมีหนวย 
 
โจทย 
(10) ขอมูลชดุหนึ่งมีคา 12, 14, 14, 17, 18, 21 จงหาคาการกระจายสัมบูรณทั้งสีแ่บบ 
 

(11) โคงความถี่สะสมของคะแนนนักเรยีนจํานวน 400 คน เปนไปตามสมการ F = 100 log4 X 
จงหาคาสวนเบี่ยงเบนควอรไทล 
 

(12) ขอมูลชดุหนึ่งมีสวนเบี่ยงเบนควอรไทลเปน 2 และสัมประสทิธิ์ของสวนเบี่ยงเบนควอรไทล
เปน 2/3 จงหาคาเปอรเซ็นไทลที่ 75 
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(13) [Ent’38] ขอมูล 4 จํานวนมีคาดังน้ี   5, a, b, 1   โดยที่ 1 < a < b ถาขอมูลชดุนี้มีคาเฉลี่ย
เลขคณติเทากับ 4 และความแปรปรวนเทากับ 5 แลว จงหาคาของ b – a 
 

(14) [Ent’37] ขอมูล 7 จํานวนมีคาตางกนัดังน้ี 9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยที่ 2 < a < 12 ถา
คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลเปน 2 เทาของสวนเบี่ยงเบนควอรไทล คา a จะเปนเทาใด 
 

(15) ในการวดัความสูงของนักเรียน คํานวณคา s ได 10 ซม. แตพบวาสเกลของไมเมตร
ผิดพลาดขาดไป 10% ของสวนสูงจริง ดังน้ันคา s ที่ถูกตองคือเทาใด 
 

(16) นักเรียนคนหนึ่งคิดวาคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 42 จึงหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานได 6 แตมา
พบวาที่จริงคาเฉลี่ยเลขคณติเปน 40 ดังน้ันสวนเบีย่งเบนมาตรฐานที่แทจริงเปนเทาใด 
 

(17) จงหาคาความแปรปรวนของขอมูลแตละชุด และความแปรปรวนรวมของทัง้สองชุด 
ชุดที่ 1; 3, 6, 9, 12, 15     ชุดที่ 2; 3, 9, 15 
 

(18) ขอมูลสองชุดมีจํานวนเทากัน ชุดแรกมีคาเฉลี่ยเลขคณิต 5 สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 0 และ
ชุดที่สองมีคาเฉลี่ยเลขคณติ 3 ถาพบวาขอมูลรวมมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 3 จงหาสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานของขอมูลชุดที่ 2 
 

(19) นักเรียนชาย m คน ทุกคนอายุ x ป และนักเรียนหญิง n คน ทุกคนอายุ y ป จงหาความ
แปรปรวนรวมของอายุนักเรียนทั้งหมด 
 

(20) [Ent’36] ในการสอบของนักเรียนหองหน่ึงซ่ึงมี 60 คน ไดคะแนนรวม 1,320 คะแนน โดยมี
ความแปรปรวนเปน 100 คะแนน2 ถามีนักเรียนได 32 คะแนนอยู 10 คน จงหาความแปรปรวน
ของคะแนนของนักเรียน 50 คนที่เหลือ 
(21) [Ent’36] ถานักเรียน 20 คนมีสวนสูงเฉลี่ย 150 ซม. และสวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 3 
ซม. นักเรียนชายซึ่งมี 12 คนมีสวนสูงเฉลี่ย 150 ซม. และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 2 ซม. ถาม
วาสวนสูงของนักเรียนหญิงหรือชายมีการกระจายมากกวากัน และมากกวากันกี่เทา 

(22) จงหาความแปรปรวนของขอมูลชุดหนึ่ง ซ่ึงมี 
10

i
i 1

X 60
=

=∑  และ 
10

2
i

i 1

(X 5) 370
=

− =∑  

(23) จากการสํารวจอายุการใชงานแบตเตอรี่ 2 ยี่หอ ไดผลดังน้ี 
    ยี่หอ A;   30, 26, 32, 46, 21      เดือน   คาเฉลี่ยเลขคณติเปน 31 
    ยี่หอ B;   28, 53, 40, 18, 34, 31 เดือน   คาเฉลี่ยเลขคณติเปน 34 
อยากทราบวายี่หอใดมีคุณภาพดีกวากัน 
 [Hint: คุณภาพดี หมายถึง ผลิตออกมาใชงานได
ใกลเคยีงกันทกุชิ้น] 
 
 

(24) กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบนกัเรียน 
100 คน จงหาคาการกระจายสัมบูรณทั้งสี่แบบ 
 

คะแนน ความถี่ 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

15 
20 
40 
15 
10 
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คามาตรฐาน 
•  สมมตินาย ก สอบวิชาภาษาไทยได 80% และสอบวชิาภาษาอังกฤษได 87% ยังสรุปไมได
ทันทีวาเขาสอบวิชาใดไดดีกวากัน เพราะตองคํานึงถึงคาเฉลี่ย และคาการกระจายของคะแนน
แตละวิชาประกอบกันดวย 
•  คามาตรฐาน (Standard Score; z ) เปนคาที่ใชเทียบขอมูลที่ดึงมาจากตางชุดกันได เพราะ
เปนการปรับคาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานใหเทากัน 
  i

i

x x
z

s
−

=       (ไมมีหนวย) 

ขอสังเกต คา z  ของขอมูลที่คามากกวาคาเฉลี่ยเลขคณิต จะเครื่องหมายบวก, นอยกวา
คาเฉลี่ยจะเปนลบ, ตรงกับคาเฉลี่ยพอด ีจะเปน 0 , และโดยทั่วไปคา z  จะไมเกินชวง 3±  
 
•  สมบัติของคามาตรฐาน 

(1) 
N

i
i 1

z 0
=

=∑     (ผลรวมของขอมูลชุด z  ใดๆ เปน 0  เสมอ) 

(2) z 0=  เสมอ (ผลจากขอ 1) และ zs 1=  เสมอ 
 
โจทย 
(25) นาย ก สอบวิชาภาษาไทยได 48 คะแนน และภาษาอังกฤษได 35 คะแนน โดยคาเฉลี่ย
ของคะแนนสอบวิชาภาษาไทยและภาษาอังกฤษเปน 45 กับ 32 คะแนนตามลําดับ และสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 12 กับ 10 คะแนนตามลําดับ ถามวาเขาสอบวิชาใดไดดีกวากัน 
 

(26) นักเรียน 40 คนมีอายุรวมกัน 640 ป และมีคาความแปรปรวนของอายุเปน 4 ป2 ถา ก และ 
ข อยูในกลุมน้ีโดยที่ ก อายุ 18 ป และคามาตรฐานของอายุ ก นอยกวา ข อยู 0.5 แลว จงหา
อายุของ ข 
 

(27) คนงาน 100 คน มีอายุเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของอายุเปน 25 และ 13 ป 
ตามลําดับ ถาผลรวมของคามาตรฐานของอายุคนงาน 99 คน เปน -0.25 แลว อายขุองคนงาน
อีกคนที่เหลือเปนเทาใด 
 

(28) คามาตรฐานคะแนนสอบของ ก ข และ ค เปน -1.6, 1.28, 2.4 ตามลําดับ ถา ก ไดคะแนน
นอยกวาคาเฉลี่ยเลขคณิตอยู 5 คะแนน และ ข ได 60 คะแนน ถามวาคะแนนของ ค เปนเทาใด 
 

(29) [Ent’38] จากขอมูลการสอบของนักเรียน 6 คนดังตาราง จงหาสัมประสิทธิข์องการแปรผัน 
คะแนน 30 40 45 60 85 100 

คามาตรฐาน -1.2 -0.8 -0.6 0 1.0 1.6 
 

(30) [Ent’35] ในการสอบ นักเรียนที่ได 70 คะแนนคิดเปนคามาตรฐาน 1 ถาสัมประสิทธิ์การ
แปรผันคือ 30% แลว จงหาคะแนนเฉลี่ยและคาเบี่ยงเบนมาตรฐาน พรอมทั้งบอกดวยวาคนที่ได
คามาตรฐานเปน -1 น้ันมีคะแนนสอบเทาใด 
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การคํานวณเกี่ยวกับเสนโคงของความถี ่
•  ลักษณะของเสนโคงของความถี่มี 3 แบบ (หรือกลาววาลักษณะการแจกแจงมี 3 แบบ) คือ 
(1) โคงปกติ (Normal Curve) หรือ โคงรูประฆัง (Belled-Shaped Curve) เปนโคงของขอมูลที่
พบบอยที่สุดโดยเฉพาะขอมูลจากธรรมชาติ เชน สวนสูง นํ้าหนัก ปริมาณผลผลิตการเกษตร 
(2) โคงเบลาดทางซาย (หรือทางลบ) (Negatively Skewed Curve) 
(3) โคงเบลาดทางขวา (หรือทางบวก) (Positively Skewed Curve) 
ซ่ึงโคงแตละแบบ บอกความสัมพันธระหวางคาเฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม ดังภาพ 
 
 
 
 
 
  
 

•  เน่ืองจากพื้นที่ใตเสนโคงจะเทากับความถี่รวมพอดี (เปนสิ่งที่ไดจากการสรางฮิสโทแกรม) 
เราจึงสามารถคํานวณเกี่ยวกับการวัดตําแหนงของขอมูล (มัธยฐาน, ควอรไทล, เดไซล, เปอร
เซ็นไทล) ได โดยจะศึกษาเฉพาะโคงปกติซ่ึงใชตารางทายบทเรยีนในการหาคาพื้นที่ใตโคง 
 

•  ในทางปฏิบตัน้ัินเปนไปไมไดที่จะสรางตารางหลายตาราง 
เพ่ือใชแทนขอมูลที่มีคากลางและคาการกระจายตางๆ กัน 
ดังน้ันจึงตองใชวิธเีปลีย่นคา x ใหเปนคามาตรฐาน z กอน 
(คาเฉลี่ยจะเปน 0 และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 1 ไมวา 
จะเปนขอมูลชุดใด) เรียกโคงปกติที่ปรับคาขอมูลใหเปนคามาตรฐานแลวน้ีวา โคงปกติมาตรฐาน 
 

•  สิ่งสําคัญคือในตารางนี้ พ้ืนที่ใตโคงรวมกนัทั้งหมด (ความถี่รวม) จะถูกปรับใหเปน 1.00 
พอดี เพ่ือใหการหาคาเปอรเซ็นไทล (หรือเดไซล, ควอรไทล) ตางๆ จากการนําพื้นที่ที่ตองการ
ไปเทียบเปนคา z เปนไปไดงายขึ้น 
 

•  คาที่ระบุในตาราง แสดงพื้นที่ใตโคงที่วดัระหวาง z=0 ไปถึง z ใดๆ โดยมีเพียงคา z เปนบวก
เทานั้น (ซีกขวาของโคง) เราสามารถหาพื้นที่ซีกซายไดโดยอาศัยความสมมาตรของรูปกราฟ 
 

•  ตัวอยางเชน เราสามารถหาวาเปอรเซ็นไทลที่ 65 มีคา 
เทาใด จากการเปดตารางทีพ้ื่นที่ 0.15 ซ่ึงในตารางระบุวา 
z=0.385 (จากนั้นนําไปคํานวณกลับเปนคาขอมูล x ได) 
ในทํานองเดียวกัน เปอรเซ็นไทลที่ 20 หาไดจากการเปดตาราง 
ที่พ้ืนที่ 0.3 ไดคา z=0.841 แตเน่ืองจากเปนพ้ืนที่ทางซีกซาย คา z ที่แทจริงจึงเปน -0.841 

calculate table lookup comparex z A P,D,Q−←⎯⎯⎯⎯→ ←⎯⎯⎯⎯⎯→ ←⎯⎯⎯⎯→  

  f 

x O     x = Med = Mo 

โคงปกต ิ
  f 

x O      Mo < Med < x  

โคงเบขวา 
  f 

x O      x < Med < Mo 

โคงเบซาย 

x 
z 

                    x  
  -3   -2   -1   0    1    2    3 

x 
z 

       P20          P65 

      -0.841      0.385            

A = 0.3      A = 0.15 
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โจทย 
      ตารางตอไปน้ีแสดงคาพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐาน ระหวาง z = 0 ถึง z = z หากโจทยไมได
กําหนดเปนอยางอ่ืน ใหใชคาจากตารางนี้ 

 

(31) ใหหาพื้นที่ใตโคงปกตมิาตรฐาน ในชวงคา z ที่กําหนด 
 (31.1) z = 0 ถึง 1.12   (31.4) z = 2 ถึง 3 
 (31.2) z = 0 ถึง -2.03   (31.5) z < -1.19 

(31.3) z = -1.19 ถึง 2 
 

(32) [Ent’40] คะแนนสอบทีมี่การแจกแจงปกติชุดหนึ่งมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน 24% และสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน 12 คะแนน ใหหาตําแหนงเปอรเซ็นไทลของนักเรยีนที่ได 65 คะแนน 
 

(33) ผลการสอบของนักเรียน 300 คน มีการแจกแจงแบบปกติ คาเฉลี่ยของคะแนนสอบเปน 72 
คะแนน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 10 คะแนน ผูที่สอบไดเปอรเซ็นไทลที่ 10 จะสอบไดกี่คะแนน 
 

(34) [Ent’36] ถาคะแนนสอบวิชาภาษาไทยมีการแจกแจงปกติ คาเฉลี่ย 80 คะแนน สวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน 15 คะแนน นักเรียนที่ไดคะแนนเปนเดไซลที่ 3.3 จะมีผลสอบกี่คะแนน 
 

(35) [Ent’35] ในการสอบครัง้หน่ึงซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ และมีคะแนนเต็ม 100 คะแนน ถา
คาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 60 และความแปรปรวนเทากบั 100 ขอใดตอไปน้ีมีคาสงูที่สุด 
 ก. คะแนน ณ เปอรเซ็นไทลที่ 80  ข. คะแนนมาตรฐาน 1.50 
 ค. คะแนนดิบ 85   ง. คะแนน ณ เดไซลที่ 7 
 

(36) [Ent’38] ขอมูลที่แจกแจงแบบปกตชิดุหนึ่งมีคาสูงสุดเปนเปอรเซ็นไทลที่ 97.5, คะแนน
ต่ําสุดเปนเปอรเซ็นไทลที่ 33 และสวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 10 ใหหาพิสัยของขอมูลชุดนี้ 
 

(37) จากการสํารวจผูสอบคณิตศาสตรกลุมหน่ึง พบวาผลการสอบมีการแจกแจงแบบปกติ 
คาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 97 คะแนน สวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 20 คะแนน สวนเบี่ยงเบนควอร
ไทลของคะแนนสอบเปนเทาใด [กําหนดพื้นที่ทางขวาของ z=0 เปน 50%, z=0.25 เปน 
40.13%, z=0.5 เปน 30.85%, z=0.675 เปน 25.00%, และ z=0.75 เปน 22.66%] 
 

(38) การแจกแจงความถี่ของรายไดพนักงานบริษัทแหงหน่ึงเปนแบบปกติ ผูมีรายไดตอเดือนต่ํา
กวา 3,000 บาทมีอยู 33% ผูมีรายไดในชวง 3,000 ถึง 5,000 บาทมี 61% และทีเ่หลือได
มากกวา 5,000 บาท จงหาสัมประสิทธิ์การแปรผันของรายไดทั้งหมดนี้ 
 

Z A z A z A z A 
0.00 
0.44 
0.50 
0.67 
0.71 

0.0000 
0.1700 
0.1915 
0.2500 
0.2612 

0.72 
0.84 
1.00 
1.12 
1.19 

0.2642 
0.3000 
0.3413 
0.3686 
0.3830 

1.20 
1.25 
1.29 
1.50 
1.56 

0.3849 
0.3944 
0.4000 
0.4330 
0.4400 

1.96 
2.00 
2.03 
2.50 
3.00 

0.4750 
0.4773 
0.4788 
0.4938 
0.4987 
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(39) [Ent’39] คะแนนสอบทีมี่การแจกแจงเปนโคงรูประฆัง มีจํานวนนักเรียนไดต่ํากวา 40 
คะแนนอยู 15.87% และสูงกวา 70 คะแนนอยู 2.27% จงหาสัมประสิทธิ์การกระจายของคะแนน
สอบกลุมน้ี และหาวามีนักเรียนที่สอบไดมากกวา 30 คะแนนอยูรอยละเทาใด 
 

(40) [Ent’40] ผลการสอบของนักเรียนหองหน่ึงเปนการแจกแจงปกติที่มีความแปรปรวน 9 ถา
จํานวนนักเรียนที่ไดนอยกวา 60 คะแนนเทากับคนที่ไดมากกวา 72 คะแนน ใหหาวาจํานวนคน
ที่ไดนอยกวา 60 คะแนนคิดเปนรอยละเทาใด 
 

(41) ผลสอบของ 500 คนเปนการแจกแจงปกติ มีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 20 คะแนน, ก และ ข 
เปนนักเรียนในกลุมน้ีโดย ก สอบได 40% ของคะแนนเต็ม และ ข สอบได 20% ของคะแนนเตม็ 
ถาการสอบนี้เต็ม 200 คะแนนและมีคนไดคะแนนนอยกวา ก อยู 450 คน ขอใดถูกตอง 
 ก. คะแนนของ ก ไดเปอรเซ็นไทลที่ 80 ข. คะแนนของ ข ไดเปอรเซ็นไทลที่ 20 
 ค. มีคนไดคะแนนนอยกวา ข 118 คน ง. ไมสามารถหาคาเฉลี่ยไดเพราะขอมูลไมพอ 
 

(42) คะแนนสอบของนักเรียน 1,000 คนมีการแจกแจงแบบปกติ โดยมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
10 ถามีนักเรียน 900 คนไดต่ํากวา 80 คะแนน (กําหนดพื้นที่ใตโคงระหวาง z=0 ถึง 1.3 เปน 
0.4) ขอใดผิด 
 ก. คะแนนเฉลี่ยนอยกวา 80  ข. คะแนน 54 เปนคามาตรฐาน -1.3 
 ค. คะแนน 54 เปนเปอรเซ็นไทล 10 ง. ผูไดคะแนน 54 ถึง 80 มีมากกวา 800 คน 
 

(43) [Ent’39] คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติ โดยมีสัมประสิทธิ์การแปร
ผัน 1/4 ถาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบเทากับ 3 แลว มัธยฐานเทากับเทาใด 
 

(44) [Ent’39] กําหนดพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐานทางขวามือของ z=0.67 เปน 0.25 ถาขอมูลชุด
หน่ึงแจกแจงแบบปกติโดยสวนเบีย่งเบนควอรไทลเปน 2 และสัมประสิทธิ์สวนเบีย่งเบนควอร
ไทลเปน 2/3 จงหาคาเฉลี่ยเลขคณติและความแปรปรวน 

 
 

เฉลย   (1) ง.   (2) 26, 20, 29.2   (3) (4+5+15+18)/4=10.5   (4) 18   (5) 70, 1.2   (6) 64-
16=48 คะแนน   (7) 58.83, 74.5 กก.   (8) 62.23, 76.77 คะแนน, เกรด B   (9) 22 คน   (10) 
9, 2.625, 2.67, 3   (11) (64-4)/2=30   (12) 5   (13) 7-3=4   (14) 8   (15) 11.11 ซม.   (16) 

14.14 ซม.   (17) 18, 24, 20.25   (18) 4   (19) 
2 2 2

mx ny mx ny
m n m n

+ +−
+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (20) 96   

(21) หญิง, 16.5 / 2  เทา   (22) 36   (23) ยี่หอ A   (24) 50, 7.5, 8.95, 11.52   (25) 
อังกฤษ   (26) 19 ป   (27) 28.25 ป   (28) 63.5 คะแนน   (29) 5/12   (30) 53.85, 16.15, 
37.7 คะแนน   (31.1) 0.3686   (31.2) 0.4788   (31.3) 0.8603   (31.4) 0.0214   (31.5) 
0.1170  (32) 89.44   (33) 59.1 คะแนน   (34) 73.4 คะแนน   (35) ค.   (36) 24   (37) 18.8 
คะแนน   (38) 0.29   (39) 0.2, 97.73   (40) 2.27   (41) ค.   (42) ง.   (43) 12   (44) 3, 8.88 
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สถิติ (3) (ความสัมพันธเชิงฟงกชัน; Functional Relation Analysis) 
 
•  หากเรามีคูอันดับ (x,y)  จํานวนมากพอ (ควรจะมากกวา 5 จุด; N 5≥ ) หลังจากสราง
แผนภาพการกระจาย (Scatter Diagram) เพ่ือดูลักษณะกราฟแลว เราจะหาความสัมพันธ
ระหวาง x  กับ y  ไดเปนสมการในรูป y f (x)=  เพื่อใชทํานายคา y  ที่ x  ที่กําหนด 
 
•  รูปแบบความสัมพันธที่พบบอย ไดแก เสนตรง พาราโบลา และเอ็กซโพเนนเชียล 
แตละรปูสมการจะมีคาคงที่ที่บงบอกลักษณะของกราฟ เรียกวา พารามิเตอร (Parameter) 
สมการมาตรฐานที่ใชหาพารามิเตอรเหลานั้น ไดแก 
 
1. ฟงกชันเสนตรง  รูปทั่วไป   Y mX c= +  
หาคาพารามิเตอร m  กับ c  โดยสมการ 

  Y m X cN= +Σ Σ __________(1) 
2XY m X c X= +Σ Σ Σ ________(2) 

 
2. ฟงกชันพาราโบลา  รูปทั่วไป   2Y aX bX c= + +  
หาคา a, b  และ c  โดยสมการ 

    2Y a X b X cN= + +Σ Σ Σ ________(1) 
  3 2XY a X b X c X= + +Σ Σ Σ Σ ______(2) 
 2 4 3 2X Y a X b X c X= + +Σ Σ Σ Σ _____(3) 

 
3. ฟงกชันเอ็กซโพเนนเชยีล รูปทั่วไป   XY ab=  หรือ log Y log a X log b= +  
หาคา log a  กับ log b  โดยสมการ 
      (logY) N log a log b X= +Σ Σ _______(1) 
   2(X logY) log a X log b X= +Σ Σ Σ _____(2) 
 
ขอสังเกต สมการเหลานี้หาไดจากกระบวนการเดียวกัน น่ันคือ 
สมการที่หน่ึง เติมเครื่องหมาย Σ  ทั้งสองขางของสมการ 
สมการที่สอง นําสมการแรกมาเติมตวัแปรตน คือ X  ไวภายใน Σ  ทุกพจน 
สมการตอๆไป หากจํานวนสมการยังไมครบ ใหเพ่ิม X  ไวภายใน Σ  อีก ทีละตวัๆ 
 
•  การหาคาพารามิเตอรดวยสมการเหลานี้ เรียกวา ระเบียบวิธีกําลังสองนอยที่สุด (Method of 
Least Squares) เปนวธิีทีท่ําใหคา y  ที่ได มี ความคลาดเคลื่อนกําลงัสอง (Square Error หรือ 

2(Y Y)−Σ  ) นอยที่สุด 
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หมายเหตุ นิยมใช Y  แทนคาจริง และ Y  แทนคาที่ไดจากการประมาณดวยฟงกชัน 
และขอควรระวังคือ สมการที่หาไดไมสามารถทํานายคา x  จาก y  ได ถาตองการประมาณคา 
x  ก็ตองเปลี่ยนฟงกชันทั้งหมด ใหเปน x f (y)=  แทน (คือให y  เปนตัวแปรตน) 
 

•  ตัวอยาง จากการสอบถามรายจายของ 8  ครอบครัวในหมูบานหนึ่ง ไดผลสัมพันธกับรายได 
ดังตาราง จงหาความสัมพันธที่ใชประมาณรายจายจากรายได และถามวาถาครอบครัวหน่ึงใน
หมูบานนี้มีรายได 4,500  บาท จะมีรายจายประมาณเทาใด 

รายได (พันบาท) 1 3 4 6 8 9 11 14 
รายจาย (พันบาท) 1 2 4 4 5 7 8 9 

 

วิธีคิด โจทยตองการทํานายรายจาย จากรายได แสดงวาในที่น้ี Y  คือรายจาย และ X  คือ
รายได เม่ือวางคูอันดับเหลานี้ลงในแกนพิกัดฉากแลวพบวา มีความสัมพันธกันแบบเสนตรง 
ดังน้ันสมการที่เราจะใชคือ Y mX c= +  และดําเนินการหาคา m, c  โดย.. 

Y m X cN→ = +Σ Σ  และ 2XY m X c X= +Σ Σ Σ  
แทนคา Y 40=Σ , X 56=Σ , N 8= , XY 364=Σ  และ 2X 524=Σ  จะได.. 
 40 56m 8c→ = +  และ 364 524m 56c= +  
แกระบบสมการ ไดคําตอบ m 0.636=  และ c 0.545=  
 

(1) ความสัมพันธที่ใชประมาณรายจายจากรายได คือ Y 0.636 X 0.545= +  เม่ือ Y  คือ
รายจาย (พันบาท) และ X  คือรายได (พันบาท)               ตอบ 
(2) Y 0.636(4.5) 0.545 2.862= + =  ดังน้ัน ครอบครัวที่มีรายได 4,500  บาท จะมี
รายจายประมาณ 2,862  บาท               ตอบ 
 
•  ตัวอยาง จากตัวอยางที่แลว ถามวาถาครอบครัวหน่ึงในหมูบานนี้มีรายจาย 3,500  บาท จะ
มีรายไดประมาณเทาใด 
 

วิธีคิด โจทยตองการทํานายรายไดจากรายจาย แสดงวาหากเราจะใช Y  เปนรายจาย และ X  
เปนรายไดเชนเดิม จะตองเปลี่ยนรูปสมการเปน X mY c= +  และหาคา m, c  โดย.. 

X m Y cN→ = +Σ Σ  และ 2XY m Y c Y= +Σ Σ Σ  
แทนคา X 56=Σ , Y 40=Σ , N 8= , XY 364=Σ  และ 2Y 256=Σ  จะได.. 
 56 40m 8c= +  และ 364 256m 40c= +  
แกระบบสมการ ไดคําตอบ m 1.5=  และ c 0.5= −  ดังน้ัน ความสัมพันธที่ใชประมาณ
รายไดจากรายจาย คือ X 1.5Y 0.5= −  เม่ือ Y  คือรายจาย (พันบาท) และ X  คือรายได 
(พันบาท) 
จึงไดวา ครอบครัวที่มีรายจาย 3,500  บาท จะมีรายไดประมาณ 4,750  บาท        ตอบ 
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โจทย 
(1) [Ent’40] พิจารณาแผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร 
x  และ y  ดังรูป สมการที่ใชแทนความสัมพันธระหวาง x  และ y   
อยูในรูปใดตอไปน้ี 
     ก. y x 1= −     ข. y a bx, a,b 0= − >  
     ค. 2y a bx , a,b 0= − >  ง. y a bx, a,b 0= + >  
 

(2) [Ent’38] จากการทดลองวัดความสัมพันธระหวางเวลา t  (วินาที) และระยะทาง s  (เมตร) 
ของวัตถทุี่เคลือ่นที่ ไดผลดังน้ี 

t 1 2 3 4 
s 2 8 18 32 

ถาความสัมพันธเปนแบบเสนตรงแลว เราจะทํานายระยะทางที่วตัถเุคลื่อนที่ได ในขณะที่ 
t 1.5=  วินาทีไดเทาใด 
 

(3) [Ent’30] ในการประมาณความสัมพันธเชิงฟงกชนัเสนตรง ของ x  กับ y  โดยวิธีกําลังสอง

นอยที่สุด เม่ือมีขอมูล (x,y)  ดังน้ี (0,5) , (1,2) , (2,1)  จงทํานายคา y  เม่ือ 1
x

3
=  

 

(4) [Ent’ต.ค.43] ถา y mx c= +  เปนความสัมพันธเชิงฟงกชันเพ่ือการทํานายรายจายหมวด
บริการลูกคา (y ) จากจํานวนพนักงานของโรงแรม (x ) ในจังหวัดหนึ่ง จํานวนขอมูลทีนํ่ามา
สรางความสัมพันธเทากับ 5  และมีสมการดังน้ี 

28 5c 10m= +  และ 67 10c 30m= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 

ก. ถา x 5=  คาประมาณของ y 8.9=  ข. x 5.6=  
 

(5) [Ent’ต.ค.41] กําหนดใหความสัมพันธระหวางรายได (x ) และรายจาย (y ) ตอเดือนของ
ครอบครัวที่อาศัยในอําเภอหนึ่งเปน y 200 0.85x= +  ถาครอบครัว 2 ครอบครัวมีรายได
ตางกัน 1,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณ ตางกันเทาใด 
 

(6) [Ent’ต.ค.42] พิจารณาขอมูลของ x  และ y  ดังน้ี 
x -3 -1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

เม่ือ a  เปนคาคงที่ ให x  และ y  มีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนกราฟเสนตรงความชัน 
1.55  ถา x 4=  จะประมาณคา y  ไดเทาใด 
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(7) [Ent’มี.ค.43] ถาใหสมการที่ใชแทนความสัมพันธเชิงฟงกชันที่ใชสําหรับประมาณจํานวน
หองพักที่มีแขกมาพัก (แทนดวย y ) จากจํานวนหองพักที่มีการขอจองลวงหนา (x ) คือ 
y a 0.75x= +  โดยที่ x 40= , y 60=  ถามวาถา x 60=  แลว จํานวนหองพักที่มี
แขกมาพักจริงโดยประมาณเทากับเทาใด 
 [Hint : จากสมการที่ 1 ของสมการเสนตรง นํา N หารสองขาง จะได Y mX c= + ] 
 

(8) [Ent’37] จากการสอบถามครอบครัว n  ครอบครัว ทีมี่รายไดตอเดือน 5,000ถึง 
20,000บาท เกี่ยวกับรายจายตอเดือน ปรากฏผลดังน้ี 

รายได (พันบาท) : x x1  x2  x3  …  xn 
รายจาย (พันบาท) : y y1  y2  y3  …  yn 

และมีคา x 12= , y 5=  โดยสมการเสนตรงที่แทนความสัมพันธน้ีตดัแกน y  ที่จุด (0, 3)−  
ถาครอบครวัมีรายได 15,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณเปนเทาใด 
 

(9) [Ent’35] ถาคาของตวัแปร x  และ y  คือ 
x -1 0 1 2 3 
y 1 0 1 3 10 

และสมการที่ใชประมาณความสัมพันธระหวางสองตัวแปรน้ีคือ 2y kx=  จงหาคา k  
 

(10) [Ent’36] จากการสอบถามถึงรายจายของครอบครัว 8 ครอบครวั ที่มีรายไดตัง้แต 1,000 
ถึง 14,000 บาท ไดสมการที่ใชแสดงความสัมพันธของรายได (X ) และรายจาย ( Y ) คือ 
Y 0.636 X 0.545= +  พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. เราสามารถใชสมการขางตนประมาณรายได เม่ือทราบรายจาย 
 ข. ถาเพิ่มขอมูลอีก 7 ครอบครัว สมการที่ใชแทนความสัมพันธยังคงเปนสมการเดิม 
 

(11) [Ent’33] สมการแสดงความสัมพันธเชิงฟงกชัน ระหวางตนทุน ( Y : พันบาท) กับจํานวน
สินคาที่ผลติ (X : รอยชิ้น) คือ Y 2X 5= +  ขอความตอไปน้ีขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ถาตนทุนเปน 7,000  บาท คาดวาผลิตได 100  ชิ้น 
 ข. ถาผลิตเพ่ิม 200  ชิ้น คาดวาตนทุนเพ่ิม 4,000  บาท 
 

(12) [Ent’23] ตารางที่กําหนดใหน้ีเปนขอมูลเกี่ยวกับเงินที่ใชโฆษณาสินคาตอเดือน (X : หม่ืน
บาท) และเงินที่ไดจากการขายตอเดือน ( Y : แสนบาท) 

X 5 1 3 4 2 
Y 10 3 6 7 4 

หาคาตางๆ ไดดังน้ี X 15=Σ , Y 30=Σ , 2X 55=Σ , 2Y 210=Σ , XY 107=Σ  
และกําหนดใหสัมพันธกันแบบเสนตรง หากตองการขายสินคาใหไดเดือนละ 12,000,000  
บาท ควรลงทนุโฆษณาเทาใด 
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(13) [Ent’26] จากตารางซึ่งขอมูลสัมพันธกันแบบเสนตรง พิจารณาวาขอความใดถกูหรือผิดบาง 
X 1 2 3 4 
Y 2 5 7 8 

ก. ถา y 10=  ทํานาย x  ได 4.75   ข. Y 2X 0.5= +  
 
ขอมูลในรูปอนุกรมเวลา 
•  หากขอมูลที่เราสนใจ ( Y ) เปนขอมูลที่ตวัแปรตนมีชวงหางเทาๆ กัน เชน ตัวแปรตนเปนป 
พ.ศ. ที่หางเทาๆ กันแลว เราจะเรียกขอมูล Y  ชุดนั้นวา ขอมูลในรูปอนุกรมเวลา (Time Series 
Data) ซ่ึงจะสามารถแทนคาตัวแปรตน X  ดวยตวัเลขคานอยๆ ไดเพ่ือใหสะดวกในการคํานวณ 
วิธีที่นิยมที่สุดคือ ใหขอมูลตรงกลางเปนเลข 0  แลวนับขึน้ลงเปน 1, 2± ±  ตอไปจนครบทุก
จุด เพราะวิธน้ีีจะทําให X 0=Σ  จึงแกระบบสมการหาพารามิเตอรไดงาย โดยเฉพาะสมการ
เสนตรง กับสมการเอ็กซโพเนนเชียล 
•  หมายเหตุ หากจํานวนขอมูลเปนจํานวนคู ไมมีจุดตรงกลาง ก็จะใหประหวางกลางนั้นเปน 
1±  และคูถัดไปเปน 3, 5± ±  ไปเรื่อยๆ (เพ่ือรักษาระยะหางใหเทาๆ กัน) แบบน้ีก็ยังได 
X 0=Σ  เชนกัน 

 
•  ตัวอยาง จงสรางสมการทํานายประชากรในทองที่หน่ึง ถากําหนดขอมูลที่สํารวจไดดังตาราง 
และจากนั้นใหประมาณจํานวนประชากรในทองที่น้ีในป 2547 

พ.ศ. 2535 2537 2539 2541 2543 
จํานวนประชากร (พันคน) 0.8 0.9 1.1 1.4 2.0 

 
วิธีคิด ให Y  คือจํานวนประชากร และให X  เปน 2, 1, 0, 1, 2− −  แทน พ.ศ. 
2535, 2537, ...  ตามลําดับ เม่ือวางคูอันดับเหลานี้ลงในแกนพิกัดฉากแลวพบวา มี
ความสัมพันธกันแบบเอ็กซโพเนนเชียล ดังน้ันสมการที่เราจะใชคือ 
log Y log a X log b= +  และจะหาคา log a, log b  โดย.. 

(logY) N log a log b X= +Σ Σ  และ 2(X logY) log a X log b X= +Σ Σ Σ  
 

แทนคา (logY) 0.796=Σ , X 0=Σ , N 5= , (XlogY) 2.274=Σ  และ 
2X 10=Σ  จะได.. 0.796 5 loga→ =  และ 2.274 10logb=  

ไดคําตอบ log a 0.159=  และ log b 0.227=  
 

(1) ความสัมพันธที่ใชประมาณจํานวนประชากร คือ log Y 0.159 0.227X= +  เม่ือ Y  
คือจํานวนประชากร (พันคน) และ X  แทนเวลาตามที่ไดกําหนด           ตอบ 
(2) ป พ.ศ. 2547 มีคา X 4=  จะได log Y 0.159 0.227(4) 1.067= + =  หรือ 
Y 11.668≈  ในป พ.ศ. 2547 จะมีประชากรประมาณ 11,668  คน          ตอบ 
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โจทย 
(14) [Ent’34] ขอมูลอนุกรมเวลา (Y ) มีคาดังน้ี 

พ.ศ. 2526 2527 2528 2529 2530 
Y 20 30 20 40 60 

ถา Y  สัมพันธกับเวลาในลักษณะเสนตรงแลว จะสามารถทํานายคา Y  ในป 2535 ไดเทาใด 
 

(15) [Ent’31] มูลคาอุตสาหกรรมสิ่งทอสงออกระหวางป 2520 ถึง 2524 เปนดังน้ี 
พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524 
มูลคา (ลานบาท) 1 3 4 5 9 

ถาพยากรณโดยใชความสมัพันธเสนตรงแบบกําลังสองนอยที่สุด จงหามูลคาสงออกเฉลี่ย 6 
เดือนแรก ของป 2525 
 
วิธีลัดของสมการเสนตรง 
•  ในกรณีทั่วๆ ไป ระบบสมการที่ใชหาพารามิเตอรน้ันมักจะแกหาคําตอบไดยาก (เน่ืองจาก
ความแตกตางของตัวเลขสมัประสิทธิ์) สาํหรับรูปแบบเสนตรงนั้น เราใชเมตริกซแกระบบสมการ 
ไดผลเปนสตูรลัดดังน้ี 

1. หาคา m  จากสูตร 2 2

N (XY) X Y
m

N (X ) ( X)
−

=
−

Σ Σ Σ
Σ Σ  

2. ตอจากนั้นอาจหาคา c  โดยอาศัยสมบัตขิองคาเฉลี่ยเลขคณติ คือ ใชสมการ Y mX c= +  
(ขอสังเกต สมการนี้เปนสมการที่ไดจากสมการที่ (1) ของรูปแบบเสนตรงนั่นเอง) 
 
 
เฉลย 
(1) ข.   (2) 5  เมตร   (3) 4    (4) ก. ถูก และ ข. ผิด   (5) 850  บาท   (6) 11.2    (7) 75    
(8) 7,000  บาท   (9) 1   (10) ก. และ ข. ผิด   (11) ก. ผิด และ ข. ถูก   (12) 676,000  
บาทตอเดือน   (13) ก. ผิด และ ข. ถูก   (14) 97    (15) 4.9  ลานบาท 
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เลขดัชนี (Index Number) 
 
•  เลขดัชนี (Index Number; I ) คือคาที่แสดงอัตราสวน (การเปลี่ยนแปลง) ของสิ่งที่เราสนใจ 
เปรียบเทียบระหวางเวลาสองจุดใดๆ หรือเทียบกับจุดอางอิงที่เรียกวา เวลาฐาน (Base Time) 
ก็ได เชน เงินเดือนปน้ีเดือนละ 12,000 บาท เงินเดือนปที่แลวเดือนละ 10,000 บาท อาจกลาว
วาดัชนีเงินเดือนของปน้ีเทียบกับปที่แลว เปน 1.2 (หรือ 120%) แตหากตองการใชชวงเวลาสอง
ปที่แลวซ่ึงไดเงินเดือน 7,500 บาท เปนเวลาฐาน ก็จะกลาวไดวา ปน้ีมีดัชนี 1.6 (หรือ 160%) 
และปที่แลวมีดัชนี 1.33 (หรือ 133%)        ขอสังเกต เลขดัชนีไมมีหนวย และมักคิดเปนรอยละ 
 
•  เลขดัชนีสามารถแบงประเภทตามสิ่งที่เราสนใจไดหลายแบบ เชน ดัชนีราคา (Price Index) 
ดัชนีปริมาณ (Quantity Index) ดัชนีมูลคา (Value Index) ซ่ึงจะสังเกตไดวาเลขดชันีที่พบบอย
ในชีวติประจําวันลวนเปนดัชนีราคา เชน ดัชนีราคาสินคา ดัชนีคาครองชีพ และดัชนีราคาหุน 
 
ดัชนีราคา (Price Index) 
สัญลักษณที่จะใชตอไปน้ีไดแก P:Price  (ราคา), Q:Quantity  (ปริมาณ), n:new  (ปที่

ตองการ), o:old  (ปฐาน), และ Σ  หมายถึง 
m

i 1=
∑  เม่ือ m  เปนจํานวนชนิดของสินคา 

1. ดัชนีราคาแบบไมถวงน้ําหนัก หรือ ดัชนีราคาอยางงาย (Simple Price Index) 
 1.1 ดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวม ( SAI ; Simple Aggregative) 

n
SA

o

P
I 100

P
= ×
Σ
Σ  

1.2 ดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธ ( SRI ; Simple average of Relative) 
n

SR
o

P1
I 100

m P
= ×∑  

2. ดัชนีราคาแบบถวงน้ําหนกั (Weighted Price Index)     จะใชปริมาณเปนตัวถวงน้ําหนัก 
 2.1 ดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวม ( WAI ; Weighted Aggregative) 

- วิธีของลาสไพเยอเรส (Laspayres) n o
L

o o

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ    ใชปริมาณของปฐาน 

- วิธีของพาเชอ (Paasche)       n n
P

o n

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ    ใชปริมาณของปที่ตองการหา 

- วิธีถวงดวยปริมาณเฉลี่ยของปฐานและปที่ตองการ      n o n
A

o o n

P (Q Q )/2
I 100

P (Q Q )/2
+

= ×
+

Σ
Σ  

- วิธีถวงดวยปริมาณในชวงเวลาใดๆ ทีก่ําหนดให         n g
G

o g

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ  

2.2 ดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธ ( WRI ) วิธีน้ีไมนิยมใช 
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โจทย 
(1) [Ent’มี.ค.44] ถาราคาเฉลี่ยของเมล็ดถั่วเหลืองในแตละเดือนของป 2542 เปนดังน้ี มกราคม 
13 บาท/ก.ก. กุมภาพันธ 11 บาท/ก.ก. มีนาคม 12 บาท/ก.ก.  ขอความใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนกุมภาพันธเทียบกับมกราคม เทากับ 84.62% 
 ข. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนมีนาคมเทียบกบักมุภาพันธ เพ่ิมขึ้น 10.09% 
 

(2) ถาราคาหมอหุงขาวยี่หอหน่ึง 3 ขนาด ที่รานคาไดจําหนายไปในเวลา 3 ป เปนดังตาราง 
หากใชป 2534 เปนปฐาน ใหหาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวม ของป 2535 

ราคา (รอยบาท) 
ขนาด 

2534 2535 2536 
เล็ก 5.5 5.0 4.0 
กลาง 7.0 6.5 6.0 
ใหญ 11.5 11.0 10.0 

 

(3) ถาราคาและปริมาณสินคาสี่ชนิดที่บริษัทแหงหน่ึงขายไดใน 3 ป เปนดังน้ี จงหาดัชนีราคา 
ปริมาณ ราคาตอหนวย 

รายการสินคา 
2533 2534 2535 2533 2534 2535 

ตูเย็น 124 145 180 8,000 8,200 8,500 
เตาแกส 47 82 104 7,500 7,500 7,800 
พัดลม 325 420 280 750 750 800 

เครื่องซักผา 38 42 64 7,800 8,200 8,500 
 (3.1) SAI  ของป 2534 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.2) SRI  ของป 2534 และ 2535 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.3) LI  ของป 2534 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.4) PI  ของป 2535 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.5) AI  ของป 2535 โดยใช 2534 เปนปฐาน 
 

(4) จากตารางตอไปน้ี ใหหาดัชนีราคา SAI , SRI , LI , PI  และ AI  (ถาสามารถหาคาได) ของป 
2539 โดยใชป 2537 เปนปฐาน 
  
(4.1) (4.2) 
 
 
 
 

ราคา (รอยบาท) 
สินคา 

2537 2538 2539 
ก 12 15 16 
ข 20 22 25 
ค 18 20 20 

ราคา (พันบาท) 
สินคา 

2537 2539 
ปริมาณ 
ป 2539 

ก 8 15 10 
ข 10 20 12 
ค 12 18 15 
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(5) รานขายขนมแหงหน่ึงรวบรวมขอมูลการขายไดดังตาราง หากยึด 2537 เปนปฐาน ใหหา
ดัชนีราคาแบบลาสไพเยอเรส, แบบพาเชอ, แบบถวงน้ําหนักโดยใชปริมาณเฉลีย่, และดัชนีราคา
อยางงายแบบใชราคารวม ในป 2539 

ปริมาณ (พัน) ราคา (บาท) 
รายการขนม 

2537 2538 2539 2537 2538 2539 
A 2 3 4 3 3.5 4 
B 2 2 4 3 3.5 4 
C 2 3.5 4 2 2.5 3 
D 2 1.5 4 2 3 4 

 

(6) [Ent’38] ตารางตอไปน้ีแสดงราคาสินคาของรานอาทิตย ในการคดิดัชนีราคาแบบใชราคา
รวมของป 2536 เม่ือป 2530 เปนปฐาน จะได 109.97% ถาเปลี่ยนหนวยสบูจากกอนเปนโหล 
โดยราคาตอกอนเทาเดิม ดัชนีราคาแบบใชราคารวมจะเปนเทาใด 

ราคาตอหนวย 
รายการสินคา 

2530 2536 
สบู (กอน) 11 13 
ยายอมผม 190 210 
แชมพู 75 80 
ยาสีฟน 45 50 

 

(7) จากตาราง ใหหาดัชนีราคารวมอยางงายของป 2539 และดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ย
ราคาสัมพัทธของป 2538 โดยใชป 2529 เปนปฐาน 

ราคา (รอยบาท) 
สินคา 

2538 2539 
SAI  ป 2538 

เทียบกบั 2529 
A 10 13 125 
B 13 15 130 
C 15 17 125 
D 18 18 150 

 

(8) [Ent’ต.ค.43] ราคาและปริมาณสินคา 3 ชนิด ที่รานคาแหงหน่ึงจําหนายในป 2541 และ 
2542 เปนดังตาราง ถาดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวมโดยวธิีของพาเชอในป 2542 เม่ือ
ใชป 2541 เปนปฐานเทากบั 126 แลว ราคาของพัดลมในป 2542 เปนเทาใด 
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ปริมาณ (หนวย) ราคาตอหนวย 
ชนิด 

2541 2542 2541 2542 
หมอหุงขาว 15 20 500 500 
กระติกน้ํารอน 10 8 300 450 

พัดลม 80 100 400 x 
 

(9) [Ent’40] ตารางตอไปน้ีแสดงปริมาณและราคาสินคาของรานไฟฟา ถาดัชนีราคาในป 2536 
โดยใชป 2532 เปนปฐาน แบบใชราคารวมโดยถวงน้ําหนักดวยปริมาณในปฐาน (ลาสไพเยอ
เรส) มีคา 170 จงหาคา a 

ราคา (พันบาท) ปริมาณ 
รายการ 

2532 2536 2532 2536 
โทรทัศน 5 8 100 105 
วิทย ุ 3 6 a a 

 

(10) [Ent’41] ตารางแสดงราคาสินคา 3 ชนิดเปนดังน้ี ถาราคาเฉลีย่ในป 2535 และ 2536 เม่ือ
คิดโดยใชดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลีย่ราคาสัมพัทธ เพ่ิมจากป 2534 รอยละ 3.33 และ 1.67 
ตามลําดับ จงหาคา x, y  

ราคา (บาท) 
สินคา 

2534 2535 2536 
เข็มขัด 800 800 600 
กระเปา x y 1,200 
รองเทา 1,000 1,000 1,100 

 

(11) [Ent’มี.ค.42] ตวัแทนจาํหนายหมอหุงขาวไฟฟายีห่อหน่ึง ขายหมอหุงขาวดวยราคาและ
ปริมาณดังตอไปน้ี ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของป 2541 เทียบกบั 2540 เทากับ 
96.00 แลว ดัชนีราคาแบบใชราคารวมโดยถวงน้ําหนักดวยปริมาณในปฐาน (ลาสไพเยอเรส) 
ของป 2541 เม่ือใช 2540 เปนปฐาน มีคาเทาใด 

ปริมาณ ราคา 
ขนาด 

2540 2541 2540 2541 
1 ลิตร 300 250 400 400 
2 ลิตร 220 230 500 450 
3 ลิตร 200 200 600 a 
4 ลิตร 150 130 1000 950 
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ดัชนีราคาผูบริโภค (Consumer Price Index) 
เรียกอีกอยางวา ดัชนีคาครองชีพ (Cost of Living) จะวัดจากรายจายคาอุปโภคบริโภคประจํา 
ของครอบครัวที่สุมสํารวจได โดยในประเทศไทยคิดแบบลาสไพเยอเรส ใชป 2529 เปนปฐาน 
(ดังน้ัน ดัชนีราคาผูบริโภคของไทยในป 2529 คือ 100) 
 
ดัชนีราคาผูบริโภคนํามาใชประโยชนในชวีิตประจําวันไดหลายอยาง เชน 

•  หาอัตราเงินเฟอ เงินฝด this year last year

last year

I I
×100

I

−
     จะคิดปตอปเทานั้น 

คาที่คํานวณได คาบวกหมายถึงเงินเฟอ และคาลบหมายถึงเงินฝด ซ่ึงความรุนแรงจะแบงระดับ
เปน อยางออน, ปานกลาง, และรุนแรง โดยแบงที่คา 10% และ 17% ตามลําดับ 

•  หาคาของเงินเปรียบเทียบกับปอ่ืนๆ       this year
desire year desire year

this year

P
P I

I
= ×  

คํานวณไดโดยใชดัชนีราคาผูบริโภคเปนตัวเทียบบัญญัติไตรยางศ 
 
โจทย 
(12) กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของประเทศไทย ดังตาราง 

พ.ศ. 2519 2529 2530 2531 2532 2533 2535 
ดัชนีราคาผูบริโภค 50.6 100 102.5 106.4 108.4 115.0 130 

ใหตอบคําถามตอไปน้ี 
(12.1) อัตราเงินเฟอของป 2530 และ 2531 เปนรอยละเทาใด 
(12.2) นายสงาไดเงินเดือนในป 2519, 2529, 2530, 2531 เปน 5000, 6000, 6100, 

และ 6200 บาท ตามลําดับ ใหหาเงินเดือนที่แทจริงของเขาทั้งสี่ป 
(12.3) ในป 2532 บริษทัแหงหน่ึงใหคาจางขั้นต่ําแกลูกจาง วันละ 120 บาท เม่ือถึงป 

2533 บริษทันี้ควรปรบัคาจางขั้นต่ําเปนวันละเทาใด 
(12.4) สินคาจํานวนหนึ่งขายในป 2531 ไดมูลคา 425 ลานบาท หากนําสินคาเหลานี้

ขายในป 2530 ควรจะไดมูลคาเทาใด 
(12.5) ป 2529 ชายคนหนึ่งมีรายได 4,000 บาทตอเดือน และภรรยามีรายได 3,500 

บาทตอเดือน ตอมาป 2535 เขามีรายไดตอเดือน 5,050 บาท ภรรยา 4,550 บาท และลูก 2,400 
บาท ถามวารายไดที่แทจริงตอเดือนของครอบครัวน้ีในป 2535 เปนเทาใด 
 

(13) [Ent’40] ในป 2536 สุเมธมีรายได 10,000 บาทตอเดือน ป 2537 เขามีรายไดเพ่ิมขึ้น 15% 
จากป 2536 ถาดัชนีราคาผูบริโภคของป 2537 เม่ือใช 2536 เปนปฐานเทากบั 200 แลว ใหหา
รายไดที่แทจริงของเขาในป 2537 เทียบกบั 2536 
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(14) [Ent’มี.ค.43] กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของปตางๆ โดยมีป 2535 เปนปฐาน ดังน้ี 
ป 2535 2536 2537 

ดัชนี 100 90 108 
ถารายไดที่เปนตัวเงินของชายผูหน่ึงในป 2536 เทากับ 900 บาท และรายไดที่แทจริงของเขาใน
ป 2537 เทากบัรายไดที่แทจริงในป 2536 เม่ือเทียบกบั 2535 แลว รายไดที่เปนตวัเงินที่เขาควร
จะไดรับในป 2537 เทากับเทาใด 
 

(15) ขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
ป 2533 2535 2537 

ดัชนี 100 108.9 114.8 
เงินเดือน 1,950 2,100 2,350 

ก. เงิน 114.8 บาทในป 2537 มีคาเทากบัเงิน 100 บาทในป 2533 

ข. เงินเดือนที่แทจริงในป 2537 มีคา 2,350
114.8

 บาท เม่ือใชป 2533 เปนปฐาน 
 

(16) [Ent’ต.ค.41] ถาในป 2538 นายเสรมิไดรับเงินเดือน เดือนละ 16,000 บาท และในป 2541 
นายเสริมไดรับเงินเดือนใหมเปน 24,000 บาท โดยที่ดัชนีราคาผูบริโภคของป 2541 เทียบกบัป 
2538 มีคาเทากับ 125 พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. นายเสริมควรไดรับเงินเดือนใหมเปน 25,000 บาท 
 ข. รายไดที่แทจริงของนายเสริมในป 2541 เปน 19,200 บาท เทียบกับป 2538 
 

(17) จากตาราง ขอใดถูกตองเก่ียวกับคาจางเฉลี่ยที่แทจริง 
ป 2530 2531 2532 2533 

คาจางเฉลี่ย (บาท/ช.ม.) 1.20 1.30 1.40 1.50 
ดัชนีราคาผูบริโภค 100 113 114 116 

 ก. เพ่ิมขึ้นปละ 0.10 บาท/ช.ม.   ข. เพ่ิมขึ้นปละ 0.15 บาท/ช.ม. 
ค. เพ่ิมขึ้นปละ 0.20 บาท/ช.ม.   ง. เพ่ิมขึ้นปละไมเทากัน 

 

(18) [Ent’41] ดัชนีราคาผูบริโภคของคนกรุงเทพฯ ใน พ.ศ. 2537 – 2540 เปนดังน้ี 
พ.ศ. 2537 2538 2539 2540 

ดัชนีราคาผูบริโภค 100 107 116 138 
พิจารณาขอความ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. คาครองชีพของป 2540 สูงกวา 2539 อยูรอยละ 19 

ข. คาครองชีพของป 2540 สูงกวา 2538 อยูรอยละ 31  
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(19) [Ent’ต.ค.42] ในป พ.ศ. 2540 สุเมธมีรายไดเดือนละ 15,000 บาท โดยที่รายไดตอเดือนที่
แทจริงของเขาเปน 12,500 บาท เทียบกบัป 2538 ถาดัชนีราคาผูบริโภคในป 2541 สูงกวา 
2540 อยู 5% แลว คาครองชีพในป 2541 สูงกวาป 2538 อยูรอยละเทาใด 
 
ดัชนีราคาหุน (Stock Price Index) 
เปนคาที่บงบอกอัตราสวนของมูลคาตลาดหุนในวันนัน้เทียบกบัวันแรกสุดที่เปดดําเนินการ (เชน 
สําหรับตลาดหลักทรัพยแหงประเทศไทย คือวันที่ 30 เมษายน 2518) นิยมเรียกหนวยเปน “จุด” 
เชน ดัชนีราคาหุนตลาดหลกัทรัพยแหงประเทศไทย (SET; the Stock Exchange of Thailand) 
รวมทุกหมวดอุตสาหกรรม ในวันที ่26 พฤศจิกายน 2546 ปดที่ 630.83 จุด (เปลี่ยนแปลง
เพ่ิมขึ้นจากวนักอน 25.79 จุด หรือ 4.26%) แปลวา มูลคาตลาดหุนรวมของวันน้ันเม่ือปดทําการ 
(เวลา 18:00 น.) มีคาเปน 6.3083 เทา ของมูลคาในวนัที่ 30 เมษายน 2518 
 
หมายเหตุ ในเดือนพฤศจิกายน 2546 ตลาดหลักทรัพยแหงประเทศไทยแบงหลักทรัพยออกเปน
หมวดอุตสาหกรรมยอย 30 หมวด (เชน ธุรกิจการเกษตร, อาหารและเครื่องด่ืม, ของใชใน
ครัวเรือน, อัญมณีและเครือ่งประดับ, เวชภัณฑและเครื่องสําอาง, สิง่ทอ เครื่องนุงหม, ธนาคาร, 
เงินทุนและหลักทรัพย, ประกันภัยและประกันชีวติ, ฯลฯ) และมีจํานวนหลักทรัพยรวมทุกหมวด
ทั้งสิ้น 389 หลักทรัพย 
 
 
เฉลย 
(1) ก. ถูก และ ข. ผิด   (2) 0.9375   (3.1) 1.025   (3.2) 1.019 และ 1.065   (3.3) 1.4315   
(3.4) 1.0615   (3.5) 1.040   (4.1) 1.22, 1.231, – , – , –   (4.2) 1.767, 1.792, – , 1.737, –   
(5) 1.5   (6) 112.22%   (7) 1.5, 1.325   (8) 524.24 บาท   (9) 56   (10) 1,000 และ 1,099   
(11) a=600, ดัชนี=96.30   (12.1) 2.5% และ 3.8%   (12.2) 9,881.42 บาท, 6,000 บาท, 
5,951.22 บาท, 5,827.07 บาท   (12.3) 127.31 บาท   (12.4) 409.42 ลานบาท   (12.5) 
9,230.77 บาท   (13) 5,750 บาท   (14) 1,080 บาท   (15) ก. ถูก และ ข. ผิด   (16) ก. ผิด 
และ ข. ถูก   (17) ง.   (18) ก. ถูก และ ข. ผิด   (19) 26 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2541 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A { ,0,1,{0},{0,1}}= ∅  และ P(A)  เปนเพาเวอรเซตของ A  
แลว เซต P(A) A−  มีสมาชิกกี่ตัว 
 

2. ถา 1L  เปนเสนตรงที่ผานจดุ ( 2,0)−  และ ( 1,2)−  และ 2L  เปนเสนตรงที่ผานจุดกําเนิด
และตั้งฉากกบั 1L  แลว พ้ืนทีข่องรูปสามเหลี่ยมที่ลอมรอบดวยแกน x  เสนตรง 1L  และ
เสนตรง 2L  เทากับกี่ตารางหนวย 
 

3. 1
sec (2 arcsin )

3
 มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ให u a i bj= +  โดย a 0>  ถา u  ตั้งฉากกับเวกเตอร i 2 j− +  แลว 
มุมระหวางเวกเตอร u  กับเวกเตอร 3i j−  (มุมแหลม) มีขนาดกี่องศา 
 

5. กําหนดให ความสัมพันธระหวางรายได (x ) และรายจาย (y ) ตอเดือนของครอบครัวที่
อาศัยในอําเภอหนึ่งมีสมการเปน y 200 0.85x= +  ครอบครัวสองครอบครัวในอําเภอนี้ซ่ึงมี
รายไดตางกัน 1,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณตางกันเทาใด 
 

6. ชาย 3 คน และหญิง 3 คน เขาคิวในแถวเดียวกันเพ่ือซ้ือตั๋วภาพยนตร ความนาจะเปนที่หญิง
ทั้ง 3 คน จะยืนเรียงติดกันทั้งหมดในแถวมีคาเทากบัเทาใด 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   237 

ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. จํานวนเต็มบวกทั้งหมดทีห่าร 210  ลงตัว มีจํานวนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 14        2. 15   3. 16        4. 17  

2. กําหนดให A  และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 
23 x

0
x 2
−

≥
+

 และ 22 x 2− ≤  

ตามลําดับ เซตในขอใดเปนสับเซตของ B A−  
 1. { 1.6,1.6}−    2. { 1.7,1.7}−  
 3. { 1.8,1.8}−    4. { 1.8,1.7}−  
3. ประพจน p (q (r p))→ → ∨∼  สมมูลกับประพจนในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( p) q r∨ ∨∼    2. p ( q) r∨ ∨∼  
 3. p q ( r)∨ ∨ ∼    4. p ( q) ( r)∨ ∨∼ ∼  
4. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี เม่ือ p, q  และ r  เปนประพจน 
     ก. เหตุ 1) p (p q)∨ ∧ ∼   ข. เหต ุ      1) p r→∼  
  2) p q→          2) r s∨∼  
         ผล  q           3) s∼  

     ผล       p  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก สมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล   2. ก สมเหตุสมผล ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล   4. ก ไมสมเหตุสมผล ข ไมสมเหตุสมผล 
5. กําหนดให S {x | x=  เปนจํานวนเต็ม และ x 5}≤  

และ 
3 2 2

4

x x 4x a
f (x)

x bx 4
− − +

=
+ +

 โดยที่ a S, b S∈ ∈  

จํานวนคูลําดบั (a,b) S S∈ ×  ทั้งหมดที่ทําให f (1) 0=  เทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 15        2. 18   3. 20        4. 22  
6. กําหนดให 2f {(x,y) | y log (x 1) log (x 2) log (4 x )}= = + + + − −  
และ x 1g {(x,y) | y 2 −= =  และ x 0}≥  
ถา fD =  โดเมนของ f  และ gR =  เรนจของ g  
แลว f gD R∩  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [0,1.5)       2. [0.5,2.5)  3. [1,3)       4. [1.5,4)  
7. สมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดเปน (0, 1)−  และผานโฟกสัทั้งสองของวงรี 

2 23x 4y 16y 4 0+ − + =  ผานจุดในขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
( ,1)

3
      2. 3

( ,1)
2

 3. 1
( ,1)
2

      4. 1
( ,1)
3
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8. เซตคําตอบของสมการ 2 2
2 0.1log (x x 4) log (0.01)− − =  เปนสับเซตของเซตในขอใด

ตอไปน้ี 
 1. R [ 2,2]− −      2. R [ 1,3]− −  3. [ 4,2]−       4. [ 3,3]−  
9. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง (1 i)(z 1) 1+ + = −  แลว สวนจริงของจํานวนเชิงซอน 

15z (z z)−  เทากับขอใด 

 1. 3
2

−        2. 3
2

  3. 1
2

−        4. 1
2

 

10. กําหนด 6 3p(x) x ax x b= + − +  โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจริง ถา x 1−  หาร 
p(x)  เหลือเศษ 1−  และ x 1+  หาร p(x)  เหลือเศษ 1 แลว x  หาร p(x)  จะเหลือเศษ
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  

11. กําหนดให 1 1
A

2 1
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ถา B  เปนเมตริกซที่ 1B 2A−=  แลว 

ขอใดตอไปน้ีเปนคาของ det (3 adj B)  
 1. 6        2. 9   3. 12        4. 18  

12. ในการสรางเมตริกซในรูปแบบ 
2x 1 y
0 2 x

⎡ ⎤−
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 แบบสุม โดย x  และ y  เปนสมาชิกของ

เซต { 2, 1,0,1,2}− −  ความนาจะเปนที่จะไดเมตริกซเอกฐาน มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
25

       2. 3
25

  3. 2
5

       4. 3
5

 

13. บริษัทผลติโทรศัพทแหงหน่ึง ไดผลิตโทรศัพทรุนใหมออกมา 2 รุน คือรุน 1P  และ 2P  โดย
ที่รุน 1P  จะขายไดกําไรเครื่องละ 1,000  บาท และรุน 2P  จะขายไดกําไรเครื่องละ 500  บาท 
ในแตละวันบรษิัทตั้งใจจะผลิตโทรศัพทรุน 1P  ไมนอยกวา 80  เครื่อง และรุน 2P  ระหวาง 50  
ถึง 100  เครื่อง ถาบริษัทมีความสามารถในการผลิตโทรศพัททั้ง 2 รุนรวมกันในแตละวันไม
เกิน 150  เครื่อง แลวบริษัทจะไดกําไรสูงสุดจากการผลิตโทรศัพททั้ง 2 รุน เปนจํานวนเทากับ
ขอใดตอไปน้ี 
 1. 105,000 บาท    2. 115,000 บาท 3. 125,000 บาท    4. 130,000 บาท 
14. จํานวนสมาชิกในเซต {100, 101, 102, ..., 600}  ซ่ึงหารดวย 8  หรือ 12  ลงตวั
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 84        2. 92   3. 100       4. 125  
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15. กําหนดให 

1
 ,    0 x 1
3x 1
    1,        x 1f (x)

2 5 x
,  x 1  

x 1

⎧ < <⎪ +⎪⎪ == ⎨
⎪ − −⎪ >
⎪ −⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
=   ข. f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 1=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F(x) (f(x)) 15= +  ถา 
F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
2

       2. 3
2

  3. 8        4. 24  

17. พ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 2y x 3x 2= − +  จาก x 0=  ถึง x 2=  เฉพาะสวนที่อยู
เหนือแกน x  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

 ตารางหนวย   2. 1
6

 ตารางหนวย 

 3. 2
3

 ตารางหนวย   4. 5
6

 ตารางหนวย 

18. กําหนดให f  เปนฟงกชันซึ่ง f (2) 1= − , f (1) 3′ = − , และ f (x) 3′′ =  ทุกคา x  แลว 
f (0)  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 12        4. 15  
19. ถาจัดนักเรียน 6 คน ซ่ึงมีเมตตาและปรานีรวมอยูดวยใหเรียงแถวเปน 2 แบบ แบบที่หน่ึง
นักเรียนทั้งหมดยืนเปนแถวตรงโดยที่เมตตาและปรานียืนติดกัน และแบบที่สองนักเรียนทั้งหมด
ยืนเปนวงกลมโดยที่เมตตาและปรานียนืตรงกันขาม แลวจํานวนวธิีของการจัดแตละแบบ
แตกตางกันเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 96        2. 120   3. 196       4. 216  
20. ให A {1,2,3}=  และ B {a,b,c,d}=  แลว 
จํานวนสมาชกิของเซต {f : A B | f>  ไมเปนฟงกชัน 1 1}−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 40        2. 34   3. 30        4. 24  
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21. จากการสํารวจแมบานที่ดูละครโทรทัศนจํานวน 200 คน ปรากฏวามี 
     65 คน ดูละครเรื่องที่ 1   90 คน ดูละครเรื่องที่ 2 
     45 คน ดูละครเรื่องที่ 2 เรื่องเดียว  35 คน ดูละครเรื่องที่ 3 เรื่องเดียว 
     15 คน ดูละครเรื่องที่ 1 และเรื่องที่ 3  35 คน ดูละครเรื่องที่ 2 และเรื่องที่ 3 
และมี 30 คน ที่ไมไดดูละครทั้ง 3 เรื่องนี้ 
ถาสุมเลือกแมบานจากกลุมน้ีมา 1 คน แลวขอใดตอไปน้ีผิด 
 1. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครทั้ง 3 เรื่องนี้ เทากับ 0.05 
 2. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครอยางนอยหนึ่งเรื่อง เทากับ 0.85 
 3. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครเรื่องที่ 1 เรื่องเดียว เทากับ 0.2 
 4. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครเรื่องที่ 3 เทากับ 0.45 
22. ถาในป 2538 นายเสรมิไดรับเงินเดือน เดือนละ 16,000 บาท และในป 2541 นายเสริม
ไดรับเงินเดือนใหมเปน 24,000 บาท โดยที่ดัชนีราคาผูบริโภคของป 2541 เทียบกับป 2538 มี
คาเทากับ 125 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
 ก. ถานายเสริมไดรับการปรับเงินเดือนขึ้นตามดัชนีราคาผูบริโภค แลวนายเสริมควร
ไดรับเงินเดือนใหมเทากับ 25,000 บาท 
 ข. รายไดที่แทจริงของนายเสริมในป 2541 เม่ือเทียบกับป 2538 เทากับ 19,200 บาท 
ขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
23. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากไดเปน 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 120 
ถาฐานนิยมและมัธยฐานของคะแนนชุดนี้เปน 30 และ 40 ตามลําดบั 
แลวขอมูลชุดตอไปน้ีคือ 11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ
ขอใดตอไปน้ี    
 1. 50        2. 55.5   3. 60        4. 60.5  
24. ถาน้ําหนักแรกเกิดของเด็กไทยมีการแจกแจงปกติ โดยในป 2533 มีนํ้าหนักเฉลี่ย 2,500 
กรัม และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 250 กรัม และในป 2540 มีนํ้าหนักเฉลี่ย 3,240 กรัม และ
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 200 กรัม นํ้าหนักแรกเกิดของเด็กไทยทีอ่ยูในตําแหนงเปอรเซ็น
ไทลที่ 97.73 ในป 2533 จะอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทลตามขอใดตอไปน้ีในป 2540 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 

z 1.0 1.2 2.0 2.2 
A 0.3413 0.3849 0.4773 0.4861 

 1. 11.51       2. 38.49   3. 48.61       4. 61.51 
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ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ถา A {1,2,3,4,5,6}=  และ B {1,2,3}=  แลว 
จํานวนฟงกชัน f : A B>  ทั้งหมดซึ่ง f (1) 1≠  หรือ f (2) 2≠  หรือ f (3) 3≠  
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 530       2. 612   3. 702       4. 814  
26. ให I  เปนเซตของจํานวนเต็ม ถา f  และ g  เปนฟงกชันซึ่งกําหนดโดย f (x) 2x=  และ 
g(x) x 1= −  ทุก x I∈  แลว เรนจของ (fog) f+  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. x
{x I |

2
∈  เปนจํานวนเต็มคี่}  2. x

{x I |
2

∈  เปนจํานวนเต็มคู}  

 3. เซตของจํานวนเต็มคีท่ั้งหมด  4. เซตของจํานวนเต็มคูทั้งหมด 

27. ให S ( , )
2 2

= −
π π  และ 2 4 6F(x) sin x sin x sin x ...= + + +  โดย x S∈  

ถา a  เปนสมาชิกของเซต S  ที่นอยที่สุดทีท่ําให F(a) 1≤  แลว F(a)  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 0        2. 1
4

  3. 1
2

       4. 1 

28. ให 8 6f (x) x x= −  และ f ′  คืออนุพันธของ f  
ถา n{a }  เปนลําดับซ่ึงมี nn

lim a 1
→∞

=  แลว nn
lim (fof )(a )
→∞

′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 68        2. 92   3. 150       4. 192  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 29   (2) 0.8   (3) 3   (4) 45   (5) 850   (6) 0.2 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 3   (3) 2   (4) 1   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 4   (9) 4   (10) 1   (11) 3   
(12) 4   (13) 3   (14) 1   (15) 2   (16) 2   (17) 4   (18) 1   (19) 4   (20) 1   (21) 4   (22) 3   
(23) 2   (24) 1 
ตอนที่ 3   (25) 3   (26) 1   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2542 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A {1,2,3,4,...}=  
และ B {{1,2},{3,4,5},6,7,8,...}=  
แลว (A B) (B A)− ∪ −  มีสมาชิกกี่ตัว 
 

2. ถา A {p |p= เปนจํานวนเฉพาะบวก และ 3p|(980 p) }−  
แลวผลบวกของสมาชิกทั้งหมดใน A  มีคาเทาใด 
 

3. 1 1

10 100

10log 28 log 325 log 91− +  มีคาเทาใด 
 

4. ถา ij 3 3

x y 0
A [a ] 1 2 0

1 x 1
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, det A 1=  และโคแฟกเตอรของ 21a 3=  

แลว det (A I)+  เทากับเทาใด 
(เม่ือ I  เปนเมตริกซเอกลักษณขนาด 3 3× ) 
 

5. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง 6(7 24i)(3 4i)z 1− + =  แลว z z  มีคาเทาใด 
 

6. ให f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได และ f (3) 2= − , f (3) 5′ =  

ถา 
2

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 แลว g(3)′  มีคาเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. ให S  เปนเซตของจํานวนจริง m  ทั้งหมด 
ที่ทําใหเสนตรง y mx=  ตัดกับวงกลม 2 2x y 10x 16 0+ − + =  
ขอบเขตบนคานอยที่สุดของ S  คือจํานวนในขอใดตอไปนี้ 

 1. 1
2

       2. 2
3

  3. 3
4

       4. 4
5

 

2. กําหนดให p, q  และ r  เปนประพจน 
ประพจน [(p q) ( q r)]∧ → ∨∼ ∼  สมมูลกับประพจนในขอใดตอไปน้ี 
 1. p (q r)∧ →∼    2. q ( p r)∨ ∧∼ ∼  
 3. (p q) (q r)∧ ∧ ∧∼    4. (p q) (q r)∧ → ∧∼ ∼  
3. พิจารณาการใหเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p (q r)→ →   ข. เหต ุ      1) p (q s)→ → ∼  
  2) p           2) p s∧  
  3) r q→∼        ผล      q  
         ผล  r t→  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผล 
4. กําหนดให r  เปนความสัมพันธในเซตของจํานวนจริง 

โดยที่ 
2

2

1 x
r {(x,y) | y }

1 x
−

= =
+

  ขอใดตอไปน้ีถูก 

 1. 1r r
D [ 1,1], D [ 1,1]−= − = −  2. 1r r

D [ 1,1], D [0,1]−= − =  
 3. 1r r

D [0,1], D [ 1,1]−= = −  4. 1r r
D [0,1], D [0,1]−= =  

5. กําหนดให f (x) x=  และ 1 2A {x R | f (x) [f (x)] 2}−= ∈ + =  
พิจารณาคาความจริงของขอความตอไปนี้ 
     ก. 2x A[x x 6 0]∃ ∈ − − =       ข. 2x A[x 2x 3 0]∀ ∈ + − =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. จริง ข. จริง   2. ก. จริง ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ ข. จริง   4. ก. เท็จ ข. เท็จ 
6. ถา 2 41 cos cos ... a+ θ + θ + =  โดยที่ a  เปนจํานวนจริง 

แลว cos( 2 ) sin( 2 )
2

− θ − θ
ππ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 
2

a 2
a
−⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
      2. 

2
a 2

a
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3. 
2

a
a 2

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟+⎝ ⎠

      4. 
2

a
a 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠
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7. ให A  เปนเซตคําตอบของสมการ 2cos (2arcsinx) 2 4sin (arccosx)+ =  
ขอใดตอไปน้ีคือผลคูณของสมาชิกในเซต A  

 1. 1
4

−        2. 1
2

−   3. 1
4

       4. 1
2

 

8. ถาไฮเพอรโบลา H มีสมการเปน 2 216x 64x 9y 80 0− − − =  แลววงรีที่มีจุดยอดอยูที่จุด
โฟกัสทั้งสองของ H และมีแกนโทคือแกนสังยุคของ H มีสมการเปนขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 216x 64x 25y 464 0− + − =  2. 2 216x 64x 25y 336 0− + − =  
 3. 2 225x 100x 16y 464 0− + − =  4. 2 225x 100x 16y 336 0− + − =  
9. วงรีวงหนึ่งมีจุดศูนยกลางที่ (3,1)  จุดโฟกัสจุดหนึ่งที่ (5,1) และสัมผัสแกน y  ที่จุด 
(0,1)  สมการของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่ ( 2,1)−  และมีรัศมีเทากบัความยาวแกนโทของ
วงรี คือขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 4x 2y 0+ + − =   2. 2 2x y 4x 2y 1 0+ + − − =  
 3. 2 2x y 4x 2y 4 0+ + − − =   4. 2 2x y 4x 2y 15 0+ + − − =  
10. ถา x, y  สอดคลองกับระบบสมการ 
     3 2log x log y9 4 16+ =  
     1

3

3 3log x log y 2 log 2− = −  

แลว 2 2x y−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5 7+       2. 5 7−   3. 5 7       4. 10 7  
11. ถา 1x  สอดคลองระบบสมการ 
     1 2 3x 2x x 0+ + =  
     1 2 33x x 2x 5+ − =  
     1 2 32x 3x 3x 9− − =  

และ 1 1x y 2x
A

3 y
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

แลวผลบวกของ y  ทั้งหมดที่ทําให A  เปนเมตริกซเอกฐาน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0        2. 1−   3. 2−        4. 3−  
12. กําหนดสมการจุดประสงค P 7x 5y= +  และอสมการขอจํากัดคือ 
2x y 40+ ≥ , 2x 3y 60+ ≤ , 0 x 24≤ ≤ , y 0≥  
ถา (a,b)  เปนจุดมุมที่ไดจากอสมการขอจํากัด และใหคา P  นอยที่สุด 
แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 20        2. 24   3. 25        4. 28  
13. ให u v 5 2+ =  และ u v 26− =  แลว u v⋅  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3        2. 6   3. 8        4. 12  
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14. กําหนดให ABC  เปนสามเหลี่ยมใดๆ และ E  เปนจุดที่ทําให CE 2BA=  
ถา BE aCB bCA= +  เม่ือ a, b  เปนคาคงตวั แลว b a−  คือคาในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 2   3. 3        4. 5  
15. ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์
ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ (1 3 i)+  เปนรากหนึ่งของ P(x)  
แลวรากทีเ่ปนจํานวนจริงของ P(x)  คือคาในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 4
3

  3. 5
4

       4. 4
5

 

16. กําหนดให 
2

-3/2 ,     x 1  

2x x 1
,  - 1 x 1

2(x 1)f (x)

1 x
 ,     x 1

1 x

≤ −⎧
⎪ + −⎪ < ≤⎪ += ⎨
⎪ −⎪ >
⎪ −⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. f  ตอเน่ืองทีจุ่ด x 1= −       ข. f  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก, ข. ถูก    2. ก. ถูก, ข. ผิด 
 3. ก. ผิด, ข. ถูก   4. ก. ผิด, ข. ผิด 
17. กําหนดให a,b,c,d  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  โดยที่ f  มี
คาสูงสุดสัมพัทธเปน 2  ที่ x 1=  และ f (1) 4′′ = −  ถา f (0) 1=  แลว f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ
ที่จุดในขอใดตอไปน้ี 
 1. x 3= −     2. x 1/3= −  
 3. x 1/3=     4. x 3=  

18. ถา R∈θ  และ 
1

sin

(4x 3)dx 0
θ

− =∫  แลว cos2θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 0  หรือ 3
2

    2. 0  หรือ 3
2

−  

3. 1−  หรือ 1
2

    4. 1−  หรือ 1 

19. ถา a  และ b  เปนสัมประสทิธิ์ของ 2x−  และ 4x  ของการกระจาย 
10

4
2

1
x

2x
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ตามลําดับ แลว a
b

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
7

−        2. 1
2

−   3. 1
3

−        4. 4
15

−  
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20. ในการเก็บตวันักกีฬา ไดจัดใหนักกีฬาพักรวมกันหองละ 2 คน ถามีนักกีฬาจากตางจังหวัด 
4 คน และจากกรุงเทพฯ 4 คน แลวจํานวนวธิีที่จะจัดใหมีเพียง 2 หองเทานั้นที่แตละหองมี
นักกีฬาจากตางจังหวัดและนักกีฬาจากกรุงเทพฯ พักดวยกัน มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 36        2. 72   3. 108       4. 144  
21. ถุงใบหนึ่งมีลูกแกวขนาดเดียวกันอยู 10 ลูก เปนสแีดง 3 ลูก สีขาว 5 ลูก สีดํา 2 ลูก สุม
หยิบลูกแกวจากถุงสองครั้งๆ ละลูกโดยไมใสคืน ความนาจะเปนที่จะหยิบไดลูกที่สองเปนสีแดง
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

       2. 3
10

  3. 27
100

      4. 33
100

 

22. ขอมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวน มีฐานนิยม มัธยฐาน และคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 15, 16 และ 17 
ตามลําดับ และพิสัยของขอมูลชุดนี้เทากบั 5 ความแปรปรวนของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 31
5

       2. 24
5

  3. 22
5

       4. 19
5

 

23. เม่ือสรางตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใชความกวางของแตละ
อันตรภาคชั้นเปน 10 แลว ปรากฏวามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยูในชวง 50 – 59 ถามี
นักเรียนที่สอบไดคะแนนต่าํกวา 49.5 คะแนน อยูจํานวน 12 คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํา
กวา 59.5 คะแนน อยูจํานวน 20 คน แลวมัธยฐานของคะแนนการสอบครั้งน้ีมีคาเทากับเทาใด 
 1. 53        2. 54   3. 56        4. 57  
24. ตัวแทนจาํหนายหมอหุงขาวไฟฟายีห่อหน่ึง ขายหมอหุงขาวขนาด 1 ลิตร, 2 ลิตร, 3 ลิตร 
และ 4 ลิตร ในรอบ 2 ปที่ผานมาดวยราคาและปริมาณดังตอไปน้ี 

ปริมาณหมอ ราคา ขนาดของ 
หมอหุงขาวไฟฟา 2540 2541 2540 2541 

1 ลิตร 300 250 400 400 
2 ลิตร 220 230 500 450 
3 ลิตร 200 200 600 a 
4 ลิตร 150 130 1000 950 

ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2541 เม่ือเทียบกบั พ.ศ. 2540 เทากับ 96.00 
แลว ดัชนีราคาแบบใชราคารวมโดยถวงนํ้าหนักดวยปรมิาณในปฐาน (วิธีของลาสไพเยอเรส) 
ของ พ.ศ. 2541 เม่ือใช พ.ศ. 2540 เปนปฐาน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 80.00      2. 86.80  3. 90.00      4. 96.30 
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ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ถา A {5,6,7,...,20}=  และ B {1,2,3,...,15}=  แลว 
จํานวนสมาชกิในเซต {x | x  เปนสับเซตของ A  และ x  ไมเปนสบัเซตของ B} 
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 107 2×       2. 1131 2×  3. 1031 2×       4. 1163 2×  

26. กําหนด 1,    x 0
f (x)

0,   x 0
<⎧

= ⎨
≥⎩

 

ถา xg {(x,y) | y f (1 e )= = −  และ y 0}>  แลวขอใดตอไปนี้ถูก 
 1. g gD R '⊂     2. g gD' R⊂  
 3. g gD R [1, )⊂ ∪ ∞    4. g gR D [1, )⊂ ∩ ∞  

27. ถา f (x) x 1= −  แลว 
30

2

n 10

(fof)(n )
=
∑  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9028       2. 9030   3. 9128       4. 9170  
28. คะแนนสอบวิชาคณติศาสตรของนักเรียนชั้นหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติ
เปน 64 คะแนน ถานักเรียนที่สอบไดคะแนนมากกวา 80 คะแนนมีอยู 15.87% แลวสัมประสิทธิ์
ของการแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้คือขอใดตอไปน้ี 
(พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติระหวาง z=0 ถึง z=1 คือ 0.3413) 
 1. 35%       2. 30%   3. 25%       4. 20%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 7   (2) 14   (3) 1   (4) 6   (5) 0.2   (6) 0.62 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 1   (3) 4   (4) 2   (5) 2   (6) 1   (7) 2   (8) 2   (9) 4   (10) 3   (11) 4   
(12) 1   (13) 2   (14) 4   (15) 1   (16) 1   (17) 2   (18) 3   (19) 1   (20) 4   (21) 2   (22) 3   
(23) 4   (24) 4 
ตอนที่ 3   (25) 2   (26) 4   (27) 3   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2542 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. พ้ืนที่ของสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดเปน จุดกําเนิด และจุดโฟกัสทั้งสองของวงรี 
2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − − =  เทากับเทาใด 

 

2. ถา f (x) 4x=  และ 2
g(x)

x 1
=

−
 แลว 

คา x  ที่ทําให (fog)(x) (gof)(x)=  เทากับเทาใด 
 

3. ให A  เปนเมตริกซมิติ 3 3×  

ถา 13

1 3
M

1 2
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 21

1 1
M

2 4
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 32

2 1
M

1 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 แลว 

det A  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 
1x2x 23 3 5(3 )A {x R |5 25 }

−
+= ∈ =  

ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ A  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ให u  และ v  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ 2v(x) x 2x= −  และ u(x)
f (x)

v(x)
=  

และ u(3) 9= − , u(3) 3′ =  แลว คาของ f (3)′  เทากับเทาใด 
 

6. ในการประชุมครั้งหน่ึง มีผูแทนจาก 3 ประเทศเขารวมประชุม โดยมีผูแทนประเทศละ 3 คน 
จํานวนวิธทีั้งหมดที่จะจัดใหผูแทนแตละประเทศตองนัง่ติดกันในการประชุมโตะกลม เทากับ
เทาใด
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให x
f (x)

1 x
=

−
 และ 2g(x) x 1= −  

ถา gofA D=  และ gB D=  แลว (A B')∪  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. R { 1,1}− −    2. ( 1, )− ∞  

3. 1
( ,1) (1, )
2

∪ ∞    4. ( 1,1) (1, )− ∪ ∞  

2. ให A {x | x 2 4}= − <  และ 2 1B {x |15x 8x 1 0}− −= − + >  
แลว A B∩  คือเซตในขอใดตอไปนี้ 
 1. ( 2,3) (5,6)− ∪    2. (0,3) (5,6)∪  

3. (0,3) (3,5) (5,6)∪ ∪   4. ( 2,0) (0,3) (5,6)− ∪ ∪  
3. สําหรับจํานวนเต็ม a,b  ใดๆ ให (a,b) =  ห.ร.ม. ของ a  และ b  
ให A {1,2,3,...,400}=  จํานวนสมาชิกของเซต {x A | (x,40) 5}∈ =  มีคาเทากับ
ขอใด 
 1. 30        2. 40   3. 60        4. 80  
4. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p (q r)→ → ∼  ข. เหต ุ      1) (p q) r∧ →  
  2) q          2) (r s)∨∼  
  3) r              3) p  
         ผล  p        ผล      q∼  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผล 
5. เอกภพสัมพัทธ U  ที่กําหนดในขอใดตอไปน้ีที่ทําใหประโยค 

2 2x[2x x 1 0 x 4x 4 3]∃ + − ≤ ∧ − + ≤  มีคาความจริงเปนจริง 
 1. U =  เซตของจํานวนเต็มบวกคู 2. U =  เซตของจํานวนเต็มบวกคี่ 
 3. U =  เซตของจํานวนเต็มลบคู  4. U =  เซตของจํานวนเต็มลบคี่ 
6. ให f (x) arcsinx= , g(x) cosx=  และ h(x) (fog)(x)=  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. โดเมนของ h  คือเซตของจํานวนจริง และ g( h(x)) g(x)
2
− =

π  

     ข. h  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. 4
{cos A | 0 A

3
≤ ≤

π  และ 5 3sin3A−  มีคามากที่สุด}  

เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. 1 3
{ ,0, }

2 2
−    2. 3 1

{ , ,0}
2 2

− −  

 3. 1 3
{0, , }

2 2
   4. 3 1 3

{ , , }
2 2 2

−  

8. ถา A  เปนจุดบนวงกลม 2 2x y 4x 6y 11 0+ + − + =  ซ่ึงอยูใกลกับจุดโฟกัส F  ของ
พาราโบลา 2x 12x 4y 52 0− + + =  มากที่สุด แลวระยะระหวางจุด A  กับ F  มีคาเทากับขอ
ใดตอไปน้ี 
 1. 7 2       2. 8 2   3. 7 2 2−       4. 8 2 2−  
9. ให O  เปนจุดกําเนิด, A  เปนจุดบนแกน x  และ B  เปนจุดในระนาบซึ่งทาํใหเสนตรง OB  
มีความชันเทากับ 2  และเสนตรง AB  มีความชันเทากับ 1 
ถา ABOθ =  แลว 2sec θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 10/9       2. 11/9   3. 10        4. 11  
10. กําหนดให a, b  เปนคําตอบของสมการ 3 xlog x 6log 3 5+ =  โดยที่ a b<  
ถา A {x I | x [a,b]+= ∈ ∈  และ 3 x}  เม่ือ I+  เปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
แลว A  มีจํานวนสมาชิกเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 7   3. 18        4. 19  

11. กําหนดให 
x 5 1

A 0 4 2
0 0 x

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 โดยที่ det A 1= −  และ x  เปนจํานวนจริง 

ถา I  เปนเมตรกิซเอกลักษณขนาด 3 3×  แลว tdet (2(I A)A )−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4        2. 8   3. 12        4. 18  
12. โรงงานแหงหน่ึงตองการผลิตสินคา A  และ B  โดยที่มีราคาขายตอชิน้เปน 10  และ 15  
บาท ตามลําดบั ถาโรงงานนี้ผลิตสินคา A  ได x  ชิ้น และผลิตสินคา B  ได y  ชิ้น โดยมี
อสมการขอจํากัดดังน้ี 
     x 0≥          0 y 5≤ ≤        x y 10+ ≤       และ  2x y 16+ ≤  
แลวโรงงานจะขายสินคาไดเงินมากที่สุดเปนจํานวนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 120       2. 125   3. 130       4. 150  
13. ถา u  และ v  ทํามุมกัน 60°  และ 37u v =+ , 13u v =−  
แลว u v+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 7   3. 37       4. 50  
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14. กําหนดให O  เปนจุดกําเนิด OA 3i 4 j= + , OB 5i 2 j= −  
จากจุด A  ลากเสนตรงไปตั้งฉากกับ OB  ที่จุด D  แลว OD  คือขอใดตอไปน้ี 

 1. 7
(5i 2 j)

29
−    2. 7

(5i 2 j)
29

−  

3. 8
(5i 2 j)

29
−    4. 8

(5i 2 j)
29

−  

15. ถา z 2 2 3 i= − +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 17z  อยูในควอดแรนตในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1       2. 2   3. 3        4. 4  
16. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา 3 2A {x R | (1 i)x (1 2i)x (1 i)x (1 2i) 0}= ∈ + + + − + − + =  แลว 
A [ 1.5, 1.5]⊆ −  

     ข. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง 6 1
z i

8
=  แลว z  เทากับ 1

2
 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

17. ให a  เปนจํานวนจริง กําหนดพจนที่ n  ของอนุกรมคือ 1 (n 2) a
1 a

+ −
−

 

ถาพจนที่ m  คือ 1 38 a
1 a
+
−

 แลวผลบวก m  พจนแรกของอนุกรมนี้มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 40 740 a
1 a
+
−

   2. 40 790 a
1 a
+
−

 

3. 20 720 a
1 a
+
−

   4. 20 760 a
1 a
+
−

 

18. กําหนดให f  เปนฟงกชันตอเน่ือง โดยที่ 
3 2

2

x x 4x 4
f (x)

4 x
− − +

=
−

 เม่ือ x 2≠ ±  

และ f (2) a, f ( 2) b= − =  แลว a  และ b  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. a 1, b 3= = −    2. a 1, b 3= =  

3. a 1, b 3= − = −    4. a 1, b 3= − =  
19. ถา f  เปนฟงกชันซ่ึงมีกราฟผานจุด (0,2)  และ 2f (x) 3x 12x 9′ = − +  
แลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 3   3. 6        4. 8  
20. ในจํานวนเด็ก 12 คน มีเด็กถนัดซาย 4 คน ถาเลือกเด็ก 5 คนโดยการสุมจากเด็กเหลานี้ 
แลวความนาจะเปนที่จะมีเด็กถนัดซายอยูในกลุมที่เลือกเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 35
99

       2. 47
99

  3. 63
99

       4. 92
99
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40% 
24% 

20% 
10% 

6% 

  2 

  1 

  3 

5 4 

21. ให A {1,2,3}=  และ B {3,4}=  
ถา S {f : A B= ∪ A B | f> ×  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง}  
แลวจํานวนสมาชิกของ S  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 120       2. 240   3. 360       4. 480  
22. พิจารณาขอมูลของ x  และ y  ดังน้ี 

x -3 -1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

เม่ือ a  เปนคาคงที่ ให x  และ y  มีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนกราฟเสนตรง โดยที่ความชัน
เทากับ 1.55  ถา x 4=  จะประมาณคา y  ไดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8.7        2. 10.8   3. 11.2       4. 12.8  
23. แผนภูมิวงกลมตอไปน้ีแสดงจํานวนนักเรียนทั้งหมด 500 คนของโรงเรียนแหงหน่ึง จําแนก
ตามคะแนนสอบวิชาหนึ่ง 
          1. นักเรียนที่ไดคะแนน 1 – 20 คะแนน 

     2. นักเรียนที่ไดคะแนน 21 – 40 คะแนน 
     3. นักเรียนที่ไดคะแนน 41 – 60 คะแนน 
     4. นักเรียนที่ไดคะแนน 61 – 80 คะแนน 
     5. นักเรียนที่ไดคะแนน 81 – 100 คะแนน 

ถาความแปรปรวนของคะแนนสอบเทากับ 481.44 พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ครึ่งหน่ึงของนักเรียนโรงเรียนนี้ไดคะแนนมากกวา 40 คะแนน 
     ข. สัมประสทิธิข์องการแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้เทากับ 0.50 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
24. ในป พ.ศ. 2540 สุเมธมีรายไดเดือนละ 15,000 บาท โดยที่รายไดตอเดือนที่แทจริงของเขา
เปน 12,500 บาท เทียบกบัป พ.ศ. 2538 
ถาดัชนีราคาผูบริโภคในป พ.ศ. 2541 สูงกวาป พ.ศ. 2540 อยู 5% 
แลวคาครองชีพในป พ.ศ. 2541 สูงกวาป พ.ศ. 2538 เทากับขอใดตอไปน้ี 
(โดยคิดจากดัชนีราคาผูบริโภค เม่ือใชป พ.ศ. 2538 เปนปฐาน) 
 1. 20%       2. 25%   3. 26%       4. 30%  
 
ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ให F(x) f (g(x))=  ถา 3g(x) x 2x 2= + +  และ 3F (x)dx 5x 2x c= + +∫  แลว 
คาของ f (5)′  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 6        2. 5   3. 4        4. 3  
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26. กําหนดให x 7
f (x)

24
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
π  เม่ือ 3 x 3− < ≤  และ f (x 6) f (x)+ =  ทุกๆ x R∈  

ถา g(x) A arcsinx= +  โดยที่ A [0, ]∈ π  และ cos A 2/ 5=  
แลวคาของ 1(g of)(5)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

10
      2. 1

5
  3. 1

5

−        4. 1

10

−  

27. กลองใบหนึ่งบรรจุขนมชั้น 24 ชิ้น แตละชิ้นมี 4 ชั้นๆ ละสี ซ่ึงมีสีเขียว ขาว แดง เหลือง 
และการเรียงลําดับสีของแตละชิ้นทั้ง 24 ชิ้นแตกตางกนัหมด ถาหยิบขนม 1 ชิ้นจากกลองนี้โดย
สุม แลวความนาจะเปนที่ชิน้ที่หยิบไดมีสองชั้นบนไมใชสีแดงและไมใชสีเหลืองเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 1
24

       2. 1
12

  3. 1
6

       4. 1
4

 

28. ถาคะแนนสอบวิชาภาษาอังกฤษของนักศึกษาในมหาวิทยาลัยแหงหน่ึงมีการแจกแจงปกติ 
โดยมีคะแนนเฉลี่ยและความแปรปรวนของคะแนนเทากับ 60 และ 25 ตามลําดับ และผูสอน
กําหนดวานักศึกษาที่จะสอบผานตองไดคะแนนไมนอยกวา 54 คะแนน ถานายขาว นายแดง 
และนายดํา สอบไดคะแนนอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไตลที่ 10, 15 และ 33 ตามลําดับ 
จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. นายขาวสอบไมผาน แตนายแดงและนายดําสอบผาน 
     ข. นายดําสอบได 57.8 คะแนน 
ขอใดตอไปน้ีถกู 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=0.24 เทากับ 0.0948 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=0.44 เทากับ 0.1700 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=1.2 เทากับ 0.3849 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 2   (2) 0.2   (3) 15   (4) 1   (5) 5   (6) 432 
ตอนที่ 2   (1) 4   (2) 4   (3) 2   (4) 3   (5) 4   (6) 2   (7) 2   (8) 1   (9) 1   (10) 2   (11) 4   
(12) 2   (13) 2   (14) 2   (15) 3   (16) 1   (17) 1   (18) 4   (19) 3   (20) 4   (21) 3   (22) 3   
(23) 4   (24) 3 
ตอนที่ 3   (25) 1   (26) 1   (27) 3   (28) 1 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2543 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ให A {0, 1, 2,..., 20}= ± ± ±  
และ B {x A | |x|= ∈  เปนจํานวนเต็ม}  
จํานวนสมาชกิของเซต {C B | 0 C⊂ ∈  และ 1 C}∉  เทากับเทาใด 
 

2. ถา x  เปนรากของสมการ 3x 1 x 5x 1 x2 6 25 75− −⋅ ⋅ =  แลว x  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. ถา 
5 4 6

A 2 0 7
1 2 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 และ 13 23C (A) C (A)
B

3 2

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 แลว 1det(B )−  มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ในการทอดลูกเตา 2 ลูกพรอมกัน 1 ครั้ง ความนาจะเปนที่ผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาทั้ง
สองลูกจะเปนเลขที่หารดวย 4 ไมลงตัว มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ถาใหสมการที่ใชแทนความสัมพันธเชงิฟงกชันที่ใชสําหรับการประมาณจํานวนหองพักที่มี
แขกมาพักจริง (แทนดวย y ) จากจํานวนหองพักที่มีการจองลวงหนา (แทนดวย x ) คือ 
y a 0.75x= +  โดยที่ x 40=  และ y 60=  
ถา x 60=  แลว จํานวนหองพักที่มีแขกมาพักจริง โดยประมาณเทากับเทาใด 
 

6. กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของปตางๆ โดยมีป 2535 เปนปฐาน ดังน้ี 
ป 2535 2536 2537 

ดัชนี 100 90 108 
ถารายไดที่เปนตัวเงินของชายผูหน่ึงในป 2536 เทากับ 900 บาท และรายไดที่แทจริงของเขาใน
ป 2537 เทากบัรายไดที่แทจริงของเขาในป 2536 เม่ือเทียบกับรายไดในป 2535 แลว รายไดที่
เปนตวัเงินที่เขาควรจะไดรับในป 2537 เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให S  เปนเซตคําตอบของอสมการ 2x 8x 20≤ +  
ถา A {x S | x= ∈  เปนจํานวนเฉพาะบวก}  และ B {x S | x= ∈  เปนจํานวนเต็มคี่}  
แลว (A B) (B A)× − ×  มีจํานวนสมาชิกเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11        2. 15   3. 21        4. 23  
2. ให S {0,1,2,...,7}=  
และ นิยาม a b∗ =  เศษเหลือจากการหารผลคณู ab  ดวย 6  ทุก a,b S∈  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. x 1 x∗ =  ทุก x S∈   ข. {4 x | x S} {0,2,4}∗ ∈ =  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. นิเสธของขอความ x[P(x) Q(x)]∃ ∧ ∼  คือขอความในขอใดตอไปน้ี 
 1. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼   2. x[ P(x) Q(x)]∃ →∼  
 3. x[P(x) Q(x)]∀ →   4. x[Q(x) P(x)]∃ →  
4. กําหนดให เหต ุ 1) p q→∼ ∼    3) q t∨  
   2) p (r s)→ ∨    4) t∼  
ผลในขอใดตอไปน้ีทําใหการอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล 
 1. s r→     2. s r→ ∼  
 3. r s→ ∼     4. r s→∼  

5. กําหนดให 2r {(x,y) | y 9 x }= = −  และ 
2

1
s {(x,y) | y }

x 9
= =

−
 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1r s

D R −∩ = ∅    ข. 1r s
R D (0, )−∩ = ∞  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
6. กําหนดให 3 2f (x) ax x x b= + + +  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง และ f (1) 3= , 
f (1) 0′ =  ถา g(x) f (x)′′=  แลว (gof)( 1)−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 16−       2. 4−   3. 4        4. 16  
7. ถาสามเหลี่ยม ABC  มีมุม BAC 45= ° , มุม ACB 60= °  และดาน AC  ยาว 20  น้ิว 
แลวพ้ืนทีข่องสามเหลี่ยม ABC  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 300 2

3 1+
      2. 300 3

3 1+
 3. 200 2

3 1+
      4. 200 3

3 1+
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8. 1 3 3 1 4 4
sec (arcsin arccos ) tan (arcsin arccos )

2 5 5 2 5 5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 มีคาเทากับ

ขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 3   3. 1 2+       4. 2 3+  
9. กําหนดใหเสนตรง 3x 4y 5 0− − =  ขนานกับเสนตรง x ky 5 0+ + =  เม่ือ k  เปนจํานวน
จริง ถาวงกลมซึ่งมีเสนตรงทั้งสองนี้เปนเสนสัมผัส มีจุดศูนยกลางอยูบนแกน y  และผานจุด 
(a,1/4)  แลว a  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6/2       2. 7/2   3. 2        4. 3  
10. ให C  เปนวงกลม 2 2x y 2x 4y 20 0+ − − − =  มีจุดศูนยกลางอยูทีจุ่ด (h,k) และมีรัศมี 
r  สมการพาราโบลาซึ่งมี (h,k) เปนจุดยอด และ x r=  เปนสมการไดเรกตริกซ คอืขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 2y 4y 20x 16 0− + − =   2. 2y 4y 16x 12 0+ − − =  
 3. 2y 4y 16x 12 0− + − =   4. 2y 4y 16x 14 0− + − =  

11. 3

3 3 27
log

( 3 5 3 6)

+

+ +
 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1/4
3

3
log (3 2)

4
− +   2. 1/2

3

1
log (3 2)

4
− +  

 3. 3

3 1
log 19

4 4
−    4. 3

1 1
log 19

4 4
−  

12. กําหนดให cos2x sinx cosx
A

2sin3x cos3x
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 
2S {x [0, ]| 2det(A ) 3 3 det(A) det( 3 I) 9= ∈ − + =π  เม่ือ I  คือเมตริกซ

เอกลักษณมิต ิ2 2}×       ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ S  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
6
π        2. 3

6
π   3. 4

6
π        4. 5

6
π  

13. แมคาคนหนึ่งทําขนมขายสงสองชนิด โดยขายขนมชนิดแรกราคาชิ้นละ 12 บาท ชนิดที่สอง
ราคาชิ้นละ 10 บาท ถาแมคาทําขนมชนดิแรก x  ชิ้น และชนิดที่สอง y  ชิ้น โดยมีอสมการ
ขอจํากัดดังน้ี 
     x 0, y 0≥ ≥        5x 6y 15000+ ≤       และ  3x 2y 6000+ ≤  
แลว แมคาจะขายขนมไดเงินสูงสุดเม่ือขายขนมทั้งสองชนิดรวมกัน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2575 ชิ้น      2. 2625 ชิ้น  3. 2875 ชิ้น      4. 3205 ชิ้น 
14. ให u i 3 j= + , v 2i j= +  
ถา θ  เปนมุมระหวาง (u v)+  และ (u v)−  แลว cos θ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

5
       2. 2

5
  3. 1

5
       4. 2

5
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15. กําหนดให u v 3− =  และ u v 2⋅ = −  จงพิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. u v+  เปนเวกเตอรหน่ึงหนวย       ข. 2 2

u v 3+ =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. ถา 1z cos 12 i sin 12= ° + °  และ 2z cos 16 i sin 16= − ° − °  

แลว 
15

1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1 3 i
2

− +       2. 1 3 i
2
+  3. 3 i

2
− +       4. 3 i

2
− −  

17. ให 1 2 3 4z , z , z , z  เปนรากของสมการ 4 2z z 2 0+ + =  
1 2 3 4z z z z+ + +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2        2. 4   3. 5/22       4. 9/42  
18. ถาลําดับเลขคณติ 1 2 3a , a , a , ...  มีพจนที่ 10  และพจนที่ 15  เปน 19−  และ 34−  

ตามลําดับ แลว 
20

i
i 1

(a 2i)
=

+∑  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 30−       2. 15−   3. 10        4. 20  
19. กําหนดให 3 2f (x) x cx 9x= + −  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง ถาคาวิกฤตคาหนึ่งของ f  คือ 
1 แลว f  เปนฟงกชันลดในเซตใดตอไปน้ี 
 1. ( 3,1)−     2. ( , 3) (1, )−∞ − ∪ ∞  
 3. ( 1,4)−     4. ( , 1) (4, )−∞ − ∪ ∞  
20. ให F  เปนปฏิยานุพันธของ f  โดยที่ 2f (x) 3x 6x 3= − +  ถา F(0) 1= −  และ F  มี
คาสูงสุดสัมบูรณในชวง [0,2] ที่จุด x c=  แลว F(c) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
21. กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธ และ g(x) (x 1)f (x)= +  
ถา 2g(x)dx x x c= − +∫  แลว f (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 5
4

  3. 3
2

       4. 5
2

 

22. ในโรงเรียนแหงหน่ึง มีนักกีฬาฟุตบอลและนักกีฬาบาสเกตบอลรวมกัน 30 คน เปนนักกีฬา
ฟุตบอล 17 คน และนักกีฬาบาสเกตบอล 18 คน ถาจะเลือกประธานกีฬาของโรงเรียน 1 คน 
และรองประธานกีฬา 1 คน จากนักกีฬากลุมน้ี โดยที่ประธานตองเปนทั้งนักกีฬาฟุตบอลและ
บาสเกตบอล แลวจํานวนวธิีการเลือกดังกลาวมีทั้งหมดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 125       2. 130   3. 145       4. 150  
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23. ถาตองการเขียนจํานวนที่มี 7 หลัก โดยใชตวัเลขโดด 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และใหมีเลขโดด 
3, 4, 5 อยูติดกันตรงกลางระหวางเลขโดดคูและเลขโดดคี่ โดยแตละจํานวนไมมีเลขซํ้า แลวจะ
เขียนไดทั้งหมดเปนจํานวนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8        2. 16   3. 24        4. 48  
24. โรงเรียนแหงหน่ึงมีนักเรียนชั้น ม.6 จํานวน 300 คน สมชาย สมศักดิ์และสมศรี เปน
นักเรียนชั้น ม.6 ของโรงเรียนนี้โดยที่ 
     เกรดเฉลี่ยของสมชายอยูในตําแหนงเดไซลที่ 8.15 
     เกรดเฉลี่ยของสมศักดิ์คิดเปนคามาตรฐานเทากับ 1 
     นักเรียนชั้น ม.6 ที่ไดเกรดเฉลี่ยมากกวาสมศรีมีจํานวน 50 คน 
ถาสมมติวาเกรดเฉลี่ยของนกัเรียนชั้น ม.6 มีการแจกแจงปกติ ขอใดตอไปน้ีเปนรายชื่อนักเรียน
เรียงลําดับจากคนที่ไดเกรดเฉลี่ยมากทีสุ่ดไปนอยที่สุด 
(กําหนดพื้นที่ใตโคงปกติ z=0 ถึง z=1 มีคาเทากับ 0.3413) 
 1. สมชาย สมศักดิ์ สมศร ี  2. สมศักดิ์ สมศรี สมชาย 
 3. สมศรี สมศักดิ์ สมชาย  4. สมศักดิ์ สมชาย สมศรี 
 
 
ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ให f,g :R R>  กําหนดโดย x
f (x)

x 1
=

+
 

และ g(x) =  จํานวนเต็มซ่ึงนอยที่สุด ที่มากกวาหรือเทากับ x  
(เชน g(1.01) 2= , g( 6) 6− = − , g( 7.99) 7− = −  เปนตน) 
ถา F(x) (fog)(x)=  และ G(x) (gof)(x)=  แลวขอใดตอไปนี้เปนเท็จ 
 1. FD ( , )= −∞ ∞    2. FR (0,1)=  
 3. G(x) 1=  เม่ือ x 0>   4. G(x) 0=  เม่ือ x 0<  

26. ถา 
2x ,         x 1

f (x) x 1,  0 x 1
0,        x 0

⎧ >
⎪= − < ≤⎨
⎪ ≤⎩

 

แลว 2

x 0 x 1

f (x 1)
lim f (x ) lim

x 2− +→ →

⎡ ⎤−
+ ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4
3

−        2. 1−   3. 0        4. 1
3
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27. กลองใบหนึ่งมีลูกหินสีขาว 5 ลูก สีเขยีว 3 ลูก สีนํ้าเงิน 2 ลูก ถาหยิบลูกหินอยางสุมครั้งละ 
1 ลูก โดยไมใสคืน 3 ครั้ง แลวความนาจะเปนที่จะหยิบไดลูกหินสีเดียวกันอยางนอย 2 ลูก มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
24

       2. 23
24

  3. 1
4

       4. 3
4

 

28. ขอมูลชุดหนึ่งประกอบดวย 1 2 3 20x , x , x ,..., x  โดยมีสมบัติดังน้ี 
20

2
i

i 1

(x 5) 500
=

− =∑ , 
20

i
i 1

|x a|
=

−∑  มีคานอยที่สุด เม่ือ a 5=  

และ 
20

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด เม่ือ b 8=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ขอมูลชุดนี้มีคาเฉลี่ยเลขคณิตนอยกวาคามัธยฐาน 
 2. ผลรวมของขอมูลชุดนี้ทั้งหมดเทากับ 100  
 3. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับ 5  
 4. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับ 50%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 128   (2) 0.25   (3) 0.1   (4) 0.75   (5) 75   (6) 1080 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 3   (3) 3   (4) 4   (5) 2   (6) 1   (7) 4   (8) 3   (9) 4   (10) 3   (11) 1   
(12) 4   (13) 2   (14) 1   (15) 2   (16) 1   (17) 4   (18) 3   (19) 1   (20) 3   (21) 1   (22) 3   
(23) 4   (24) 2 
ตอนที่ 3   (25) 2   (26) 1   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2543 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A,B,C  เปนเซต โดยที่ A B B C∩ ⊂ ∩  
ถา n(A) 25, n(C) 23, n(B C) 7, n(A C) 10= = ∩ = ∩ =  และ n(A B C) 49∪ ∪ =  
แลว n(B) เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11        2. 14   3. 15        4. 18  
2. กําหนดให  A {x | x 4 5}= − >  

B {x | x 3 x 1}= + − ≤  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. A B ( , 1) (1, )∪ = −∞ − ∪ ∞      2. (A B)' (9, )∩ = ∞  
 3. B A [1,9)− =        4. A B ( , 1)− = −∞ −  
3. ให p,q,r,s  และ t  เปนประพจน ถาประพจน (p q) (r s)∧ → ∨  มีคาความจริงเปนเท็จ
แลว ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ 
 1. (p r) (s t)∧ ↔ ∧    2. (p s) (q t)∧ → ∨  
 3. (p s) (r t)∧ ∨ ∧    4. (r p) (s t)→ ∧ →  
4. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือ U {2n|n I }+= ∈  เม่ือ I+  เปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 2x 3 xx[2 18(2 ) 4 0]+∃ − + =  มีคาความจริงเปนจริง 
     ข. 2 2x[log (x 2) log (x 1) 2]∃ + + − =  มีคาความจริงเปนจริง 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. ให 2f (x) (x 1)= +  และ g(x) x 1= +  

fog gofD R '∩  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [0,1)      2. [0,2)  3. [1, )∞       4. [2, )∞  
6. ให A {1,2,3,4,5}=  และ B {a,b}=  
และให S {f | f : A= B>  เปนฟงกชันทั่วถึง}  
จํานวนสมาชกิของเซต S  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 22        2. 25   3. 27        4. 30  
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7. ถา (fog)(x) 3x 14= −  และ 1
f ( x 2) x 2

3
+ = −  แลว 

1(g of)(x)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3x 4−       2. 3x 6−   3. 3x 8−       4. 3x 10−  

8. ถา 3
sinx

5
=  และ 3

tanx
4

= −  แลว 

cosec x sec x
det 2

1 cosx

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
6

−        2. 1
3

−   3. 2
3

−        4. 1−  

9. ถา 1 1
arctanx arctan 2arctan

4 2
= −  แลว 

sin(180 arctanx)° +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 13

5 17
      2. 16

5 17
  3. 13

5 17

−       4. 16

5 17

−  

10. กําหนดให P  เปนพาราโบลา 2y x=  และ L  เปนเสนตรง x y 2 0− − =  
ระยะทางที่สั้นที่สุดระหวาง P  และ L  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 7 2
8

 หนวย      2. 7
8

 หนวย 3. 7 2
16

 หนวย      4. 7
16

 หนวย 

11. กําหนดวงกลม C  มีจุดศูนยกลางที่ ( 1,2)−  และสัมผัสแกน x  ที่จุด P  
เสนตรง L  ผานจุดศูนยกลางของวงกลม C  และมีความชนัเปน 1 ถา Q  เปนจุดตัดของ 
C  และ L  ที่อยูในควอดรันตที่ 2  แลว กําลังสองของระยะ PQ  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6 4 2−  หนวย   2. 7 4 2−  หนวย 

3. 8 4 2−  หนวย   4. 9 4 2−  หนวย    
12. กําหนดให A  เปนเซตคาํตอบของสมการ 

3
3log xx 9x=  

และ B  เปนเซตคําตอบของสมการ x
3

x
log x

3
=  

ถา C {ab | a A= ∈  และ b B}∈  แลวเซตในขอใดตอไปน้ีเปนสบัเซตของ C  
 1. 1/3 2{3 ,3 }−    2. 1/3 4/3{3 ,3 }−  

3. 4/3 2{3 ,3 }    4. 1/3 2/3{3 ,3 }−  
13. กําหนดใหเสนโคง 2x x 2y 2 2 45+= − −  ตัดแกน x  ที่จุด A  ถาเสนตรงที่ผานจุด A  
และจุด B(0,b) ขนานกับเสนตรง 3y (log 2)x 4= −  แลว b  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 1  3. 1−        4. 2−  
14. ให A,B  และ C  เปนเมตริกซมิติ 3 3×  ถา det(A) 3= −  และ 

t t t 1A B 2A C 3A−− = −  แลว tdet(2C B )−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3−        2. 1−   3. 1       4. 3  
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15. บริษัทแหงหน่ึงผลิตเกาอ้ีโยกมีกําไร 50  บาท/ตวั และผลิตเกาอ้ีน่ังธรรมดามีกําไร 30  
บาท/ตวั ถาบริษัทผลิตเกาอ้ีโยก x  ตัว/วัน และเกาอ้ีน่ังธรรมดา y  ตัว/วัน แลวจะมีเง่ือนไขการ
ผลิตดังน้ี    6x 3y 900+ ≤  และ 3x 4y 600+ ≤  
แลว บรษิัทจะมีกําไรมากที่สุดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4,500  บาท/วัน   2. 7,500  บาท/วัน 
 3. 7,800  บาท/วัน   4. 9,500  บาท/วัน 
16. ให u  และ v  เปนเวกเตอร และ θ  เปนมุมระหวาง u  และ v  
ถา u v+  ตั้งฉากกับ u 2v−  และ u 2v+  ตั้งฉากกับ 2u v−  
และ u 2=  แลว cos θ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

10

−       2. 1

6

−   3. 1

4

−        4. 1

2

−  

17. กําหนดให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนที่ 1 2 22z z 1 z= +  

และ 6
1z (cos isin )

18 18
= +

π π  ขอใดตอไปน้ีคืออินเวอรสการคูณของ 2z  

 1. 1 3 i
2 2
−       2. 1 3 i

2 2
+  3. 3 i       4. 3 i−  

18. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอน ซ่ึง z 3 4i= −  และ z 1 30− =  แลว 
สวนจินตภาพของ z  อยูในเซตใดตอไปน้ี 
 1. { 4,4}−       2. { 21, 21}−      3. { 3,3}−       4. { 24, 24}−  
19. ให 3 2f (x) x x g(x)= − +  และ f (2) f (2) 2′ = =  

แลว g
(2)

f

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2−        2. 1/2   3. 0        4. 2  
20. ให 5,x,20,... เปนลําดับเลขคณิตที่มีผลบวกของ 12  พจนแรกเปน a  และ 
5,y,20,... เปนลําดับเรขาคณิตที่มีพจนที่ 6  เปน b  โดยที่ y 0<  แลว a b+  มีคาเทาใด 
 1. 205       2. 395   3. 435       4. 845  

21. ถา 
10

i
i 1

x 8
=

= −∑ , 
10

i
i 1

y 4
=

=∑  และ 
10

i i
i 1

(5 x )(y 2) 76
=

− + =∑  แลว 
10

i i
i 1

(x y )
=
∑  มีคา

เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 60−       2. 30−   3. 30        4. 60  

22. กําหนดให 3 2f (x) ax 4x 1= − +  เม่ือ a  เปนคาคงตวั และ 
f (x) , x 1

g(x) f (x) , x 1
0 , x 1

>⎧
⎪ ′= <⎨
⎪ =⎩

 

ถา g(x)  มีลิมิตที่ 1 แลว a  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 0        2. 5
2

  3. 8
3

       4. 3  
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23. ถาเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (0,1)  และ (4,c)  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง และความชัน
ของเสนโคงน้ีที่จุด (x,y)  ใดๆ มีคาเทากับ x 1−  แลว c  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 4
3

       2. 7
3

  3. 8        4. 9  

24. ในการจัดคน 6 คน ซ่ึงมีนาย ก และนาย ข รวมอยูดวย เขาพักในหอง 3 หอง โดยที่หองที่
หน่ึงพักได 3 คน หองที่สองพักได 2 คน และหองที่สามพักได 1 คน ความนาจะเปนที่นาย ก 
และนาย ข จะไดพักหองเดียวกันเทากบัขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
15

       2. 3
15

  3. 4
15

       4. 5
15

 

25. กลองใบหนึ่งมีบัตรอยู 5 ใบ หมายเลข 1,2,3,4,5  หยิบบัตร 2 ใบโดยหยิบทลีะใบแบบไม
คืนที่ ให x  เปนหมายเลขบตัรใบแรกที่หยบิได และ y  เปนหมายเลขบตัรใบที่สองทีห่ยิบได 
ความนาจะเปนที่จะได x y<  และ 4 xy 12< <  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
5

       2. 2
5

  3. 3
5

       4. 4
5

 

26. คาแรงงานตอวันของคนงานกลุมหน่ึงจํานวน 8 คน เปน 150, 152, 158, 168, 170, 177, 
180, 185 บาท ถาสุมเลือกคนงานจากกลุมน้ีมา 2 คนแลว ความนาจะเปนที่จะไดคนงานอยาง
นอยหนึ่งคนที่มีคาแรงงานตอวันต่ํากวาคาแรงงานเฉลี่ยของคนงานกลุมน้ี เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
14

       2. 5
14

  3. 9
14

       4. 11
14

 

27. ถา y mx c= +  เปนความสัมพันธเชิงฟงกชันเพ่ือการทํานายรายจายหมวดบริการลูกคา 
(y ) จากจํานวนพนักงานของโรงแรม (x ) ในจังหวัดหนึ่ง และจํานวนขอมูลทั้งหมดที่นํามาสราง
ความสัมพันธเทากับ 5  โดยมีสมการปกติดังน้ี 

(1)28 5c 10m___= +    และ   (2)67 10c 30m___= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา x 5=  คาประมาณของ y 8.9=  
     ข. x 5.6=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
28. กําหนดขอมูลสองชุดดังน้ี 
     ชุดที่หน่ึง คือ 5, 8, 6, 7, 9  ชุดที่สอง คือ x1, x2, x3, x4, x5 
ถาสัมประสิทธิ์ของการแปรผันของขอมูลชุดที่หน่ึงเปน 2  เทาของขอมูลชุดที่สอง และความ
แปรปรวนของขอมูลชุดที่สองเทากับ 9  แลว คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดที่สองเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 21 2       2. 42 2   3. 18        4. 16  
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A { ,0,1,{0,1}}= ∅  
และ B { ,{ },{0,{0,1}},{0,{1}}}= ∅ ∅  
แลว เซต P(A) B−  มีจํานวนสมาชิกเทาใด 
 

2. ให x,y,z  เปนจํานวนเต็มบวกที่มีคาเรียงติดกันจากนอยไปมาก 
ถา y  เปนจํานวนเต็มบวกทีมี่คานอยที่สุดที่ทําให 3 x y z+ +  เปนจํานวนเต็มบวก 
แลว y  มีคาเทาใด 
 

3. ถา 3 2
A

2 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 แลว 
1 1 2 1 3 1 6det(4(A )) det(4(A ) ) det(4(A ) ) ... det(4(A ) )− − − −+ + + +  มีคาเทาใด 

 

4. กําหนดจุด A(3, 2),B(9,4)−  และ O(0,0)  ถาแบงสวนของเสนตรง AB  เปน 3  สวน
เทาๆ กันที่จุด C  และ D  แลว OC OD⋅  มีคาเทาใด 
 

5. ให 2f (x) x c= −  โดยที่ c  เปนคาคงตวั ซ่ึง c 4≥  
ถาพื้นที่ปดลอมดวยเสนโคง y f (x)=  จาก x 2= −  ถึง x 1=  เทากับ 24  ตารางหนวย
แลว c  มีคาเทาใด 
 

6. จํานวนเลขสามหลักซึ่งหารดวย 5 ลงตวั และตัวเลขหลักสิบแตกตางจากตัวเลขหลักรอย มี
จํานวนทั้งหมดเทาใด 
 

7. อายุของคนงานกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติโดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติเปน x  และความ
แปรปรวนเปน 2s  สมหวังมีอายุ x 0.51s−  ป จํานวนคนในกลุมน้ีทีมี่อายุนอยกวาสมหวังมี
จํานวนเปนรอยละเทาใด (พ้ืนที่ใตโคงปกติระหวาง z=0 และ z=0.51 เทากับ 0.195) 
 

8. ราคาและปริมาณสินคา 3 ชนิดที่รานคาแหงหน่ึงจําหนายในป พ.ศ. 2541 และ พ.ศ. 2542 
เปนดังตาราง 

ปริมาณ (หนวย) ราคาตอหนวย (บาท) 
ชนิดสินคา 

2541 2542 2541 2542 
หมอหุงขาว 15 20 500 500 
กระติกน้ํารอน 10 8 300 450 

พัดลม 80 100 400 x 
 

ถาดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวมโดยวิธีของพาเชอ ของป พ.ศ. 2542 เม่ือใชป พ.ศ. 
2541 เปนปฐาน เทากับ 126 แลว ราคาของพัดลมในป พ.ศ. 2542 เปนเทาใด (บาท) 
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เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 4   (2) 4   (3) 3   (4) 3   (5) 1   (6) 4   (7) 2   (8) 2   (9) 1   (10) 1   (11) 3   
(12) 2   (13) 4   (14) 4   (15) 3   (16) 1   (17) 4   (18) 2   (19) 1   (20) 2   (21) 4   (22) 2   
(23) 2   (24) 3   (25) 1   (26) 3   (27) 2   (28) 1 
ตอนที่ 2   (1) 13   (2) 9   (3) 15.75   (4) 35   (5) 9   (6) 162   (7) 30.5   (8) 525.24 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2544 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 2
4 3 2log log log (x 2x) 0+ ≤  

จํานวนเต็มทีเ่ปนสมาชิกของ A  มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 

2. กําหนดให 
x 1 6

A 2 5 7
4 2y 9

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ถาไมเนอรของ 32a  เทากับ 23  และโคแฟกเตอรของ 23a  

เทากับ 44−  แลว x y+  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให a, b, c  เปน 3  พจนเรียงติดกันในลาํดับเรขาคณติ และมีผลคณูเปน 27  ถา 
a, b 3, c 2+ +  เปน 3  พจนเรียงติดกันในลาํดับเลขคณิตแลว a b c+ +  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

+ −
−

 มีคาเทากับเทาใด 
 

5. กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก ซ่ึงทาํใหพจนที่ไมมี x  ในการกระจาย 
n

2 1
x

2x
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

คือพจนที่ 9        สัมประสิทธิข์อง 15x  ในการกระจายนี้เทากบัเทาใด 
 

6. ในการสรางเมตริกซในรปู 
2x x 4
x x 1

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 แบบสุม โดยที่ x {0,1,2,3,4}∈  

ความนาจะเปนที่จะไดเมตริกซเอกฐานเทากับเทาใด 
 

7. ถาเสนสัมผัสเสนโคง 2 5
y (x 1) (2x )

4
= − −  ที่จุด 1 1

( , )
2 16

−  ทํามุม θ  กับแกน x  โดย

ที่ 0
2

≤ θ ≤
π  แลว 2sin

2
θ  มีคาเทากับเทาใด 

 

8. กําหนดให 1 2 10x ,x ,...,x  มีคาเปน 5, 6, a, 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9  ตามลําดับ 
โดยที่ a 15<       ถา พิสัยของขอมูลชุดนี้เทากบั 12  

b  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด 

และ c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

i
i 1

x c
=

−∑  มีคานอยที่สุด แลว a b c+ +  มีคาเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A, B, C  เปนเซต ถา n(B) 42= , n(C) 28= , n(A C) 8∩ = , 
n(A B C) 3∩ ∩ = , n(A B C') 2∩ ∩ = , n(A B' C ') 20∩ ∩ =  และ 
n(A B C) 80∪ ∪ =  แลว n(A ' B C)∩ ∩  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 7   3. 10        4. 13  
2. ให A, B  และ F  เปนเซตซึ่งกําหนดดังน้ี 
A {1,2,3,4,5,6}=  
B {{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}=  
F {f :B= A | f (x) x> ∉  ทุกเซต x B}∈  
จํานวนสมาชกิของ F  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 24        2. 60   3. 100       4. 120  
3. กําหนดให x 1+  และ x 1−  เปนตวัประกอบของพหุนาม 3 2p(x) 3x x ax b= + − +  
เม่ือ a, b  เปนคาคงตัว เศษเหลอืที่ไดจากการหาร p(x)  ดวย x a b− −  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15        2. 17   3. 19        4. 21  

4. กําหนดให A {x | 2x 1= ≤−  และ 1 1
}

2x 1
>

+
 

และ 2B {x | x 2x 0}= + <  
A B∩  คือชวงในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( 1,0)−       2. [ 1,0)−   3. (0,1)       4. (0,1] 
5. กําหนดให p, q, r  เปนประพจน 
ถาประพจน p (q r)→ ∧  มีคาความจริงเปนเท็จ และ (p q) r∨ ↔  มีคาความจริงเปนจริง 
แลว พิจารณาคาความจริงของประพจนตอไปน้ี 
     ก. (p q) r↔ ↔ ∼     ข. p (q r)↔ ∨ ∼  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. จริง และ ข. จริง   2. ก. จริง และ ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ และ ข. จริง   4. ก. เท็จ และ ข. เท็จ 
6. เอกภพสัมพัทธในขอใดที่ทําใหขอความ ( ) ( )2 2x[x 2x 3] y[y 4 0]∧∀ ≤ + ∃ − >  มีคา
ความจริงเปนจริง 
 1. [ 3, 0]−       2. [ 1.5, 1.5]−  3. [ 1, 2]−       4. [ 0.5, 2.5]−  
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7. กําหนดความสัมพันธ  
2

1
r {(x,y) | }y

x 1
= =

−
 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. rD ( , 1) (1, )= −∞ − ∪ ∞   ข. 1 1 x
r {(x,y) | y }

x
− +

= = ±  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

8. กําหนดให x
f (x) , x 1

1 x
= ≠ −

+
 และ x

g(x) , x 1
1 x

= ≠
−

 

ขอใดตอไปน้ี ผิด 
 1. 1(fog) (x) x ,x 1− = ≠  2. 1 1(f og )(x) x ,x 1− − = ≠ −  

 3. 1 x
(f og)(x) ,x 1

1 2x
− = ≠

+
 4. 1 x

(g of)(x) ,x 1
1 2x

− = ≠ −
+

 

9. กําหนดให x
f (x) 2sin

2
=  และ 2g(x) x 1= −  

เซต f g gof(R D ) R∩ −  คือเซตในขอใดตอไปนี้ 
 1. { 1, 1}−     2. { 2, 2}−  
 3. [2, 3] [1,2]− ∪    4. [ 2, 1] ( 3,2]− − ∪  
10. รูปสามเหลี่ยม ABC  มี a, b  และ c  เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B  และ C   
ตามลําดับ ถา cos B 1/4=  และ (a b c)(a b c) 30+ + − + =  แลว ac  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 12        2. 20   3. 20/3       4. 40/3  
11. กําหนดให A  และ B  เปนจุดโฟกัสของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − + =  และวงรน้ีีตัด
แกน x  ที่จุด C  และ D  โดยทําให ABCD  เปนรูปสี่เหลีย่ม พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
     ข. พ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  เทากับ 4 2  ตารางหนวย 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
12. กําหนดให L  เปนเสนตรงที่ผานจุด (1,4) และมีความชนัเทากับ 3/4  ถาเสนตรง L  
สัมผัสวงกลม C  ซ่ึงมีจุดศูนยกลางที่จุด (1,2)  แลว จุดใดตอไปน้ีเปนจุดบนวงกลม C  

 1. 2
(1, )

5
      2. 16

(1, )
5

  3. 13
( ,2)

5
−       4. 3

( ,2)
5
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13. เซตคําตอบของอสมการ 2
2( x)x (x 3) 32 8
−− <  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. (1, )∞       2. ( 2,100)−  3. ( 10,10)−       4. ( ,2)−∞  

14. กําหนดให ij 3 3A [a ] ×=  โดยที่ 
i 1

ij

2 ,i j
a

2 ,i j

−⎧ =
= ⎨

≠⎩
 

tadj(A )
det 4

det(A)
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 16−       2. 4−   3. 4        4. 16  
15. กําหนดให P ax 2y= +  และมีเง่ือนไขขอจํากัดดังน้ี 2x y 50+ ≤ , x 2y 70+ ≤ , 
x 0≥ , y 0≥  ถาคาสูงสุดของ P  เทากับ 100  แลว a  เทากับคาในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1       2. 2   3. 4        4. 6  
16. ให u a i bj= +  โดยที่ a 0>  และ b 0>  และ u (5i 2 j) 14⋅ − =  ถา u  ทํามุม θ  
กับเวกเตอร i  และ cos 3/5θ =  แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 7        2. 14   3. 18        4. 21  
17. ให A, B, C  เปนจุดในระนาบ และ O  เปนจุดกําเนิด โดยที่ OA 3i 2 j= −  และ 

OB 2i 5 j= +  ถา 2
AC AB

3
=  แลว 2

OC  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 113
9

      2. 98
9

  3. 193
9

      4. 153
9

 

18. ถา 32z 1 3 i= +  และ 
18

27

z
a bi

i z
= +

−
 เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริงแลว a b+  มีคา

เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
19. กําหนดให 9 10 126z i i ... i= + + +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 12z −  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1 i+        2. 1 i−   3. 1 i− +       4. 1 i− −  
20. กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวกที่ทาํใหผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 

7 15 23 ...+ + +  มีคาเทากับ 217  แลว 
n n 1 2n

8

2 2 ... 2
2

++ + +  มีคาขอใดตอไปน้ี 

 1. 127       2. 128   3. 127.5       4. 128.5  
21. กําหนดให 3f (x) ax bx= +  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ
เทากับ 2−  ที่จุด x 1=  ถา 3g(x) x f (x)′= +  แลว g  เปนฟงกชันลดในชวงใดตอไปนี้ 
 1. (0,2)       2. ( 3, 1)− −  3. ( 1,1)−       4. ( 2,0)−  
22. กําหนดให 3 2f (x) ax bx 2x 2= + + −  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง ถา f (1) 5′ =  และ 
f (0) 12′′ = −  แลว (f (x) f (x))dx′ ′′+∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3 25x 9x 10x c+ − +   2. 3 25x 9x 10x c+ + +  

3. 3 25x 9x 10x c− + +   4. 3 25x 9x 10x c− − +  
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23. ให f  เปนฟงกชัน ซ่ึงอนุพันธของ f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวงปด [0,1]  และ 

4

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 ถา f (1) f (1) 1′= =  และ f (0) f (0) 2′= = −  แลว 

1

0

g (x)dx′′∫  เทากับ

ขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
2

−        2. 1
2

−   3. 3
2

       4. 7
2

 

24. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. จํานวนวิธีในการจัดเด็ก 5 คน และผูใหญ 5 คน ถายรูปหมู โดยใหเด็กยืนแถวหนาและ
ผูใหญยืนแถวหลัง เทากับ 5! 5! 
     ข. จํานวนวิธีในการจัดชาย 6 คน หญิง 6 คน น่ังโตะกลม 2 โตะที่ตางกัน ซ่ึงมีโตะละ 6 ที่
น่ัง โดยที่ชายและหญิงน่ังแยกโตะกัน เทากับ 5! 5! 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
25. ความนาจะเปนที่นักเรียนคนหนึ่งสอบผานวิชาคณติศาสตรเทากับ 2/5  และสอบผานวิชา
ภาษาอังกฤษเทากับ 1/3  ถาความนาจะเปนในการสอบผานอยางมากหนึ่งวิชา เทากบั 
13/15  แลว ความนาจะเปนที่เขาจะสอบผานอยางนอยหนึ่งวิชาเทากบัขอใดตอไปน้ี 

 1. 7
15

       2. 4
15

  3. 3
5

       4. 1
5

 

26. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรยีนหองหน่ึง ปรากฏวาคาเฉลี่ยเลขคณติและสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน เปน 55  และ 10  ตามลําดับ โดยที่นาย ก ไดคะแนนคิดเปนคามาตรฐาน
เทากับ 1.3  และเม่ือรวมคะแนนเก็บระหวางภาคการศึกษา ซ่ึงนักเรียนทุกคนไดคนละ 5  
คะแนนแลว นาย ข ไดคะแนนรวมนอยกวาคะแนนรวมของนาย ก 8  คะแนน ขอใดตอไปน้ีเปน
คะแนนรวม และคามาตรฐานของคะแนนรวมของนาย ข ตามลําดับ 
 1. 60 , 0.5     2. 60 , 1 
 3. 65 , 0.5     4. 65 , 1 
27. กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกตดัิงน้ี 

z 0.97 1.58 
A 0.334 0.443 

คะแนนสอบวชิาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหน่ึงมีการแจกแจงปกติ นายคณิตและนายวทิยา
เปนนักเรียนหองนี้ ถาปรากฏวามีนักเรียน 5.7  เปอรเซ็นตที่สอบไดคะแนนมากกวานายคณิต 
และมีนักเรียน 16.6  เปอรเซ็นตที่สอบไดคะแนนนอยกวานายวิทยา และนายคณิตไดคะแนน
มากกวานายวิทยาอยู 51 คะแนน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของการสอบครั้งน้ีเทากบัขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 12        2. 15   3. 18        4. 20  
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28. ถาราคาเฉลี่ยของเมล็ดถั่วเหลืองตอกิโลกรัม ในแตละเดือนของป พ.ศ. 2542 ที่จังหวัดหนึ่ง
เปนดังน้ี 
     เดือน มกราคม  ราคา 13 บาท 
     เดือน กุมภาพันธ  ราคา 11 บาท 
     เดือน มีนาคม ราคา 12 บาท 
แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนกุมภาพันธ เทียบกับของเดือนมกราคม เทากับ 
84.62 เปอรเซ็นต 
 ข. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนมีนาคม เทียบกับของเดือนกุมภาพันธ เพ่ิมขึ้น 
10.09 เปอรเซ็นต 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 4   (2) 9   (3) 13   (4) 0.5   (5) 27.5   (6) 0.4   (7) 0.1   (8) 19 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 4   (3) 4   (4) 1   (5) 2   (6) 4   (7) 2   (8) 3   (9) 4   (10) 1   (11) 2   
(12) 1   (13) 4   (14) 1   (15) 3   (16) 2   (17) 1   (18) 2   (19) 4   (20) 3   (21) 4   (22) 1   
(23) 3   (24) 2   (25) 3   (26) 3   (27) 4   (28) 2 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2544 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A {1,2,3,4}=  และ S {f : A= A | f (x) x 1> ≤ +  ทุก x A}∈  
จํานวนฟงกชันทั้งหมดที่เปนสมาชิกของ S  เทากับเทาใด 
 

2. ใหชวงเปด (a,b)  เปนเซตคําตอบของอสมการ log (3x 4) log (x 1) 1+ > − +  แลว
a b+  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. ถา 
1 0 1

A 3 1 2
2 5 a

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 และ 11C (A) 2=  แลว 1det( 3A )−−  มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ให z 1 3 i= − −  แลว 6 6z z+  เทากับเทาใด 
 

5. ถา c  เปนจํานวนจริง ซ่ึง 
3 2 n 1

3 n 2n
n 1

3cn n cn ( 2)
lim

(2n 1) 3

−∞

−→∞
=

− + −
=

+ ∑  แลว c  มีคาเทาใด 
 

6. ถาเสนตรง x a=  แบงครึ่งพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง y 2x=  จาก x 0=  ถึง 
x 8=  แลว 3a  มีคาเทาใด 
 

7. กําหนดความนาจะเปนของเหตุการณ A, B  และ A B∩  ดังน้ี 
P(A) 0.5= , P(B) 0.3=  และ P(A B) 0.1∩ =  แลว P(A ' B ')∪  มีคาเทากับเทาใด 
 

8. รานคาแหงหน่ึงขายพัดลม 3 ขนาด ในการหาดัชนีราคาพัดลมทั้ง 3 ขนาด ถาดัชนีราคาอยาง
งายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2543 โดยใช พ.ศ. 2542 และ พ.ศ. 2541 เปนปฐาน เทากับ 80 
และ 120 ตามลําดับแลว ราคาเฉลี่ยของพัดลมทั้ง 3 ขนาด ใน พ.ศ. 2542 เม่ือหาโดยใชดัชนี
ราคาอยางงายแบบใชราคารวม เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉลี่ยของพัดลมทั้ง 3 ขนาดในพ.ศ. 2541 รอย
ละเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. ให A, B, C  เปนเซตที่มีสมาชิก เซตละ 2  ตัว และ a A, b B, c C∈ ∈ ∈  โดยที่ 
A B C {a,b,c,d}∪ ∪ =  ถา (A B) (A C)∩ ∪ ∩ = ∅  แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. d A∈      ข. B C=  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

2. ถา 2 x 2− ≤ ≤  และ 8 y 13≤ ≤  แลว คามากทีสุ่ดของ 
x(1/2) 1

y 2
+

+
 เทากับขอใด

ตอไปน้ี 
 1. 1       2. 1/2   3. 1/3        4. 1/8  
3. กําหนดให 3 2P(x) x ax bx 2= + + +  โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจรงิ ถา x 1−  และ 
x 3+  ตางก็หาร P(x)  แลวเหลือเศษ 5  ดังน้ัน a 2b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11−       2. 1−   3. 1       4. 9  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ เม่ือเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง 

     ก. x[cot 2x cot x 0]∃ − =         ข. 4 4 21
x[sin x cos x 1 sin 2x]

2
∀ + = −  

คาความจริงของขอความ ก. และขอความ ข. เปนไปตามขอใดตอไปน้ี 
 1. ก. เปนจริง และ ข. เปนจริง  2. ก. เปนจริง และ ข. เปนเท็จ 
 3. ก. เปนเท็จ และ ข. เปนจริง  4. ก. เปนเท็จ และ ข. เปนเท็จ 
5. กําหนดให p, q, r  เปนประพจนที่มีคาความจริงเปน จริง เท็จ และเท็จ ตามลําดับ ประพจน
ในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเหมือนกับประพจน (p q) (r p)→ ∨ ∧∼ ∼  
 1. ( r p) (q r)→ ∧ ∨∼    2. (q r) ( p q)∧ ↔ →∼ ∼ ∼  
 3. ( p r) (q r)∨ → ∧∼ ∼   4. (p q) ( r q)→ ∨ ↔∼  
6. ถา 3 2 2 2r {(x,y) R R | 2x 3xy x y 0}= ∈ × + − + =  แลว เรนจของ 1r −  เทากับขอใด 

 1. 1 1
( , ]

3 2
−     2. 1 1

[ , )
2 3

−  

 3. 1 1
( , ) ( , )

3 3
−∞ − ∪ − ∞   4. ( , )−∞ ∞  

7. กําหนดให 2f (x) 4 x= −  และ 
2

1
g(x)

9 x
=

−
 จํานวนในขอใดตอไปนี้เปนสมาชิก

ของ gofR  

 1. 1

2
       2. 1

4
  3. 1

8
       4. 1

14
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   274 

8. กําหนดให f (x 1) 3x 2 f (x)+ = + +  และ g(3x 1) 2x 8− = +  ถา f (0) 1=  แลว  
1g (f (2))−  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
9. ถา sin15 sin55 x° + ° =  และ cos15 cos55 y° + ° =  แลว 2(x y) 2xy+ −  
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 24cos 20°       2. 22cos 20°  3. 24cos 40°       4. 22cos 40°  

10. ถา 0 x
4

< <
π  แลว 

เซตคําตอบของ 0.5 0.5 0.5 0.5log (sinx) log (sin2x) log (cosx) log (cos2x)+ < +  
คือเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. ∅        2. (0, )
6
π   3. ( , )

12 6
π π       4. ( , )

6 4
π π  

11. ให C  เปนวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูทีจุ่ดศูนยกลางของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − + =  
และผานจุดโฟกัสทั้งสองของวงรีน้ี ถาวงกลม C  ตัดเสนตรง y x= −  ที่จุด A  และ B  แลว 
ระยะ AB  ยาวเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3  หนวย      2. 5  หนวย 3. 6  หนวย         4. 8  หนวย 
12. กําหนดให P  เปนพาราโบลา 2y 2y 8x 7 0− − − =  ซ่ึงมี L  เปนเสนไดเรกตริกซ สมการ
วงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดโฟกัสของ P  และมี L  เปนเสนสัมผัส คอืขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 2x 2y 14 0+ + − − =   2. 2 2x y 2x 2y 2 0+ + − − =  
 3. 2 2x y 2x 2y 2 0+ + + − =   4. 2 2x y 2x 2y 14 0+ − − − =  
13. เซตคําตอบของสมการ 2x 2x x4 3 9 2 13 6⋅ + ⋅ = ⋅  เปนเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [ 1,0]−       2. [ 3,1]−   3. [ 2,2]−       4. [1,3] 

14. ให 
2x x 1

f (x) det 0 1 2
x 1 1

⎛ ⎞⎡ ⎤−
⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

 ถาชวง [a,b] เปนเซตคําตอบของอสมการ 

f (x) 2≥ −  แลว a b−  คือขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

       2. 2
3

  3. 4
3

       4. 5
3

 

15. คาของ x, y  ที่ทําให P 2x 3y= +  มีคาสูงสุดตามเงื่อนไขขอจํากัดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
x y 4+ ≥ , 3x 2y 10+ ≤ , 2x y 1− ≤ , x 0≥  และ y 0≥  สอดคลองกับขอใดตอไปน้ี 

 1. x y 5+ =       2. x y 4+ =  3. 39
x y

8
+ =       4. 33

x y
8

+ =  

16. กําหนดให 2
u

2
= , 5u v =+ , 4u v =−  ถา θ  เปนมุมระหวาง u  และ v  แลว 

θ  อยูในชวงใดตอไปน้ี 

 1. (0, )
6
π       2. ( , )

6 4
π π   3. ( , )

4 3
π π       4. ( , )

3 2
π π  
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17. กําหนดจุด A(1,1), B(4,10), C(7,9) และ D  เปนจุดที่อยูบนดาน AB  โดยที่ 
AD 2

3AB
=  ถา θ  คือมุมระหวาง CA  และ DC  แลว cos θ  คือคาในขอใดตอไปนี้ 

 1. 2

5

−        2. 2

10

−   3. 2

5
       4. 2

10
 

18. ถา 393
i

4 4
+  เปนคําตอบหนึ่งของสมการ 2ax 3x c 0− + =  โดยที่ a  และ c  เปน

จํานวนจริงแลว เศษที่เหลือจากการหาร 2ax 3x c− +  ดวย x 2+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8        2. 12   3. 16        4. 20  

19. กําหนดให 
1

,x 1
f (x) x 1

2 ,x 1

⎧ ≠⎪= −⎨
⎪ =⎩

 และ 3g(x) x x 2= + −  

ถา h(x) f (x)g(x)=  แลว ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. h  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 0
→

=  
 2. h  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 4
→

=  
 3. h  ไมตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 0
→

=  
 4. h  ไมตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 4
→

=  
20. กําหนดให g  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธทุกจุด x 0>  และ g(3) 3′ =  
จํานวนเต็มบวก n  ที่ทําให n 3 2g(x 2x) 4x 6x 31+ = + +  คือจํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 7        4. 8  
21. ให f  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีคาสูงสุดสัมพัทธเทากบัสามเทาของคาต่ําสุด
สัมพัทธ และ f (0) 2=  ถา f  มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ x 1= −  และมีคาต่ําสดุสัมพัทธที่ x 1=  
แลว f (4)  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 28−       2. 24−   3. 24        4. 28  
22. กําหนดใหเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (1,0)  และมีความชันที่จุด (x,y)  ใดๆ เปน 

2
2

2
3x 4x

x
− +  ถา (a,b)  เปนจุดตัดระหวางเสนโคงน้ีกับเสนตรง x 2 0− =  แลว a b+  มี

คาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

       2. 2   3. 7
2

       4. 4  

23. คนกลุมหน่ึงเปนชายและหญิงจํานวนเทากัน โดยที่อัตราสวนของจํานวนวิธทีี่ชายและหญิง
ยืนสลับที่กันเปนแถวตรง กับจํานวนวธิีทีช่ายและหญิงยืนสลับที่กันเปนวงกลม เทากับ 10 :1 
จํานวนวิธทีี่จะเลือกตวัแทน 2 คนจากคนกลุมน้ี โดยมีชายอยางนอย 1 คน เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 30        2. 35   3. 40        4. 45  
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24. หางสรรพสินคาแหงหน่ึงจัดรายการสมนาคุณแกลูกคา โดยจะใหลูกคาทุกคนสุมหยิบคูปอง
สวนลดได 2 ใบ จากกลองซึ่งมีคูปองทั้งหมด 12 ใบ ซ่ึงมีคูปองมูลคา 50 บาท 5 ใบ คูปองมูลคา 
100 บาท 3 ใบ คูปองมูลคา 200 บาท 3 ใบ และคูปองมูลคา 500 บาท 1 ใบ ความนาจะเปนที่
ลูกคาคนที่หน่ึงจะสุมหยิบคปูอง 2 ใบ และไดคูปองที่มีมูลคาสวนลดรวมมากกวา 300 บาท มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 11
66

       2. 14
66

  3. 20
66

       4. 23
66

 

25. นักเรียนอนุบาล 4  คน มีอายุเปน 1 2 3 4x , x , x , x  ป โดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติของอายุเปน 

5.5  ป และ 
4

2
i

i 1

x 141
=

=∑  ถามีนักเรียนที่อายุ 3  ป มาเพ่ิมอีก 1 คน แลว สัมประสิทธิข์อง

การแปรผันของอายุของนักเรียนทั้ง 5  คนนี้ เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
5

       2. 1  3. 2 5
5

      4. 5  

26. ถาตารางแจกแจงความถี่ของขอมูลชดุหนึ่ง ซ่ึงมีความกวางของแตละอันตรภาคชั้นเทากัน 
เปนดังตอไปนี้ 

ชั้นท่ี จุดกึ่งกลางของอันตรภาคชั้น ความถี่สะสม 
1 
2 
3 
4 
5 

... 

... 

... 
25 
30 

8 
16 
36 
40 
50 

ให x  เปนคาเฉลี่ยเลขคณิต และ med  เปนมัธยฐานของขอมูล ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. x 19=  และ med 19.75=  2. x 19=  และ med 17.5=  
 3. x 20=  และ med 19.75=  4. x 20=  และ med 17.5=  
27. ถาจากการศึกษาความสัมพันธระหวางจํานวนชั่วโมงตอสัปดาหที่ใชในการทบทวนวิชา
ตางๆ (แทนดวย X ) และผลการเรียนเฉลี่ย หรือ GPA  (แทนดวย Y ) ไดสมการที่ใชประมาณ
ผลการเรียนเฉลี่ย จากจํานวนชัว่โมงตอสัปดาหที่ใชในการทบทวนวิชาตางๆ เปนสมการเสนตรง
ที่มีความชันเทากับ 0.02  และระยะตัดแกน Y  เทากับ 2.7  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถาจํานวนชัว่โมงที่ใชในการทบทวนวชิาตางๆ เพ่ิมขึ้น 10  ชั่วโมงตอสัปดาห ผลการ
เรียนเฉลีย่เพ่ิมขึ้น 0.2  
     ข. ถาผลการเรียนเฉลีย่เทากับ 3  ทํานายวาจํานวนชั่วโมงที่ใชในการทบทวนวิชาตางๆ 
เทากับ 15  ชั่วโมงตอสัปดาห 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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28. พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติระหวาง z 1.2= −  ถึง z 0=  เทากับ 0.3849  คะแนนสอบของ
นักเรียนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติโดยมีคาเฉลีย่เลขคณิตและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
เทากับ 50  คะแนน และ 10  คะแนน ตามลําดับ ถานายคํานวณสอบไดในตําแหนงเปอรเซ็น
ไทลเทากับ 88.49  แลว นายคํานวณสอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 58  คะแนน      2. 60  คะแนน 3. 62  คะแนน      4. 65  คะแนน 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 96   (2) 3   (3) 1.8   (4) 128   (5) 4.8   (6) 128   (7) 0.9   (8) 50 
ตอนที่ 2   (1) 1   (2) 2   (3) 3   (4) 3   (5) 3   (6) 1   (7) 3   (8) 1   (9) 1   (10) 4   (11) 3   
(12) 4   (13) 3   (14) 4   (15) 1   (16) 2   (17) 1   (18) 4   (19) 4   (20) 2   (21) 4   (22) 4   
(23) 2   (24) 2   (25) 1   (26) 3   (27) 2   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2545 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให S {n I | n 1000+= ∈ ≤  และ ห.ร.ม.ของ n  และ 100  เทากับ 1}  
จํานวนสมาชกิของเซต S  เทากับเทาใด 
2. 2 2 2 2 2sin 1 sin 2 sin 3 ... sin 89 sin 90− ° + ° − ° + − ° + °  มีคาเทากับเทาใด 

3. x  ที่สอดคลองกับสมการ 3 3

log 2x
log (x 12) log [ x ( x 5 x 5)]

log 3
+ − = + − −  

มีคาเทากับเทาใด 

4. กําหนดให 
k 1n

n
k 1

1S
10

−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  และ 
k 1

k 1

1S
10

−∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

จํานวนเต็มบวก n  ที่ทําให 5
n

1
S S (10 )

9
−− =  เทากับเทาใด 

5. ถา a  คือจํานวนจริงที่ทําใหพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยโคง 2 2y a x 4ax 10= + +  จาก x 0=  ถึง 
x 1=  มีคานอยที่สุด แลวพ้ืนที่ทีไ่ดเทากับเทาใด 
6. กลองใบหนึ่งบรรจุสลากสีแดงซึ่งเขียนหมายเลข 1, 2, 3  ไวสลากละหนึ่งหมายเลข รวมกับ
สลากสีเขยีวซึง่เขียนหมายเลข 1, 2, 3  ไวสลากละหนึ่งหมายเลขเชนเดียวกนั ถาจับสลากสอง
ใบจากกลองโดยจับทีละใบแบบไมใสกลบัคืน ความนาจะเปนที่จะไดสลากสีเหมือนกัน หรือ
หมายเลขเดียวกัน เทากับเทาใด 
 7. จากขอมูลความสูงของพอ และลูก (ซ่ึงมีอายุ 10  ป) กลุมหน่ึง ปรากฏความสัมพันธเชิง
ฟงกชันเปน y 0.9x 54.8= +  เม่ือ y  แทนความสูงของพอ และ x  แทนความสูงของลูก 
ปรากฏวาความสูงเฉลี่ยของเด็กในกลุมน้ีเทากับ 120  เซนติเมตร สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของ
ความสูงของเด็กเทากับ 8  เซนติเมตร ถาเด็กคนหนึ่งในกลุมน้ีมีคามาตรฐานของความสูง
เทากับ 1.8−  แลว เราประมาณความสูงของพอไดเทากับกี่เซนติเมตร 
8. ตัวแทนจําหนายกระติกน้ํารอนยี่หอหน่ึง ขายกระตกิน้ํารอน 3 ขนาด ในป 2543 และ 2544 
ดวยราคาดังตอไปน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดของกระติกนํ้ารอน 

2543 2544 
ราคาสัมพัทธ 

เล็ก 
กลาง 
ใหญ 

600 
800 

1,000 

660 
1,000 

a 

1.10 
1.25 

b 
ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2544 เม่ือเทียบกบั พ.ศ. 2543 เทากับ 120 
แลว ราคาเฉลีย่ของกระติกน้ํารอนทั้ง 3 ขนาดใน พ.ศ. 2544 เม่ือหาโดยใชดัชนีราคาอยางงาย
แบบใชคาเฉลีย่ราคาสัมพัทธ เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉลี่ยของกระติกน้ํารอนทั้ง 3 ขนาดนี้ใน พ.ศ. 
2543 รอยละเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือเซต U {1,2,3,4,5}=  และ A, B, C  เปนเซตซึ่งมีเง่ือนไข
วา n(A) n(B) n(C) 3= = =  และ n(A B) n(B C) n(A C) 2∩ = ∩ = ∩ =  
ถา A B C U∪ ∪ =  แลว ขอใดตอไปน้ี ผิด 
 1. n(A B) 4∪ =    2. n(A (B C)) 3∪ ∩ =  
 3. n(A (B C)) 2∩ ∪ =   4. n(A B C) 1∩ ∩ =  
2. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 212 x x 0+ − <  
และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 3 1x− <  
เซต A B∩  เปนสับเซตของชวงใดตอไปน้ี 
 1. ( 5, 3)− −       2. ( 3, 1)− −  3. (1,3)       4. (3,5) 
3. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถาเอกภพสัมพัทธคอืเซต U (0,1) (2, )= ∪ ∞  แลว 

ประพจน 21 1
x[(x )

2 4
∀ − <  หรือ 2(x 1) 1]− >  มีคาความจริงเปนจริง 

     ข. ถา p, q, r  เปนประพจน แลว p (q r)→ ∧  สมมูลกับ (p q) (p r)→ ∨ →  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
4. ให p, q, r, s  เปนประพจน ถา [p (q r)] (s r)→ → ↔ ∧  มีคาความจริงเปนจริง และ 

p s∨∼  มีคาความจริงเปนเท็จ แลวขอใดตอไปนี้ถูก 
 1. p q→  มีคาความจริงเปนจริง  2. q r→  มีคาความจริงเปนจริง 
 3. r s→  มีคาความจริงเปนเท็จ  4. s p→  มีคาความจริงเปนเท็จ 
5. กําหนดให x y

1r {(x,y) | e 1}+= ≤  
และ 2r {(x,y) | ln(x 3y 5) 0}= − + ≥  
พ้ืนที่ของบริเวณที่เปนกราฟของ 1 2r r∩  ซ่ึงอยูเหนือแกน x  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.5  ตารางหนวย   2. 2  ตารางหนวย 
 3. 2.5  ตารางหนวย   4. 3  ตารางหนวย 
6. กําหนดให I  เปนเซตของจํานวนเต็ม และให f, g  เปนฟงกชันจาก I  ไป I  

ซ่ึงกําหนดโดย f (x) 2x=  และ x/2 ,x
g(x)

x ,x

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

เปนจํานวน คู
เปนจํานวน คี่

 

แลว gof - f  เปนฟงกชันจาก I  ไป I  ที่มีสมบัติตามขอใดตอไปน้ี 
 1. หน่ึงตอหน่ึงและทัว่ถึง   2. หน่ึงตอหน่ึงแตไมทั่วถึง 
 3. ทั่วถึงแตไมหน่ึงตอหน่ึง  4. ไมหน่ึงตอหน่ึงและไมทัว่ถึง 
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7. กําหนดให f (x) 5 g(x)= −  โดยที่ g(x) 5 2x= +  
ถา fogD [a,b]=  แลว 4(a b)+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15        2. 20   3. 25        4. 30  
8. กําหนดให f, g  เปนฟงกชันที่มีสมบัตวิา 1f (g(x)) x 2− = +  ทุก x R∈  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. f (2x) g(2(x 1))= −  ทุก x R∈  ข. 1g (f (x))−  เปนฟงกชันเพ่ิมใน R  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. กําหนดให 0 2≤ θ ≤ π  

เซตคําตอบของอสมการ 
2cos cos

0
sin 1/2

θ − θ
<

θ −
 เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. (0, )
3
π     2. 5

( , )
3 6
π π  

 3. 5
(0, ) ( , )

4 6
∪

π π π    4. 3 3
( , ) ( , )
6 2 4 2

∪
π π π π  

10. วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนยกลาง (h, k)  อยูบนเสนตรง 2x 3y 6+ =  โดยที่ h, k  เปน
จํานวนเต็ม ถาวงกลมวงนี้มีเสนตรง 2x y 1− =  และเสนตรง 2x y 3+ = −  เปนเสนสัมผัสแลว 
ความยาวรศัมีของวงกลมนีอ้ยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [2,4]      2. [4,5]  3. [5,6]       4. [6,7] 
11. กําหนดให 1F  และ 1F  เปนจุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา 2 2x 6x y 14y 41 0+ − − − =  ถา 

1 1P (0,y ) และ 2 2P (0,y )  เปนจุดสองจุดที่ทําใหพ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม 1 1 2P F F  และพ้ืนที่
ของรูปสามเหลี่ยม 2 1 2P F F  ตางก็เทากับ 2 2  ตารางหนวยแลว 2 2

1 2y y−  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 28        2. 56   3. 84        4. 120  
12. กําหนดให a 0>  เปนคําตอบของสมการ a a 14 9 2 2 0−− ⋅ + =  
เซตคําตอบของอสมการ a a2log (x 2) log (x 1) 4+ − − <  เปนสับเซตของชวงใดตอไปนี้ 
 1. ( 3,3)−       2. ( 2,7)−   3. (0,8)       4. (1,10)  

13. กําหนดให 
x

x

(tan30 ) 1
A

(cot60 ) 2

⎡ ⎤° −
= ⎢ ⎥°⎣ ⎦

 และ det(A) 9=  
1A−  คือเมตริกซในขอใดตอไปนี้ 

 1. 2/9 1/3
1/9 1/3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   2. 2/9 1/3
1/9 1/3

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

3. 1/3 1/3
1/9 2/9

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   4. 2/9 1/9
1/3 1/3

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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14. พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. ถา x R∈  และ 
x x x

det 41 x x
1 1 x

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥ = −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 แลว 2x ≤  

     ข. กําหนดให a, b R∈  และ a 2
A

2b 3
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

    ถา A badjA=  แลว 2a b ≥+  

ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
15. นํ้ามันดีเซล 100 ลิตร ราคาตนทุนลติรละ 12 บาท และน้ํามันปาลม 120 ลิตร ราคาตนทนุ
ลิตรละ 8 บาท ถาจะผสมน้ํามันสองชนิดนี้รวมกันใหมีจํานวนไมนอยกวา 150 ลิตร และขาย
นํ้ามันผสมนี้ในราคาลิตรละ 11 บาท ใหไดกําไรมากที่สุดแลว กําไรที่ไดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 230 บาท      2. 260 บาท  3. 330 บาท      4. 460 บาท 
16. กําหนดจุด P( 1,2)− , R(3,3) , O(0,0)  และ Q  เปนจุดบนสวนของเสนตรง PR  โดย

ที่ 1
PQ PR

3
=  ถา A(x,y) เปนจุดในควอดรันตที่ 2 ที่ทําให OA  ตั้งฉากกับ OQ  และ

5OA =  หนวยแลว x y+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 6

10

−       2. 6

2

−   3. 6

10
      4. 6

2
 

17. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมที่มีสมบัติวา 5 AB BC CA= +  ถา M และ N  
เปนจุดแบงครึ่งดาน BC  และ AC  ตามลําดับแลว พิจารณาขอความตอไปนี้ 

     ก. 1
MN (BC AC)

2
= −    ข. AM BN 0⋅ =  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
18. กําหนดให cos icos= θ + θω  เม่ือ cos 0θ <  และ 22cos 1θ =  

ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนมีสมบัตวิา z 2=ω  และอารกิวเมนตของ z
ω  เทากับ 

4
π  แลว 

2z z 1+ +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3 2i− +       2. 3 2i− −   3. 3 2i+       4. 3 2i−  
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19. กําหนดให จํานวนเชิงซอน 1 2 3z , z , z  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปหน่ึง ถา
3 1

2 1

z z
cos isin

z z 3 3
−

= +
−

π π ,  1 2z z 1 i= + ,  2 3z z 2 2i= + ,  3 1z z 3 4i= +  แลว 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 3 2

1 2

z z
cos isin

z z 3 3
−

= +
−

π π   ข. 2 2 2
1 2 3z z z 6 7i+ + = +  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

20. ให 
2

(x 4)( x 2)a
,x 4

x 2
f (x)

1 ,x 4

x b ,x 4

⎧ − +
>⎪

−⎪= ⎨
=⎪

⎪ − <⎩

 โดยที่ a, b  เปนจํานวนจริง 

ถา f  ตอเน่ืองที่จุด x 4=  แลว bf a
16

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 16−       2. 14−   3. 14        4. 16  
21. กําหนดให f (x) 3x 1= +  ถา g  เปนฟงกชันซึ่ง 2(fog)(x) x 1= +  ทุก x R∈  
แลว f (1) g(1)′ ′+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 41
12

       2. 35
12

  3. 33
4

       4. 39
4

 

22. กําหนดให 2g(x) x f (x)=    ถา f (x) 2x 3′ = +  และ g (1) 0′′ =  แลว f (4)  มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0        2. 11   3. 13        4. 28  
23. กําหนดใหกราฟของ y f (x)=  เปนเสนโคงทีอ่ยูเหนือแกน x  และมีความชนัของเสน
สัมผัสเสนโคงที่จุด (x,y)  ใดๆ เทากับ 6x 2b+  เม่ือ b  เปนจํานวนจริง ถาพื้นที่ที่ปดลอม
ดวยเสนโคงน้ีจาก x 0=  ถึง x 2=  เทากับสองเทาของพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคงน้ีจาก 
x 0=  ถึง x 1=  แลว f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธที่จุด x  ในขอใดตอไปน้ี 
 1. x 2=       2. x 1=   3. x 0=       4. x 1= −  
24. ในการใสจดหมาย 5 ฉบับที่เขียนถึงคน 5 คน คนละ 1 ฉบบั ลงในซองที่จาหนาไวแลว 5 
ซอง ซองละหนึ่งฉบับ ความนาจะเปนทีจ่ะใสจดหมายลงในซองไดตรงกับชื่อหนาซองไมเกิน 3 
ซอง และไมนอยกวา 1 ซอง เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 75
120

      2. 85
120

  3. 90
120

      4. 96
120
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25. กําหนดจุด 10 จุดบนแผนกระดาษ มี 4 จุดอยูบนเสนตรงเดียวกัน นอกนั้นไมมี 3 จุดใดอยู
บนเสนตรงเดียวกัน จํานวนรูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการลากเสนตรงเชื่อมจุดที่กําหนดให 
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 80        2. 106   3. 116       4. 120  
26. ถาตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนวิชาหนึ่งของนักเรียน 20  คน ของโรงเรียนแหงหน่ึง
เปนดังน้ี 

คะแนน 31 – 39 40 – 48 49 – 57 58 – 66 67 – 75 76 – 84 85 – 93 
จํานวนนักเรียน 2 3 5 4 3 2 1 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. คาเฉลี่ยเลขคณิต มากกวาฐานนยิม 
     ข. คาการกระจายของคะแนน ที่วัดโดยสวนเบี่ยงเบนควอรไทล เทากับ 10.5  คะแนน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
27. ในการชั่งนํ้าหนักกระเปาเดินทาง 4  ใบ ปรากฏวาไดนํ้าหนักเปน 15.5, 14.8, 14.5  
และ 15.2  กิโลกรัม ถาชั่งนํ้าหนักของกระเปาเดินทาง 4  ใบนี้รวมกับกระเปาเดินทางอีกใบ
หน่ึงไดคาเฉลีย่เลขคณิตของน้ําหนักของกระเปา 5  ใบนีเ้ปน 16  กิโลกรัม แลว คามัธยฐาน 
และความแปรปรวนของน้ําหนักของกระเปาเดินทางทั้งหาใบนี้ตามลาํดับเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15 ,4.58       2. 15.2 ,4.58  3. 15 ,4.116    4. 15.2 ,4.116  
28. ถาความสงูของนักเรียนหองหน่ึงมีการแจกแจงปกติที่มีมัธยฐานเทากับ 160  เซนติเมตร 
และมีนักเรียนที่สูงนอยกวา 158  เซนติเมตรอยู 34.46%  สัมประสิทธิ์การแปรผันของความ
สูงของนักเรียนหองนี้เทากับขอใดตอไปนี้ 
 ตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกต ิ

z 0.3 0.4 0.5 
A 0.1179 0.1554 0.1915 

 1. 1.563%       2. 2.432%  3. 3.125%       4. 4.346%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 400   (2) 0.5   (3) 13   (4) 6   (5) 7   (6) 0.6   (7) 149.84   (8) 19 
ตอนที่ 2   (1) 4   (2) 1   (3) 2   (4) 1   (5) 2   (6) 1   (7) (ตอบ 180)   (8) 1   (9) 4   (10) 
3   (11) 2   (12) 4   (13) 4   (14) 1   (15) 3   (16) 2   (17) 2   (18) 2   (19) 4   (20) 2   
(21) 1   (22) 3   (23) 2   (24) 1   (25) 3   (26) 1   (27) 4   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2545 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให 21
f (x) 36 4x

3
= −  

ถา A {x | x [ 3,3]= ∈ −  และ f (x) {0,1,2,3}}∈  
แลว จํานวนสมาชิกของเซต A  เทากับเทาใด 
 

2. ถา a  และ b  เปนคําตอบของสมการ sin(2arcsin x) x=  โดยที่ a 0≠ , b 0≠  และ 
a b≠  แลว sin(arctan ab)  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให 8 4 2log (log (log x)) 2=  ถา n(2 )x 4=  แลว n  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 4 2
A

1 1
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1 0
I

0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ c  เปนจํานวนจริงที่นอยที่สุดที่ทําให 

det (A c I) 0− =     ถา 
1 c c

B c 1 c
c c 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 แลว 1
det ( B)

2
 เทากับเทาใด 

5. ให b  เปนจํานวนจริง และกําหนดให 
23x 1 ,0 x b

f (x)
1 ,x 0

⎧ + ≤ ≤
= ⎨

<⎩
 

ถา 
b

2

f (x)dx 12
−

=∫  แลว b  มีคาเทากับเทาใด 
 

6. ในการเรียงสับเปลีย่นตวัเลขทั้ง 7 ตวัในเซต {1,2,3,4,5,6,7}  จํานวนวิธีทีเ่รียงไดเลข 7 
หลัก ซ่ึงผลบวกของเลขโดดในหลักหนวยและหลักสบิมีคานอยกวา 7  เทากับเทาใด 
 

7. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากคือ a 4 5 6 b  ซ่ึงมีคาเฉลี่ยเลขคณติ และสวน
เบี่ยงเบนเฉลีย่เทากับ 6  และ 3  ตามลําดับ สัมประสิทธิข์องพิสัยของขอมูลชุดนี้เทากับเทาใด 
 

8. ตัวแทนจําหนายโทรทัศนสียี่หอหน่ึง ขายโทรทศันสี 3 ขนาด ในรอบป 2542, 2543, 2544 
ดวยราคาดังตอไปน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดของโทรทัศนสี 

2544 2542 
ราคาสัมพัทธในการหาดัชนีราคา 
ป 2543 เมื่อใชป 2542 เปนปฐาน 

20 นิ้ว 
29 นิ้ว 
34 นิ้ว 

9,639 
21,218 
38,885 

9,000 
20,000 
35,000 

1.02 
1.03 
1.10 

ดัชนีราคาโทรทัศนสีทั้ง 3 ขนาด อยางงายแบบใชคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธของ พ.ศ. 2544 เม่ือใช 
พ.ศ. 2543 เปนปฐานเทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. สําหรับเซต X  ใดๆ ให P(X)  แทนเพาเวอรเซตของ X  และ n(X) แทนจํานวนสมาชิก
ของ X  ถา A  และ B  เปนเซตซึ่ง n(P(A B)) 4∩ =  และ n((A B) (A B)) 12∩ × ∪ =  
แลว n(P(A B) P((A B) (B A)))∪ − − ∪ −  เทากับขอใด 
 1. 16         2. 32    3. 48         4. 56  

2. ให S  เปนเซตคําตอบของอสมการ 3x 2
2

1x
−

≥
−

 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. S ( 1,0] (1, )= − ∪ ∞        ข. x[x S (x 2) S]∃ ∈ ∧ + ∉  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. กําหนดให a , b  เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง a  เปน ห.ร.ม. ของ b  และ 216  
ให 1q , 2q  เปนจํานวนเต็ม โดยที่ 1216 bq 106= + , 2b 106q 4= +  
ถา 3 2f (x) x ax bx 36= + + −  แลว เม่ือหาร f (x)  ดวย x a−  ไดเศษเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 192        2. 200    3. 236        4. 272  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา p , q  เปนประพจน โดยที่ p  มีคาความจริงเปนจริง 
และ q ( p q)→ ∨∼ ∼  เปนสัจนิรันดร แลว q  มีคาความจริงเปนจริง 
     ข. นิเสธของขอความ x[( P(x)) Q(x) ( R (x))]∃ ∧ ∧∼ ∼  
คือขอความ x[Q(x) (P(x) R (x))]∀ → ∨  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. กําหนดให P(x)  และ Q(x)  เปนประโยคเปด โดยที่ x[P(x)] x[ Q(x)]∀ →∃ ∼  มีคา
ความจริงเปนเท็จ เม่ือเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง ขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. x[P(x) Q(x)]∃ ∧ ∼   2. x[ P(x) Q(x)]∃ ∨∼ ∼  
 3. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼   4. x[P(x) Q(x)]∀ →  
6. กําหนดให k  เปนคาคงตวั และ r {(x,y) R R | x k x y k y }+ += ∈ × + = +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา k 1=  แลว r  เปนฟงกชัน  ข. ถา k 1= −  แลว r  เปนฟงกชัน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. กําหนดให 2

2 ,x 1

f (x) (x 1) , 1 x 2
x 1 ,x 2

≤ −⎧
⎪= − − < <⎨
⎪ + ≥⎩

 และ g(x) f (x) 2= +  

ถา k  เปนจํานวนเต็มที่นอยที่สุดที่ทําให g(k) 5>  แลว (gof)(k) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 7        4. 8  

8. กําหนดให f (x) x=  เม่ือ x 0≥  และ x ,0 x 1
g(x)

x 1 ,1 x
≤ <⎧

= ⎨
+ ≤⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1gof−  เปนฟงกชันเพ่ิมบน fR   ข. 1fog−  เปนฟงกชันเพ่ิมบน gR  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. นายดํายืนอยูบนสนามแหงหน่ึง มองเห็นยอดเสาธงเปนมุมเงย 60°  แตเม่ือเขาเดินตรงเขา
ไปหาเสาธงอีก 20  เมตร เขามองเห็นยอดเสาธงเปนมุมเงย 75°  ในขณะทีเ่ขามองเห็นยอด
เสาธงเปนมุมเงย 60°  น้ัน เขายืนอยูหางจากเสาธงเทากบัขอใดตอไปนี้ 

 1. 3
10(2 3)

2
+  เมตร  2. 1

10(2 3)
2

+  เมตร 

 3. 10(2 2 3)+  เมตร  4. 10(2 3)+  เมตร 
10. ถาไฮเพอรโบลา H มีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนยกลางของวงรี 

2 24x 9y 8x 36y 4 0+ − − + =  จุดยอดอยูที่จุดโฟกัสทั้งสองของวงรีน้ี และผานจุด (5,5)  
แลว จุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา H คือจุดในขอใดตอไปนี้ 

 1. 7
(1 ,2)

11
−  และ 7

(1 ,2)
11

+       2. 8
(1 ,2)

11
−  และ 8

(1 ,2)
11

+  

 3. 9
(1 ,2)

11
−  และ 9

(1 ,2)
11

+       4. 10
(1 ,2)

11
−  และ 10

(1 ,2)
11

+  

11. กําหนดให 1

x 3
f (x)

2 2
= − +  เม่ือ x 1≤  และ 2f (x) 3x 2= −  เม่ือ x 1≥  

ถา P(a,b)  เปนจุดศูนยกลางของวงกลมที่มีรัศมียาว 7/ 5  หนวย 
และสัมผัสกราฟของ 1f  และ 2f  แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2−       2. 2 2   3. 6 2−           4. 6 2+  
12. ให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 16 4 2log x log x log x 7+ + <  และ 
B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4x 3 2x 33 26(3 ) 1− −− ≥  แลว A B−  คือชวงในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
(0, )

2
      2. 3

[ , 16)
2

 3. (0, 3]       4. [3, 16)  
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13. ถา A  เปนเมตริกซซ่ึง 1

1 2 0
A 3 1 1

x 0 2

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, x 0>  

และ det(2adj A) 1/18=  แลว x  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. x 5<       2. 5 x 9≤ <  3. 9 x 13≤ <       4. x 13≥  
14. กําหนดใหสมการจุดประสงคคือ P 2ax 3ay= +  โดยที่ a 0>  
อสมการขอจํากัดคือ 2x y 1000+ ≤ , x 3y 900+ ≤ , x 0≥  และ y 0≥  
ถาคาสูงสุดของ P  คือ 33,000  แลว a  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. 10 a 20< ≤      2. 20 a 30< ≤  3. 30 a 40< ≤      4. 40 a 50< ≤  
15. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ |BC| 1= , |CA| 2=  

ถา 1
u (CA 2CB)

3
= + , θ  เปนมุมระหวาง u  และ CB  

และ 1
cos BCA

4
=  แลว cos θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
4

       2. 5
2

  3. 5

4 2
      4. 5

2 2
 

16. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ |AB| c= , |BC| a= , |CA| b=  
ถา 2 2 2a b c 13+ + =  แลว AB BC BC CA CA AB⋅ + ⋅ + ⋅  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 13
2

      2. 13
2

−   3. 13
3

      4. 13
3

−  

17. กําหนดให 1z , 2z , 3z  เปนจํานวนเชิงซอน ซ่ึงมีสมบัติวา 31 2 1zz z= = =  และ 
1 2 3z z z 0+ + =  และให Re(z)  แทนสวนจริงของจํานวนเชิงซอน z  

พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1 2

1
Re(z z )

2
=     ข. 1 2 3z z =−  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
18. กําหนดให z  เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1 3 i− +  เปนรากที่ 5  ของ z  แลว รากที่ 2  ของ 
z  คือจํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)− − +  2. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)− − +  
 3. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)− + −  4. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)− + −  
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19. กําหนดให log x , log (x 2)+ , log (x 16)+  เปนสามพจนแรกที่เรียงกันของลําดับเลข
คณิต ถา 10a  เปนพจนที่ 10  และ 10S  เปนผลบวก 10  พจนแรกของลําดับน้ีแลว ขอใด
ตอไปน้ีถูก 
 1. 10a 9log5 8log3= − , 10S 5[9log5 7log3]= −  
 2. 10a 9log5 8log3= − , 10S 5[9log7 2log3]= −  
 3. 10a 9log7 log3= − , 10S 5[9log5 7log3]= −  
 4. 10a 9log7 log3= − , 10S 5[9log7 2log3]= −  

20. กําหนดให a 0> , 
x

,x a
x 2

f (x)
x 1

,x a
x

⎧ <⎪ +⎪= ⎨
+⎪ ≥⎪⎩

 และ 2g(x) x=  

ถา 
x a x a

11
lim (fog)( x) lim (gof)(x)

a (a 2)+ −→ →
− =

+
 แลว a  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1       2. 3   3. 5        4. 9  
21. กําหนดให 2f (x) x 6x c= − +  โดยที่ c  เปนจํานวนจริง ถา a  และ b  เปนรากของ
สมการ f (x) 0=  และ 3a 2b 20+ =  แลว f (c)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 38−       2. 26−   3. 26        4. 38  
22. กําหนดให 2f (x) x 2 x= −  และ 2g(x) x 1= +  
(gof) ( 3) (fog) (3)′ ′− +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 132−       2. 84−   3. 84        4. 132  
23. กําหนดให f (x) ax′′ =  เม่ือ a  เปนคาคงตวั ถาเสนตรง 2x y 6 0+ − =  สัมผัสกับ

กราฟของ f  ที่จุด (1,4)  และ f (0) 8=  แลว 
1

0

f (x)dx∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 22
4

       2. 23
4

  3. 42
4

       4. 43
4

 

24. ถุงใบหนึ่งมีลูกกวาดขนาดเดียวกัน เปนสีแดง 24 เม็ด ที่เหลือเปนลูกกวาดสีขาวและ
ลูกกวาดสีเขียว ถาสุมหยิบลูกกวาดขึ้นมา 1 เม็ด ความนาจะเปนทีจ่ะไดลูกกวาดสีขาวหรือสี
เขียวเทากับ 5/6  และความนาจะเปนที่จะไดลกูกวาดสีเขียวหรือสีแดงเทากับ 3/4  แลว 
จํานวนลูกกวาดสีเขียวเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 36        2. 60   3. 72        4. 84  
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25. ชมรมกีฬาของโรงเรียนแหงหน่ึงมีสมาชิกทั้งหมด 80 คน สมาชิกทุกคนตองเลนกีฬาอยาง
นอยหนึ่งอยาง และมีสมาชิกเปนนักฟุตบอล 49 คน นักบาสเกตบอล 40 คน นักเทนนิส 33 คน 
นักกีฬาทั้งสามอยาง 5 คน นักเทนนิสอยางเดียว 10 คน นักบาสเกตบอลอยางเดียว 13 คน นัก
บาสเกตบอลและนักเทนนสิ 13 คน ความนาจะเปนในการเลือกประธาน รองประธาน และ
เลขานุการของชมรมตําแหนงละ 1 คน จากสมาชิกทั้งหมด โดยที่ประธานตองเปนนักกีฬาทั้ง
สามอยาง และรองประธานจะตองเปนนักกีฬาอยางนอย 2 อยาง เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9
316

      2. 11
316

  3. 15
632

      4. 23
632

 

26. ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตนทุนการผลิตสินคาตอหนวย ( Y ) (หนวยเปนบาท) กับ
จํานวนสินคาที่ผลติไดในแตละวัน (X ) (หนวยเปนชิ้น) ของโรงงานแหงหน่ึงที่ไดจากการเก็บ
ขอมูลตั้งแตวนัที่ 1 – 30 กันยายน 2545 อยูในรูปสมการ Y 8 0.5X= −  ถาจํานวนสินคาที่
โรงงานแหงน้ีผลิตไดในวันที่ 1 – 4 ตุลาคม 2545 เปน 4, 2, 8, 10  ชิ้น ตามลําดับ แลว ความ
แปรปรวนของตนทุนการผลิตสินคาตอหนวยที่ทํานายไดในชวงเวลาดังกลาว เทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 2.5        2. 10   3. 17.5       4. 22.5  
27. ถาน้ําหนักของนักเรียนชั้นอนุบาลในโรงเรียนแหงหน่ึงมีการแจกแจงปกติ โดยมีคามัธยฐาน
เปนสามเทาของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และ 55.57  เปอรเซ็นตของนักเรียนกลุมน้ีมีนํ้าหนัก
นอยกวา 15.7  กิโลกรัม แลว เปอรเซ็นตของนักเรียนกลุมน้ีที่มีนํ้าหนักอยูระหวาง 13  
กิโลกรัม ถึง 18  กิโลกรัม เทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐาน ที่อยูระหวาง 0 ถึง z 

z 0.13 0.14 0.2 0.4 0.6 0.7 
พ้ืนที่ 0.0517 0.0557 0.0793 0.1554 0.2258 0.2580 

 1. 30.51%       2. 33.73%  3. 38.12%       4. 41.34%  
28. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรยีนหองหน่ึง ซ่ึงมีคะแนนเต็ม 70  คะแนน มี
สัมประสิทธิข์องการแปรผันของคะแนนเทากับ 2/7  ถานายบัณฑิตสอบได 65  คะแนน ซ่ึงคิด
เปนคะแนนมาตรฐานเทากบั 3  และนางสาวบังอรสอบไดคะแนนซึ่งคิดเปนคามาตรฐานเทากับ 
1.9  แลว นางสาวบังอรสอบไดคะแนนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 50  คะแนน      2. 52  คะแนน 3. 54  คะแนน      4. 56  คะแนน 
 
 

เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 5   (2) 0.6   (3) 127   (4) 0.625   (5) 2   (6) 1440   (7) 0.8   (8) 102.14 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 2   (3) 2   (4) 1   (5) 4   (6) 2   (7) 3   (8) 1   (9) 4   (10) 4   (11) 3   
(12) 1   (13) 3   (14) 2   (15) 4   (16) 1   (17) 3   (18) 4   (19) 4   (20) 2   (21) 1   (22) 3   
(23) 2   (24) 4   (25) 1   (26) 1   (27) 3   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2546 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x x 1> −  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 5
0

(x 1)(x 3)
−

≥
+ +

 

ถา A B−  คือชวง (a,b)  แลว a b+  มีคาเทากับเทาใด 
 

2. ในรูปสามเหลี่ยม ABC  ถา A 30= °  ดาน BC  ยาว 2  เซนติเมตร และดาน AC  ยาว 3  
เซนติเมตร แลว 4sin3B  มีคาเทาใด 
 

3. ถา 9log 3 , x
9log (3 2)− , x

9log (3 16)+  เปนสามพจนแรกที่เรียงกันในอนุกรมเลขคณิต 
และ S  เปนผลบวกของสี่พจนแรกของอนุกรมนี้ แลว S3  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให A  และ B  เปนเมตริกซขนาด 2 2×  

ถา 5 4
A 2B

8 16
⎡ ⎤

+ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 2 1
A B

1 5
⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 แลว 1det(2A B)−  มีคาเทากบัเทาใด 

 

5. กําหนดสมการจุดประสงคคือ P 3x 2y= +  โดยมีอสมการขอจํากัดคือ 0 x 4≤ ≤  และ 
6 x y 7≤ + ≤  แลว คาสูงสดุของ P  เทากบัเทาใด 
 

6. ถา u 4i 3 j= + , v u=  และ 8u v =+  แลว u v⋅  มีคาเทาใด 
 

7. สลาก 11 ใบ มีหมายเลข 1 ถึง 11 กํากับอยูใบละ 1 หมายเลข สุมหยิบสลากมา 4 ใบ ความ
นาจะเปนที่สลากที่หยิบมา มีผลคูณของหมายเลขเปนจํานวนคู แตผลบวกของหมายเลขเปน
จํานวนคี่ มีคาเทาใด (ตอบทศนิยม 2 ตําแหนง) 
 

8. กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหน่ึงดังน้ี 
คะแนน ความถี่ 
16 – 18 
19 – 21 
22 – 24 
25 – 27 
28 – 30 

a 
2 
3 
6 
4 

ถาควอรไทลที่หน่ึง ( 1Q ) เทากับ 18.5  คะแนน แลว มัธยฐานของคะแนนสอบวิชาคณติศาสตร
ของนักเรียนหองนี้เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A {1,2}= , B {1,2,3,...,10}=  
เซต 1 1{ f | f : A − B>  และมี x A∈  ซ่ึง f (x) x}=  มีจํานวนสมาชิกเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 16        2. 17   3. 18        4. 19  
2. ให p , q  และ r  เปนประพจน พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา [(p r) q] (p q)∧ ∧ → ∧∼ ∼  เปนเท็จ แลว (p q) r∨ →  เปนจริง 
     ข. ถา q r∨ ∼  เปนเท็จ แลว [p (q r)] q∨ → → ∼  เปนเท็จ 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. กําหนดให p , q , r  และ s  เปนประพจน ในการอางเหตุผล 
ถา “เหต”ุ คือ 1. (p q) (r s)∨ → ∧  
        2. r s→ ∼  
แลว ประพจนในขอใดตอไปนี้เปน “ผล” ที่ทําใหการอางเหตุผลมีความสมเหตุสมผล 
 1. p        2. q   3. p q∧∼ ∼       4. p q∧∼  
4. ให A , B  และ C  เปนเซตซึ่ง n(A B) 16∪ = , n(A) 8= , n(B) 14= , n(C) 5=  และ 
n(A B C) 2∩ ∩ =  คาสูงสุดของ n[(A B) (C A)]∩ × −  ที่เปนไปได เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 12   3. 18        4. 24  
5. กําหนดให I  คือเซตของจํานวนเต็ม และ S {x | 1 1 50}x 1 x 1= − ⋅ + <− −  
จํานวนสมาชกิของเซต S I∩  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 13        2. 14   3. 15        4. 16  
6. กําหนดให f  และ g  เปนฟงกชัน ซ่ึง f (x) 0<  ทุก x  

ถา 2(gof)(x) 2[f (x)] 2 f (x) 4= + −  และ 1 x 1
g (x)

3
− +

=  แลว 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. gof  เปนฟงกชันคงตัว            ข. f (100) g(100) 300+ =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
7. กําหนดให 2f (x) (x 1)= − −  ทุก x 1≤  และ g(x) 1 x= −  ทุก x 1≤  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1f (x) 1 x− = −  ทุก x 0≤            ข. 1 1 1 3
(g of )( )

4 4
− − − =  
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ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
8. กําหนดให r {(x,y) | 0 x, 0 y 5= ≤ ≤ ≤  และ 2 2x y 2x 6y 8}− − + ≤  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. rD [0,3]=              ข. ถา 0 c<  และ (3,c) r∈  แลว c 5=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

9. ถา arccos x arcsin x
6

− =
π  แลว arccos x arctan 2x−  มีคาเทากับขอใด

ตอไปน้ี 

 1. 
12
π        2. 5

12
π   3. 7

12
π        4. 11

12
π  

10. ให E  เปนวงรีซ่ึงผลบวกของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรี E  ไปยังจุด ( 3,2)−  และ 
(5,2) เทากับ 12  หนวย ถา A  และ B  เปนจุดยอดของวงรี E  และวงรี E  ตัดแกน y  ที่จุด 
C  และ D  แลว พ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 10 5  ตารางหนวย   2. 20 5  ตารางหนวย 
 3. 10 7  ตารางหนวย   4. 20 7  ตารางหนวย 
11. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ A(a,1) , B( 5, 4)− − , C(1, 2)− , D(2,3)  เปนจุด
ยอดของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  ถา L  เปนเสนตรงทีต่ั้งฉากกับ AC  และผานจุด
กึ่งกลางของดาน AC  แลว สมการของเสนตรง L  คือสมการในขอใดตอไปนี้ 
 1. 5x 3y 6 0− + =    2. 5x 3y 6 0− − =  
 3. 5x 3y 9 0+ + =    4. 5x 3y 9 0+ − =  
12. เซตคําตอบของอสมการ x 2(4 2) log(1 x ) 0− − >  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( 2, 1/2)−       2. ( 1/2, 2)−  3. (0, 10)      4. (1/2, 20)  

13. กําหนดให 
x 2 x x 1

A 0 x x 1
x 1 1 x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

 และ x x 1
B

2x 3
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ถา x  เปนจํานวนจริงที่ทําให det (A) 0=  แลว adj B  คือเมตริกซในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3 2
2 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    2. 3 0
2 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 3. 3 3
4 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    4. 3 1
4 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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14. ให A , B  เปนจุดสองจุดบนเสนตรง y 2x=  ถาจุด C ( 2,1)−  ทําให CA CB 0⋅ =  
และ CA CB=  แลว รูปสามเหลี่ยม ABC  มีพ้ืนที่เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 5  ตารางหนวย   2. 10  ตารางหนวย 
 3. 5  ตารางหนวย   4. 10  ตารางหนวย 
15. กําหนดให 1z , 2z , 3z  เปนรากของสมการ 3(1 i) z 2− =  โดยที่ 1z , 2z , 3z  อยูใน 
ควอดรันตที่ 1 , 2 , 3  ตามลําดับ 2

1 3 2z z z+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2i−        2. 2i   3. 2−        4. 2  
16. กําหนดให a , b  เปนจํานวนจริง และ 4 3 2f (x) x 6x 15x ax b= − + + +  ถาจํานวน
เชิงซอน 1 i+  และ 2 i+  เปนรากของ f (x)  แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 10−      2. 8−   3. 8        4. 10  

17. 2 2
3x 0

1
lim 1 x 1 x (1 x)(1 x ) (1 x)(1 x )

x→
⎡ ⎤+ − − − + − + − −⎣ ⎦  มีคาเทากับขอใด

ตอไปน้ี 

 1. 0       2. 1
4

  3. 1
2

       4. 1 

18. กําหนดให f  และ g  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่จุด x 4=  และ 

2

x 4
f (x) ,x 4

g(x) x 2

4 kx ,x 4

⎧ −⎛ ⎞
≠⎪ ⎜ ⎟= −⎨ ⎝ ⎠

⎪ − =⎩

    โดยที่ k  เปนคาคงตวั 

ถากราฟของ f  ตัดเสนตรง y x 1= +  ที่จุดซึ่ง x 4=  แลว k  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. ( 3, 1)− −      2. ( 2, 0)−   3. ( 1, 1)−       4. (0, 2) 

19. กําหนดให f  เปนฟงกชันซึ่ง f (x) 2x 1′′ = +  ถาคาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับ 1
2

 ที่ 

x 1= −  แลว คาต่ําสดุสัมพัทธของ f  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1−       2. 1
3

−   3. 0        4. 1
3

 

20. ในการจัดไปทัศนศึกษาครั้งหน่ึง ผูจัดคิดคาบริการเปนเง่ือนไขดังน้ี 
ถามีผูรวมเดินทาง 50 คน ผูจัดจะคิดคาบริการอัตราหนึ่ง 
ถามีผูรวมเดินทาง 51 คน คาบริการจะลดลงคนละ 2 บาท 
ถามีผูรวมเดินทาง 52 คน คาบริการจะลดลงคนละ 4 บาท 
ถามีผูรวมเดินทาง 53 คน คาบริการจะลดลงคนละ 6 บาท เปนเชนน้ีเรื่อยไป 
ปรากฏวา ถามีผูรวมเดินทาง 90 คน แลวจะเก็บคาบรกิารไดมากที่สุด 
ถามีผูรวมเดินทาง 100 คน จะเก็บคาบริการไดทั้งหมดเปนเงินเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 16,000 บาท      2. 16,200 บาท 3. 16,400 บาท      4. 16,600 บาท 
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21. ถาความชันของเสนโคง y f (x)=  ที่จุด (x,y)  ใดๆ เทากับ 2x 3x 2− +  และ 
2

0

f (x)dx 4=∫  แลว จุด (x,y)  ในขอใดตอไปน้ีอยูบนเสนโคง y f (x)=  

 1. 4
(0, )

3
      2. 4

(0, )
3

−  3. 13
(1, )

4
      4. 13

(1, )
4

−  

22. กําหนดให A  เปนบริเวณในระนาบ xy  ซ่ึงปดลอมดวยพาราโบลา 2y x 7= −  และแกน 
x  จาก x 0=  ถึง x a=  เม่ือ a  เปนคาคงตัว ถาพื้นที่ของบริเวณ A  สวนที่อยูเหนือแกน 
x  มากกวาพื้นที่ของบริเวณ A  สวนที่อยูใตแกน x  เทากับ 2a  ตารางหนวย แลว a  คือ
จํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 3       2. 3 3   3. 5        4. 7  
23. มีคนงานหญิง 6 คน และคนงานชาย 8 คน ซ่ึงมีนายดํารวมอยูดวย ถาจะเลือกคนงาน 4 คน 
ไปทํางานที่ตางกัน 4 ประเภท โดยใหเปนหญิง 2 คน เปนชาย 2 คน และใหมีนายดํารวมอยูใน 
4 คนนี้ดวย จํานวนวธิีการเลือกคนงานดังกลาวจะเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1920  วิธี      2. 2400  วิธ ี 3. 2520  วิธี      4. 2880  วิธ ี
24. นายกวีและนายขจรไดรับเชิญไปงานเลี้ยง ซ่ึงมีผูไดรับเชิญทั้งหมด 20 คน เจาภาพจัด (โดย
สุม) ใหผูรวมงานนั่งโตะกลม 2 โตะ ๆ ละ 10 ที่น่ัง ความนาจะเปนที่นายกวีและนายขจรจะไดน่ัง
ติดกันในโตะตัวเดียวกันเทากับขอใด 

 1. 1
19

       2. 2
19

  3. 2
9

       4. 4
9

 

25. จากการศึกษาความสัมพันธระหวางยอดขาย ( Y ) (หนวยเปนหม่ืนบาท) ของพนักงานขาย
ประกันในบรษิัทประกันภัยแหงหน่ึงกับประสบการณการขาย (X ) (หนวยเปนป) ของพนักงาน
ขาย โดยเก็บขอมูลจากพนักงานขายประกัน 8  คน ไดขอมูลดังน้ี 

8

i
i 1

X 48
=

=∑ , 
8

i
i 1

Y 41
=

=∑ , 
8

i i
i 1

X Y 286
=

=∑ , 
8

2
i

i 1

X 348
=

=∑      พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. ถาพนักงานขายประกันคนหนึ่งมีประสบการณการขาย 6  ป ยอดขายโดยประมาณของ
พนักงานคนนี้เทากับ 51,250  บาท 
     ข. ประสบการณการขายเพิ่มขึ้น 1 ป ทําใหยอดขายประกันเพ่ิมขึ้น 11,250  บาท 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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26. ในการสอบครั้งหน่ึง มีผูเขาสอบจํานวนหนึ่งซ่ึงมีนายคณิตและนายวิทยารวมอยูดวย โดยที่
คาเฉลี่ยเลขคณิตของผลการสอบเทากับ 60  คะแนน และสัมประสิทธิข์องการแปรผันเทากับ 
0.25  นายคณิตสอบไดมากกวานายวิทยา 9  คะแนน และผลบวกของคามาตรฐานของ
คะแนนของคนทั้งสองเทากับ 1.5  
ถาให A =  คามาตรฐานของคะแนนของนายคณิต และ B =  คะแนนของนายวิทยา 
แลว A  และ B  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. A 0.45= , B 65.75=  คะแนน 2. A 0.45= , B 66=  คะแนน 
 3. A 1.05= , B 66.75=  คะแนน 4. A 1.05= , B 68=  คะแนน 
27. การแจกแจงความสูงของนักเรียนกลุมหนึ่งเปนการแจกแจงปกติ ถานักเรียนที่มีความสูง
มากกวา 149.4  เซนติเมตร มีอยู 3%  และนักเรียนที่มีความสูงนอยกวาฐานนยิมแตมากกวา 
136.5  เซนติเมตร มีอยู 25.8%  แลว ขอใดตอไปน้ีคือฐานนิยม และความแปรปรวนของ
ความสูงของนักเรียนกลุมน้ีตามลําดับ 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐานที่อยูระหวาง 0  ถึง z  

z 0.3 0.7 1.49 1.88 
พ้ืนที่ 0.1179 0.2580 0.4139 0.4700 

 1. 144.4 , 5        2. 144.4 , 25  3. 140 , 5       4. 140 , 25  
28. รานสุขสวสัดิ์จําหนายเสื้อนักเรียนยี่หอหน่ึง โดยที่ราคาของเสื้อนักเรียนในป 2544 และ 
2545 เปนดังน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดเสื้อนักเรียน 

2544 2545 
เล็ก 
กลาง 
ใหญ 

100 
115 
125 

105 
125 
130 

ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2544 เทียบกบั พ.ศ. 2543 เทากับ 1.19 แลว 
ดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2545 เทียบกับ พ.ศ. 2543 เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.06       2. 1.12  3. 1.16       4. 1.26 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 5.5   (2) 2.25   (3) 243   (4) 8   (5) 18   (6) 7   (7) 0.48   (8) 24.5 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 4   (3) 3   (4) 3   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 4   (9) 1   (10) 4   (11) 1   
(12) 1   (13) 4   (14) 3   (15) 1   (16) 2   (17) 3   (18) 2   (19) 4   (20) 1   (21) 1   (22) 2   
(23) 3   (24) 2   (25) 2   (26) 3   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2546 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A,B  เปนเซต ซ่ึง n(A) a, n(B) b= =  ถา n[(A B) (B A)] 7− ∪ − =  และ 
n(A B) 40× =  แลว n({C | C A B⊆ ∪  และ n(C) 2})≤  เทากับเทาใด 
 

2. กําหนดให a 0>  และ 2f (x) ax ,x 0= ≥  และ 3g(x) x=  

ถา 1(f og)(4) 2− =  แลว 
1

1

f (64)
g (64)

−

−
 มีคาเทากับเทาใด 

 

3. กําหนดให 3 2f (x) x kx mx 4= + + +  เม่ือ k  และ m  เปนคาคงตวั 
ถา x 2−  เปนตัวประกอบหนึ่งของ f (x)  และ เม่ือนํา x 1+  ไปหาร f (x)  เหลือเศษ 3  แลว 
คาสัมบูรณของ k m+  เทากับเทาใด 
 

4. 4 4
1 cos( (arccos arctan ))

2 5 3
+ + −

π  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. กําหนดเวกเตอร a, b, c  ดังน้ี a 4i 2 j= − , a b 6 i 4 j+ = +  และ 

1 2c c i c j= +  โดยที่ 1c 0> , 2c 0>  และ 2 17c =  
ถา c  ตั้งฉากกับ (a b)−  แลว 1 2c c+  มีคาเทากับเทาใด 
 

6. กําหนดใหเสนตรง y 6x 5= − −  สัมผัสเสนโคง y f (x)=  ที่จุด x 1= −  ถา 
3 2f (x) ax bx 3= + −  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริงแลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับเทาใด 

 

7. ในการศึกษาความสัมพันธเชิงฟงกชันของปริมาณนมโดยเฉลี่ย (ลติร) ที่เด็กแตละคนในตําบล
หน่ึงบริโภคตอป ( Y ) ระหวางป พ.ศ. 2538 – 2545 พบวา เม่ือเปลี่ยนชวงเวลาใหอยูในรูปของ
คา X  ดังน้ี 

พ.ศ. 2538 2539 2540 2541 2542 2543 2544 2545 
X -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 

จะไดสมการแสดงความสัมพันธ (ทศนิยม 2 ตําแหนง) เปน Y 0.54X 38.85= +  
ถาใชความสัมพันธน้ีทํานายปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแตละคนในตําบลนี้บริโภคใน พ.ศ. 2547 
แลว จะไดวาปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแตละคนบริโภคโดยประมาณ เทากับเทาใด 
 

8. ขอสอบชุดหนึ่งมี 2 ตอน ตอนละ 4 ขอ มีคําสั่งใหผูสอบทําขอสอบตอนที่หน่ึงอยางนอย 1 ขอ 
และทําขอสอบตอนที่สอง 2 ขอ จํานวนวิธีทีผู่สอบจะทําขอสอบชุดนี้ เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา a, b  และ c  เปนจํานวนเต็มซ่ึง a| (2b c)−  และ 2a | (b c)+  แลว a| 3c  

     ข. ถา 
2x 2x 2

x 2
A {x R | 1}

− +

−
= ∈ <  และ 3 2B {x R | x 2x 0}= ∈ − <  แลว A B=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
2. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p q∧    ข. เหต ุ      1) P(x) Q(x)→ ∼  
  2) (q r) (s p)∨ → ∧         2) Q(x) R (x)∨  
  3) p r→ ∼        ผล      P(x) R (x)→  
         ผล  s r∧ ∼  
ขอความใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผลทัง้คู      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผลทั้งคู 
3. ใหเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง 
ถา P(x)  แทนขอความ 2x 3x 0− <  และ Q(x)  แทนขอความ 1/32 log x 1− < < −  แลว 
ประโยคในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. x[P(x) Q(x)]∀ →   2. x[Q(x) P(x)]∀ →  
 3. x[ P(x) Q(x)]∀ →∼   4. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼  
4. กําหนดให f, g  เปนฟงกชันซึ่ง fD [0, )= ∞  โดยที่ 1 2f (x) x− = , x 0≥  และ 

1 2g (x) (f (x)) 1− = + , x 0≥  ถา a 0>  และ f (a) g(a) 19+ =  แลว 
1 1f (a) g (a)− −+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 273     2. 274  
 3. 513     4. 514  

5. กําหนดให a 0>  และ 
x

3

a(10 ) ,x 1
g(x)

x 1 ,x 1

⎧ − <⎪= ⎨
− ≥⎪⎩

 

ถา gR ( 2.5, )= − ∞  แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1g (a 1) log 2− − =   ข. 1

3

log(4|x|) ,x 0
g (x)

x 1 ,x 0
−

<⎧⎪= ⎨
+ ≥⎪⎩

 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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6. ให 
2x 4

r {(x,y) | y }
x 2

−
= =

−
 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. r4 R∈     ข. 1r
R [0,4) (4, )− = ∪ ∞  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
7. ให H เปนไฮเพอรโบลา 2 212y 4x 72y 16x 44 0− + + + =  ซ่ึงมีจุดโฟกัสคือ 1F  และ 2F  
ให E  เปนวงรีซ่ึงมีจุดศูนยกลางรวมกับ H โดยมี 1F  และ 2F  เปนจุดยอด และสัมผัสแกน y  
ถา E  ตัดแกน x  ที่จุด A  และ B  แลว AB  ยาวเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 8  หนวย      2. 7  หนวย 3. 6  หนวย      4. 5  หนวย 
8. กําหนดใหวงกลม C  มีจุดศูนยกลางอยูที่จุดโฟกัสของพาราโบลา 2y 1 (8 x)= − −  ถา
เสนตรง 3x 4y 5 0− + =  เปนเสนสัมผัสวงกลม C  แลว จุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลม C  
 1. (0, 1 5)+     2. (1 2 2, 0)−  
 3. ( 1, 1)− −     4. (2, 2)−  

9. ถา sin A 2
sin B 3

=  และ cos A 1
cos B 2

=  แลว 2tan B  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4        2. 3 2   3. 1       4. 2 3  
10. ถา a, b  เปนคําตอบของสมการ x x 1 x 26 3 2 12 0+ +− − + =  แลว 
คําตอบของสมการ 2x 1 x(ab) (ab 3)+ = +  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. log 3
log 2 log 3−

   2. log 4
log 7 log 16−

 

 3. 
3

1
log 8 2−

    4. 
2

1
log 5 2−

 

11. กําหนดให S  เปนเซตคาํตอบของอสมการ x
x 3log 1
x 1
+⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟

⎝ − ⎠
 และ 

3
T {log x | x S}= ∈  แลว T  เปนสับเซตของชวงใดตอไปน้ี 
 1. [0,2]      2. [1,3]  3. [1/2,5/2]           4. [1/3,7/3]  

12. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ 
a 1 2a 6

A 6 a 3
a 2 a

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ถา 11M (A) 18=  และ 22M (A) 12= −  แลว 31C (A) เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 57−       2. 33−   3. 15−       4. 3−  
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13. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ 
1 0 2

A 0 3 0
4 0 a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ถา a 10>  และ det (adj A) 225=  แลว a  มีคาเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 11        2. 12   3. 13        4. 14  
14. กําหนดสมการจุดประสงคคือ 2P (x,y) (a 1)x ay= − +  โดยที่ a  เปนจํานวนจริงบวก 
ซ่ึง 2a a 2 0− − ≥  และมีอสมการขอจํากัดคือ 2 x 4≤ ≤ , y 1≥  และ x y 7+ ≤  ถา
คาสูงสุดของ P (x,y)  เทากับ 41 แลว a  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [2,2.5)       2. [2.5,3)  3. [3,3.5)       4. [3.5,4)  
15. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา และ D  เปนจุดบนดาน BC  ซ่ึงทําให 
|BD|:|BC| 1 : 3=  พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 3AD 2 AB BC= +   ข. 21
AD BC |BC|

6
⋅ = −  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. กําหนดจํานวนเชิงซอน 1z a= , 2z b (cos i sin )= θ + θ  โดยที่ a 0> , b 0>  
และ 0 2< θ < π  ถา 1 2 1 2 1 22i|z z |sin c z z dz zθ = +  โดยที่ c, d  เปนจํานวนจริง 
แลว 5c 2d+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4        2. 3   3. 2        4. 1 

17. ให z a bi= +  ซ่ึง b 0>  ถา z  สอดคลองกับ 
2

2

z 4z 32
1

z 64
+ −

=
−

 และ z z 61=  

แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 9        2. 10   3. 11        4. 12  
18. กําหนดให 2f (x) | x 4x |= +  และ 2g(x) | x 16 |= −  
ถา a, b  เปนคําตอบทั้งสองของสมการ f (x) g(x)=  แลว 

x a x b

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g(x)→ →
+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

       2. 5
6

  3. 1
2

       4. 1
3

 

19. ให x  เปนจํานวนจริง ซ่ึง |x| 1<  ถาอนุกรม 
2 2 2 3 31 1 1

1 (1 x)( ) (1 x x )( ) (1 x x x )( ) ...
2 2 2

+ + + + + + + + + +  มีผลบวกเทากับ 16
7

 แลว 

x  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

−        2. 1
4

−   3. 1
3

       4. 1
4
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20. กําหนดให g  เปนฟงกชันพหุนาม และ f (x) xg(x)=  ถา 3 2f (x) 4x 9x′ = +  และ 

f (0) 0=  แลว f (x)d
g(x 1)dx
⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 ที่จุด x 2= −  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4−        2. 2−   3. 2        4. 4  
21. กําหนดให 2f (x) x 1= −  พิจารณาขอความตอไปนี้ 

     ก. 
1

1

4
f (x)dx

3−

=∫  

     ข. พ้ืนที่ที่ปดลอมดวยโคง y f (x)=  จาก x 1= −  ถึง x 1=  เทากับ 4
3

 ตารางหนวย 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
22. กําหนดให a, b  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) x ax bx 1= + + +  ถา f (1) 15′ =  และ 
1

0

55
f (x)dx

12
=∫  แลว f (1) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9        2. 10   3. 11        4. 12  
23. กลองใบหนึ่งมีลูกแกวขนาดเดียวกัน 3 สี เปนสีขาว 4 ลูก สีแดงและสีเขียวมีจํานวนเทากัน 
เม่ือสุมหยิบลกูแกวมา 2 ลูก ความนาจะเปนที่จะไดลูกแกวสีขาวทั้ง 2 ลูกเทากับ 2/15  ถาสุม
หยิบลูกแกวมา 4 ลูก ความนาจะเปนที่จะไดลูกแกวเปนสีเขียว 1 ลูก และสีแดงอยางนอย 1 ลูก 
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 30
70

       2. 31
70

  3. 29
35

       4. 33
35

 

24. ในการยืนเรียงเปนแถวตรงของนักเรยีนชาย 6 คน และนักเรียนหญิง 4 คน ถาความนาจะ
เปนที่ไมมีนักเรียนหญิงสองคนใดยืนติดกันเลย เทากบั a  และความนาจะเปนที่นักเรียนหญิง
ทั้งหมดตองยืนติดกันเทากบั b  แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0.20       2. 0.25   3. 0.30       4. 0.35  
25. ในการสํารวจน้ําหนักตวัของนักเรียน 200 คน มีการแจกแจงความถี่ดังน้ี 

นํ้าหนักตัว (ก.ก.) ความถี่ 
19 – 22 
23 – 26 
27 – 30 
31 – 34 
35 – 38 

20 
60 
30 
40 
50 

จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. นํ้าหนักตัวของนักเรียน 200 คนนี้ มีฐานนิยมมากกวามัธยฐาน 
     ข. สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนควอรไทลของน้ําหนักตัวนักเรยีน 200 คนนี้เทากับ 0.15  
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ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
26. โรงงานแหงหน่ึงคัดเลือกคนงานจากผูสมัครเขาทํางานทั้งหมด โดยมีเง่ือนไขวาผูที่จะไดรับ
การพิจารณาคัดเลือกเขาทาํงานตองมีคามาตรฐานของอายุไมนอยกวา 1.5  และไมเกนิ 3.5  
ถาคาเฉลีย่เลขคณิตและความแปรปรวนของอายุของผูสมัครทั้งหมดเปน 23  ป และ a  ป2 
ตามลําดับ และถานําคามาตรฐานของอายุของผูสมัครทัง้หมดมาหาความแปรปรวนไดความ
แปรปรวนเทากับ a/4  แลว ผูสมัครที่อยูในขายที่จะไดรับการคัดเลือกเขาทํางานจะตองมีอายุ
ตามขอใดตอไปน้ี 
 1. ไมนอยกวา 26  ป และไมเกิน 37  ป       2. ไมนอยกวา 29  ป และไมเกิน 37  ป 
 3. ไมนอยกวา 26  ป และไมเกิน 30  ป       4. ไมนอยกวา 29  ป และไมเกิน 30  ป 
27. ในการสอบวิชาหนึ่งมีนักเรียนสอบสองหอง เปนหอง ก และหอง ข พบวาคะแนนสอบของ
ทั้งสองหองมีการแจกแจงปกติ โดยมีมัธยฐานเทากันและเทากับ a  สัมประสิทธิข์องการแปรผัน
ของคะแนนของนักเรียนหอง ก และหอง ข เทากับ c  และ c 5 a+  ตามลําดับ ถาในการสอบ
ครั้งน้ีเด็กหญิงสดซึ่งอยูหอง ก และเด็กหญิงใสซึ่งอยูหอง ข ทําคะแนนไดในตําแหนงเปอรเซน
ไทลที่ 78.81 ทั้งคู แลวเด็กหญิงใสไดคะแนนมากกวาเด็กหญิงสดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 

z 0.70 0.80 0.90 
A 0.2580 0.2881 0.3159 

 1. 5        2. 4   3. 3.5        4. 2  
28. ใหป พ.ศ. 2539 เปนปฐาน ในการหาดัชนีราคาผูบริโภคตั้งแต พ.ศ. 2540 เปนตนไป สมมติ
วาดัชนีราคาผูบริโภคใน พ.ศ. 2540 เทากับ 104 และคาครองชีพใน พ.ศ. 2543 สูงกวาคาครอง
ชีพใน พ.ศ. 2540 เทากับ 25 เปอรเซ็นต ถานายสุจริตมีรายไดตอเดือนที่แทจริงใน พ.ศ. 2543 
เทากับ 20,000 บาท แลว เขามรีายไดตอเดือนเปนตัวเงินเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 23,000 บาท      2. 24,000 บาท 3. 25,000 บาท      4. 26,000 บาท 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 56   (2) 0.5   (3) 4   (4) 1.28   (5) 10   (6) 5   (7) 44.79   (8) 90 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 1   (3) 4   (4) 1   (5) 4   (6) 3   (7) 2   (8) ไมมีขอถูก   (9) 2   (10) 4   
(11) 1   (12) 2   (13) 3   (14) 3   (15) 3   (16) 2   (17) 3   (18) 1   (19) 4   (20) 1   (21) 3   
(22) 2   (23) 2   (24) 1   (25) 4   (26) 3   (27) 2   (28) 4 
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เตรียมเอ็นทรานซ : มีนาคม 2547 ชุดที่ 1 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา a  เปนจํานวนจริงที่นอยที่สุดที่ทําให 2x 4x 3 a− + ≤  
ทุกคา x  ซ่ึง 4x 11 5− ≤  แลว a  มีคาเทากับเทาใด 
 

2. กําหนดให 24sin x 11cosx 1 0+ − =  

แลว 2cot (x ) sec (x 3 )
2

+ + −
π π  มีคาเทากับเทาใด 

 

3. ถา 2 3 10
a a a alog (ax) 2 log (a x) 3 log (a x) ... 10 log (a x) 110+ + + + =  

เม่ือ 5a 0.5=  แลว จะไดวา x  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให cos sin
A

sin cos
θ θ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− θ θ⎣ ⎦
 ถา 4A I 0+ =  แลว คาของ sin 8θ  เทากับเทาใด 

 

5. กําหนด 
2k

k

       x           ,x 2
f (x)

( 8 1) x 8  ,x 2

⎧ ≤⎪= ⎨
− + >⎪⎩

 

ถา k  เปนจํานวนจริงที่ทําให f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 2=  

แลวคาของ 
2

0

f (x) dx∫  เทากับเทาใด 
 

6. กลองใบหนึ่งมีลูกบอลสแีดง 7 ลูก และสีขาว 3 ลูก สุมลูกบอลจากกลองจํานวน 3 ลูกพรอม
กัน ความนาจะเปนที่จะไดลกูบอลสีขาว 2 ลูก หรือสีแดง 2 ลูก มีคาเทากับเทาใด 
 

7. ในจํานวนเด็ก 4 คน มีสองคนที่นํ้าหนักเทากัน และน้ําหนักนอยกวาอีกสองคนที่เหลือ ถาฐาน
นิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของเด็กทั้ง 4 คนนี้ไดแก 40, 41 และ 6 กิโลกรัม ตามลําดับ 
แลวคาความแปรปรวนของน้ําหนักของเด็ก 4 คนนี้เทากับเทาใด 
 

8. ตารางแสดงราคาสินคา 3 ชนิดใน พ.ศ. 2534 ถึง พ.ศ. 2536 เปนดังน้ี ถาดัชนีราคาของ
สินคาทั้ง 3 ชนิดใน พ.ศ. 2535 และ 2536 เม่ือคิดโดยใชดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ยราคา
สัมพัทธ เพ่ิมจาก พ.ศ. 2534 รอยละ 10

3  และ 53  ตามลําดับแลว y x−  มีคาเทากับเทาใด 
 

ราคา (บาท) 
รายการสินคา 

2534 2535 2536 
เข็มขัดหนัง 800 800 600 
กระเปาหนัง x y 1,200 
รองเทาหนัง 1,000 1,000 1,100 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   303 

ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. จํานวนสมาชิกของเซต 
1 1{ f : (B A) −− (A B) | n(A) 8> − =  และ n(B) 6=  และ n(A B) 3}∩ =  

มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 15   3. 60        4. 125  
2. กําหนด A B⊂  และ C {A,B}=  ถา P(C) แทนเพาเวอรเซตของ C  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. A P(C)∈  และ B P(C)∈       ข. A B C∪ ∈  และ A B C∩ ∈  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

3. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 1
2

x 2
−

>
+

 

f (x) (3 x)(2 x)= + − , 1
g(x)

x 3
=

+
 

และ c  เปนขอบเขตบนคานอยที่สุดของ f gA D ⋅∩  แลว c  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4−        2. 2−   3. 0        4. 2  
4. ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนเต็ม ประพจนในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ > ∨ ≤ → ∀ > ∨∀ ≤  
 2. ( )x[x 0] x[x 0] x[(x 0) (x 0)]∃ > ∧ ∃ ≤ →∃ > ∧ ≤  
 3. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ > → > → ∃ > →∀ >  
 4. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ ≤ → ≤ → ∀ ≤ →∀ ≤  
5. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p q→ ∼   ข. เหต ุ      1) P(x) Q(x)∧  
  2) q r∨         2) Q(x) R (x)→  
  3) r∼          3) R(x) S(x)∨∼  
         ผล  p        ผล      S(x)  
ขอความใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผลทัง้คู      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผลทั้งคู 
6. ให 2 2r {(x,y) | 9x 4y 18x 16y 11 0}= + − + − =  
แลว 1 1r r

D R− −∩  เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปน้ี 
 1. [ 5, 1]− −       2. [ 1,1]−   3. [1,3]      4. [3,5] 
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7. กําหนดให 2f (x) x 2x 1= + −  และ 3 2g(x) x 3x 3x 9= + + +  
แลว คาของ 1(fog )(7)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
8. กําหนดฟงกชัน f  และ g  ภายในเซตของจํานวนจริง  

โดย f (x) 1 x= +  และ 1
g(x)

f (x)
=  พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1(gof)
D {0}− = −        ข. 1(gof)

R { 1}− = − −  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. ถา 22arcsinx arcsin (2x 1 x ) arctan 3+ − =  

แลว arcsinx
5
+

π  มีคาอยูในชวงใดตอไปนี้ 

 1. ( , )
2 4

− −
π π       2. ( ,0)

4
−
π  3. (0, )

4
π       4. ( , )

4 2
π π  

10. ถา O  เปนจุดกําเนิด และ C  เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 2 2x y 4x 8y 11 0+ + − + =  
แลว สมการของเสนตรง OC  และสมการของวงกลมที่มี OC  เปนเสนผานศนูยกลางเสนหนึ่ง 
ตรงกับสมการในขอใดตอไปน้ี 
 1. y 2x= −  และ 2 2x y 2x 4y 0+ + − =  

2. y 2x= −  และ 2 2x y 2x 4y 15+ + − =  
 3. y 2x=  และ 2 2x y 2x 4y 0+ + − =  

4. y 2x=  และ 2 2x y 2x 4y 15+ + − =  
11. กําหนดให E  เปนวงรีซ่ึงมีสมการเปน 2 26x 5y 12x 20y 4 0+ + − − =  และ H เปน
ไฮเพอรโบลาซึ่งมีจุดศูนยกลางรวมกับ E , มีจุดยอดทับจุดโฟกัสของ E  และมีความยาวแกน 
สังยุคเทากับความยาวแกนโทของ E  ขอใดตอไปน้ีเปนสมการของไฮเพอรโบลา H 
 1. 2 2x 5y 2x 20y 14 0− + + − =  2. 2 2x 5y 2x 20y 14 0− − − + =  
 3. 2 2x 5y 2x 20y 18 0− + + − =  4. 2 2x 5y 2x 20y 18 0− − − + =  

12. ถา x (1 x)2 9
A {x R | ( ) }

3 4
−= ∈ >  แลว 

เซต B  เปนชวงในขอใดตอไปนี้ที่ทําให B A '∩ = ∅  
 1. ( 2, 1)− −       2. ( 1,0)−   3. (0,1)       4. (1,2)  

13. ถา AB BA I= =  และ 
a 0 2

A 0 2 0
a 0 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 โดยที่ det (3I A) 8− =  แลว 

det (B adj A) มีคาเทากับเทาใด 
 1. 40−       2. 8−   3. 8        4. 40  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   305 

14. กําหนดสมการจุดประสงคคือ P (x,y) (a/2)x 25y= +  โดยที่ a  เปนจํานวนจริงบวก 
และมีอสมการขอจํากัดคือ x 0≥ , y 0≥ , x y 5+ ≤  และ x 2y 8+ ≤  ถาคาสูงสุดของ 
P (x,y)  เทากับ 150  แลว a  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [40,50)       2. [50,60)  3. [60,70)       4. [70,80)  
15. ถา u v=  แลวมุมระหวาง u  กับ v  ที่ทําให u v 2 u v+ = −  อยูในชวงในขอใด
ตอไปน้ี 

 1. [0, )
4
π       2. [ , )

4 2
π π   3. 3

[ , )
2 4
π π       4. 3

[ , )
4
π π  

16. ให ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน มีพ้ืนที่ 24  ตารางหนวย และ AB AD 3⋅ =  
ถา θ  คือมุมระหวาง AB  กับ AD  แลว tanθ  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 1/8        2. 1/4   3. 4        4. 8  
17. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง z 0≠  และ 3(5 12i)z ( 3 4i) 130 z− − + =  
แลว Re (z z)⋅  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2        2. 2   3. 1

2
       4. 1

2
 

18. ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์
ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ (1 3 i)+  เปนรากหนึ่งของ P(x)  
แลวรากทีเ่ปนจํานวนจริงของ P(x)  คือคาในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 4
3

  3. 5
4

       4. 4
5

 

19. ให 

1x
,   x 1

1 x
f (x)

1 x
,   x 1

1 x

−⎧
<⎪

−⎪= ⎨
−⎪ >⎪ −⎩

 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. 

x 1
lim f (x)

−→
 และ 

x 1
lim f (x)

+→
 หาคาไมได 

 2. 
x 1
lim f (x) 0

−→
>  และ 

x 1
lim f (x) 0

+→
<  

 3. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) 2

− +→ →
+ =  

 4. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) 2

− +→ →
+ = −  

20. กําหนดให g(x)  เปนฟงกชันพหุนาม และ 2f (x) (x 1) g(x)= −  
ถา x 2−  หาร f (x)  และ f (x)′  เหลือเศษ 3  และ 4  ตามลําดับ 

แลว คาของ 
x 2

dg
dx =

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4        2. 1  3. 2−        4. 3−  
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21. กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F (x) (f(x)) 15= +  
ถา F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
2

       2. 3
2

  3. 8        4. 24  

22. ขอใดเปนขนาดของพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง y f (x)= , แกน x , แกน y  และเสนตรง 
x 2 0− =  

 1. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ 3f (x) 4x x= −  

 2. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ x
f (x) x

2
= −  

 3. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ 3
f (x) 1

x 3
= +

−
 

 4. ถูกทุกขอทีก่ลาวมา 

23. ถาเสนโคงเสนหนึ่งมีสมการเปน 
4x

f (x) x
4

= −  

และ a  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
2     a

a    

1
f (x) dx

4−

′′ = −∫  แลว 

ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงน้ี ณ จุดซึ่ง x a=  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 1
2

       2. 1
2

−   3. 3
2

       4. 3
2

−  

24. จํานวนวิธจัีดพนักงาน 6 คนเปน 3 กลุม เพ่ือทํางาน 3 อยางที่แตกตางกัน โดยแบงกลุมละกี่
คนก็ได เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 90        2. 180   3. 540       4. 1080  
25. ในการลากเสนเชื่อมระหวางจุดยอด 2 จุดใดๆ ของรูปสิบเหลี่ยมดานเทาที่แนบในวงกลม 
โดยที่เสนนั้นไมใชดานของรูปสิบเหลี่ยม ความนาจะเปนที่เสนทีล่ากขึ้นน้ีไมใชเสนรอบรูปและไม
ผานจุดศูนยกลางของวงกลมดวย เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
7

       2. 5
9

  3. 6
7

       4. 6
9

 

26. สมการแสดงความสัมพันธเชิงฟงกชนั ระหวางตนทุน ( Y : พันบาท) กับจํานวนสินคาที่ผลติ 
(X : รอยชิ้น) คือ Y 2X 5= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. ถาจะผลิตสินคาเพิ่ม 200  ชิ้น คาดวาตนทุนจะเพ่ิม 9,000  บาท 
 ข. ถาตนทุนเปน 7,000  บาท คาดวาจะผลติสนิคาได 100  ชิ้น 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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27. ในการสอบยอยครั้งหน่ึงคะแนนเต็มคือ 100 คะแนน มีนักเรียนเขาสอบ 9 คนในวิชา
คณิตศาสตรและเคมี ไดคะแนนดังน้ี 
     คณิตศาสตร   :  70  70  70  78  79  80  90  91  92 
     เคมี    :  50  60  72  78  80  85  90  92  95 
ปรากฏวา สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร เทากับ 8.6 คะแนน และ
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนสอบวชิาเคมีเทากบั 14.2 คะแนน ถานายปญญาสอบวิชา
คณิตศาสตรและเคมีได 90 คะแนนเทากนัทั้งสองวิชา แลวขอสรุปขอใดตอไปน้ีถกู 
 1. เขาเรียนวชิาคณิตศาสตรไดดีกวาเคม ี
 2. เขาเรียนวชิาเคมีไดดีกวาคณิตศาสตร 
 3. เขาเรียนทัง้สองวิชาไดดีเทากัน เพราะคะแนนเทากนั 
 4. เขาเรียนทัง้สองวิชาไดดีเทากัน เพราะไดตําแหนงเปอรเซ็นไทลเดียวกัน 
28. คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติ มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากบั 40 คะแนน 
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนสอบเทากับ 10 คะแนน และมีนักเรียนที่สอบไดคะแนนที่คิด
เปนคามาตรฐานระหวาง -1 และ 1 อยู 75% ของนกัเรียนทั้งหมด ถานาย ก สอบได 50 คะแนน
แลว ขอใดตอไปน้ีเปนตําแหนงเปอรเซ็นไทลของนาย ก 
 1. 37.5       2. 50.0   3. 75.0       4. 87.5  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 3   (2) 19   (3) 2   (4) 0   (5) 4   (6) 0.7   (7) 6   (8) 100 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 3   (3) 2   (4) 4   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 2   (9) 4   (10) 1   (11) 1   
(12) 1   (13) 2   (14) 3   (15) 2   (16) 4   (17) 2   (18) 1   (19) 4   (20) 3   (21) 2   (22) 1   
(23) 4   (24) 3   (25) 3   (26) 4   (27) 1   (28) 4 
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เตรียมเอ็นทรานซ : มีนาคม 2547 ชุดที่ 2 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ให N  เปนเซตของจํานวนนับ และกําหนด A { 2, 1,0,1}= − −  
จะไดวา จํานวนฟงกชันจาก A  ไป A  โดยที่ ถา x N∈  แลว f (x) 0≥  
แตถา x N∉  แลว f (x) 0<  เปนเทาใด 
 

2. จํานวนเต็ม k  ที่นอยที่สุดที่ทําใหอสมการ 3 2x 6x 9x 1 k− + + ≤  เปนจริง 
สําหรับทุกๆ คา x [0,3]∈  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให arctanx arctan(1/3) arctan(1/2)= +  
และ arcsiny arcsin(1/ 10) arcsin(1/ 5)= +  
แลว (x y)(x y)− +  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 
x y 4

A 3 8 0
x y 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 โดยที่โคแฟกเตอรของ 21a 6= −  และ 

โคแฟกเตอรของ 23a 4=  แลว โคแฟกเตอรของ 33a  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ถาจํานวนเชิงซอน 1 3
z i

2 2
= +  แลว คาสัมบูรณของ 

2

18

z z
z i

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 เทากับเทาใด 
 

6. สําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n  ถา nz  เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึงกําหนดโดย 
n

nz 1 2 3i−= − −  แลวลิมิตของลําดับ n n na z z=  มีคาเทากับเทาใด 
 

7. ในการแบงนักเรียนซึ่งมีผูชาย 3 คนและผูหญิง 5 คน ออกเปนกลุม A และ B กลุมละ 4 คน 
ความนาจะเปนที่ในแตละกลุมน้ันมีผูชายอยูดวยเปนเทาใด (ตอบทศนิยม 2 ตําแหนง) 
 

8. ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรซ่ึงคะแนนเต็มเทากบั 100 คะแนน ของนักเรียนหองหน่ึงเปน 
ดังตาราง สุดาและสุรชัยเปนนักเรียนในหอง
ดังกลาว ถาสดุาไดคะแนนในตําแหนงควอรไทลที่ 
3 และสุรชัยไดคะแนนในตาํแหนงมัธยฐาน ดังน้ัน
สุดาไดคะแนนมากกวาสุรชัยอยูกี่คะแนน 
 
 
 
 

คะแนน จํานวนนักเรียน 
90 – 99 
80 – 89 
70 – 79 
60 – 69 
50 – 59 
40 – 49 
30 – 39 

10 
25 
30 
20 
10 
4 
1 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A { ,0,1,{0}}= ∅  และ B {1,{0},{0,1}}=  
ถา P(X)  แทนเพาเวอรเซตของ X  แลว n(P(A) B) n(P(B) A)− + −  มีคาเทากับเทาใด 
 1. 17        2. 20   3. 21        4. 22  
2. สมาชิกที่เปนจํานวนเตม็ของ {x 0 | x≥  หาร 720  ลงตัว และ x  หาร 5000  ไมลงตัว}  
มีจํานวนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 10  ตัว      2. 12  ตัว  3. 20  ตัว      4. 22  ตัว 
3. ให A  เปนเซตคําตอบของสมการ x 4 x 3 1− + − =  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4 2
x 2 x 1

≥
− +

 

แลวขอใดเปนสับเซตของ B A−  
 1. (1.5,2.5)       2. (2.5,3.5) 3. (3.5,4.5)       4. (4.5,5.5)  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา (p q) (r s)→ ∧ ∨  เปนจริง และ q s∨  เปนเท็จ แลว (q p) (r s)∨ → ∧  เปนจริง 
     ข. [(p q) (p q)] [( p q) ( p q)]∧ → ∨ ↔ ∧ → ∨∼ ∼ ∼ ∼  เปนสัจนิรันดร 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  แลว 
ประพจนในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงตางจากขออ่ืน 
 1. 2x(x 0 x 0)∀ > ∨ =   2. 2x(x 0) x(x 0)∀ > ∨∀ =  
 3. 2x(x 1 0 x 1)∃ + > ∧ ≠   4. 2x(x 1 0) x(x 1)∃ + > ∧ ∃ ≠  
6. กําหนดให 2

1r {(x,y) R R | y x 3}= ∈ × < −  
และ 2r {(x,y) R R | 2y 3(x 1) 4x}= ∈ × + + >  
แลวขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
 1. ( 1, 2)− −  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r∩  
 2. (3/2, 3/4)−  เปนจุดต่ําสุดในเซต 1 2r ' r∩  
 3. (3/2, 3/4)−  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r−  
 4. ( 1, 2)− −  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r−  
7. กําหนดให f (x) x 1= +  และ 2g(x) (x 1)= −  พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. gof fogD D=  และ gof fogR R=       ข. gof gofD R≠  และ fog fogD R≠  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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8. กําหนดให 2f (x) x 1= −  และ 3g(x) x 1= −  พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1f g−+  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [0, )∞  
     ข. 1fog−  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [0, )∞  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ถา cosx 1/ 5= −  แลว tanx 2= −  

2. ถา tanx 2=  แลว cosx 1/ 5=  
3. tan(arccos( 1/ 5)) 2− = −  
4. arccos( 1/ 5) arctan( 2)− = −  

10. ถา A  เปนจุดบนแกน y  ซ่ึงอยูหางจากจุด (2,2)  และ (1, 1)−  เปนระยะทางเทากัน 
และจุด B  มีพิกัดเปน (4,5)  แลว สมการของวงกลมที่มี AB  เปนเสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง 
ตรงกับสมการในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 4x 6y 9 0+ − − + =   2. 2 2x y 4x 6y 5 0+ − − + =  
 3. 2 2x y 4x 8y 15 0+ − − + =  4. 2 2x y 4x 8y 12 0+ − − + =  
11. วงรีและไฮเพอรโบลามีจุดโฟกัสอยูที่ตําแหนงเดียวกัน คือ (0,2)  และ (0, 2)−  ถา
อัตราสวนของระยะทางจากจุดศูนยกลางไปยังจุดโฟกัส ตอระยะทางจากจุดศูนยกลางไปยังจุด
ยอด (c : a ) ของวงรีและไฮเพอรโบลา เปน 1/2  และ 2  ตามลําดับ แลวขอใดเปนจุดที่วงรี
และไฮเพอรโบลานี้ตัดกัน 
 1. ( 3, 1)± ±       2. ( 3, 2)± ±  3. ( 1, 3)± ±       4. ( 2, 3)± ±  
12. ให 3 2 3A {x R | (x 1) 5(2x 3) 2 x 4 1 0}= ∈ + − − + − + =  
และ 2

3x 3B {x R | log 9 (log x) 2}= ∈ + =  

แลว 3

a
C {log | a A

b
= ∈  และ b B}∈  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. {0,1,3}       2. {0,1,9}  3. {1,3,1/9}       4. {1,3,27} 
13. ถาจํานวนจริง x  ทั้งหมดที่สอดคลองกับอสมการ 

42 83 33 3
(log x log x log x log x ...) 1− + − + <  
คือชวง (a,b)  แลวคาของ a b+  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 3        2. 2 3   3. 3 3       4. 4 3  

14. กําหนดให cos cos4
A

sin2 sin3
θ θ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− θ θ⎣ ⎦
 เม่ือ 

12
θ =

π  

แลว tdet(2A )  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3        2. 2   3. 3        4. 2 3+  
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15. กําหนดสมการจุดประสงค C(x,y) 5x 2y= +  โดยมีเง่ือนไขดังน้ี x 2y 5+ ≥ , 
3x y 10+ ≥ , 3x 8y 8− ≤ , x 0≥  และ y 0≥  จะไดวาคาต่ําสุดของ C  เทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 15        2. 17   3. 20        4. 21  
16. ให u  และ v  เปนเวกเตอรที่มีสมบัติ u v= , u v 3⋅ =  โดยที่ v i j= +  
ขอใดตอไปน้ีเปนขนาดของมุมระหวางเวกเตอร u  กับแกน x  ที่เปนไปได 
 1. 15°        2. 30°   3. 45°       4. 60°  
17. ให u 2i 4 j= +  และ AB  เปนเวกเตอรที่ขนานกับ u  โดยจุด A  อยูที่ (1, 2)−  และจุด 
B  อยูบนเสนตรง y 3x 2= −  ดังน้ัน AB : u  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.5        2. 2   3. 2.25       4. 4  
18. ถา 1 2 3z ,z ,z  เปนรากของสมการ 3z 5 2 i+ =  
แลว 2 2 2

1 2 3z z z+ +  คือคาในขอใดตอไปนี้ 
 1. 3        2. 3 3   3. 9        4. 9 3  
19. กําหนดให f (x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสามที่มีสัมประสิทธิเ์ปนจํานวนจริง และ
สัมประสิทธิข์อง 3x  เทากับ 1 ถา f (x)  มี x 1−  เปนตวัประกอบหนึง่, x 2−  หาร f (x)′  
และ f (x)′′  เหลือเศษ 2  เทากัน แลวขอใดตอไปนี้เปนสมการเสนสัมผัสโคง y f (x)=  ณ จุด
ซ่ึง x 2=  
 1. y 2x 2= +     2. y 2x=  
 3. y 2x 2= −     4. y 2x 4= −  

20. กําหนด log(x 4) x
f (x) 10

25
− −= +  

ถาความชันของเสนสัมผัสโคง y f (x)=  ที่จุด (a, f (a))  เทากับ 24
25

−  

แลวจํานวนจรงิ a  ที่เปนไปได มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 1. 0        2. 1  3. 2        4. 3  

21. คาของ 
2 14

2
2

1 0

x 1
dx (4 x) dx

x
⎛ ⎞+

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 10        2. 14   3. 20        4. 24  
22. พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 
3

3

1

(x 4x)dx 4
−

− =∫        ข. ขนาดพื้นที่ที่ปดลอมดวยโคง 3y x 4x= −  

กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 3  เทากับ 12  ตารางหนวย 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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23. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. จํานวนวิธีรอยมาลยัวงกลมดวยดอกไม 5 ชนิด โดยดอกมะลิและดอกดาวเรืองตองอยู
ติดกัน เทากับ 12 วิธ ี
     ข. จํานวนวิธีจัดนักเรียน 5 คนเปนวงกลม โดยเด็กหญิงมะลิและเด็กหญิงดาวเรืองตองอยู
ติดกัน เทากับ 12 วิธ ี
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
24. ถานาย ก พูดความจริง 3 ใน 4 ครั้ง และนาย ข พูดความจริง 5 ใน 6 ครั้ง แลวคํากลาวใน
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดความจริงพรอมกัน เทากับ 4 ใน 5 ครั้ง 
 2. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดความจรงิพรอมกัน เทากับ 1 ใน 3 ครั้ง 
 3. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดขัดแยงในเรื่องเดียวกัน เทากับ 4 ใน 5 ครั้ง 
 4. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดขัดแยงในเรื่องเดียวกัน เทากับ 1 ใน 3 ครั้ง 
25. การจายโบนัสใหกับพนักงานของบริษัทหนึ่งเทากบั 1,000 บาทบวกกบั 2 เทาของเงินเดือน 
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. คาเฉลี่ยเลขคณิตของโบนัส เปน 2 เทาของคาเฉลี่ยเลขคณิตของเงินเดือน 
     ข. ความแปรปรวนของโบนัส เปน 2 เทาของความแปรปรวนของเงินเดือน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
26. จากตารางตอไปน้ีซ่ึงขอมูลชุด x และ y มีความสัมพันธเชิงฟงกชันกันแบบเสนตรง 

x -2 -1 1 2 
y -2 1 3 4 

ถาการทํานายคา x และ y ใชระเบียบวธิีกาํลังสองนอยที่สุด พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา y 3=  ทํานายไดวา x 1=       ข. ถา x 1=  ทํานายไดวา y 3=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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27. ขอมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ โดยที่คาสูงสุดของขอมูลอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทล
ที่ 97.5 และคาต่ําสุดของขอมูลอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทลที่ 33 ถาสวนเบีย่งเบนมาตรฐานของ
ขอมูลเปน 10 คะแนน แลวพิสัยของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐาน ดังน้ี 

z 0.170 0.440 0.475 1.960 
A 0.0675 0.1700 0.1826 0.4750 

 1. 14.0       2. 15.2   3. 19.6       4. 24.0  
28. ตารางตอไปน้ีแสดงปริมาณและราคาของสินคา ในป พ.ศ. 2542 และ พ.ศ. 2546 

ราคา (พันบาท) ปริมาณ (รอยเครื่อง) 
รายการสินคา 

2542 2546 2542 2546 
เครื่องจักร A 3 5 100 150 
เครื่องจักร B 4 6 a 2a 

 

ถาดัชนีราคาสินคาในป พ.ศ. 2546 โดยใชป พ.ศ. 2542 เปนปฐาน แบบใชราคารวมโดยถวง
นํ้าหนักดวยวธิีของลาสไพเยอเรส มีคาเทากับ 160 แลว a จะมีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 50.0       2. 37.5   3. 25.0       4. 12.5  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 16   (2) 5   (3) 0.5   (4) 14   (5) 1.5   (6) 10   (7) 0.86   (8) 9 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 4   (3) 4   (4) 1   (5) 2   (6) 3   (7) 4   (8) 1   (9) 3   (10) 2   (11) 2   
(12) 1   (13) 3   (14) 4   (15) 2   (16) 1   (17) 1   (18) 3   (19) 3   (20) 2   (21) 2   (22) 1   
(23) 3   (24) 4   (25) 4   (26) 2   (27) 4   (28) 1 
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สถิติคะแนนสอบเอ็นทรานซ : 2541 – 2546 
 
•  ที่มา : http://entrance.mis.mua.go.th/ 
และ http://www.entrance.co.th/newentinfo/stat/stat.asp 
 

คะแนน 0-10 
(ต่ําสุด) 

11-20 21-30 
(เฉลี่ย) 

31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100 
(สูงสุด) 

รวม 
(SD) 

ต.ค.41 
 

มี.ค.42 
 

ต.ค.42 
 

มี.ค.43 
 

ต.ค.43 
 

มี.ค.44 
 

ต.ค.44 
 

มี.ค.45 
 

ต.ค.45 
 

มี.ค.46 
 

ต.ค.46 
 

4,495 
(0.00) 
1,141 
(3.00) 
5,884 
(0.00) 
2,464 
(0.00) 
6,958 
(2.00) 
1,866 
(3.00) 
5,341 
(2.00) 
3,733 
(3.00) 
3,805 
(2.00) 
2,589 
(0.00) 
1,508 
(3.00) 

40,972 
 

21,383 
 

46,996 
 

25,754 
 

53,464 
 

24,474 
 

47,058 
 

34,141 
 

43,527 
 

32,096 
 

31,938 

61,452 
(25.28) 
52,528 
(28.77) 
65,383 
(24.58) 
50,432 
(28.73) 
71,551 
(24.46) 
53,865 
(29.23) 
77,649 
(24.66) 
58,352 
(25.48) 
85,139 
(24.91) 
59,202 
(26.20) 
86,787 
(27.26) 

25,434 
 

31,526 
 

25,631 
 

29,863 
 

22,916 
 

25,366 
 

21,070 
 

18,501 
 

25,799 
 

22,551 
 

34,843 

6,044 
 

8,711 
 

5,766 
 

10,149 
 

6,543 
 

9,860 
 

6,007 
 

6,493 
 

5,564 
 

6,324 
 

8,895 

1,867 
 

2,684 
 

1,611 
 

3,720 
 

2,445 
 

4,107 
 

2,271 
 

2,472 
 

1,370 
 

2,199 
 

2,443 

621 
 

1,015 
 

582 
 

1,481 
 

1,138 
 

2,045 
 

1,011 
 

858 
 

384 
 

836 
 

858 

243 
 

368 
 

211 
 

628 
 

570 
 

1,010 
 

412 
 

203 
 

96 
 

310 
 

287 

74 
 

105 
 

62 
 

181 
 

255 
 

541 
 

128 
 

50 
 

14 
 

70 
 

79 

30 
(100.00) 

15 
(100.00) 

13 
(97.00) 

46 
(100.00) 

57 
(98.00) 

177 
(100.00) 

43 
(100.00) 

1 
(92.00) 

3 
(95.00) 

13 
(97.00) 

9 
(97.00) 

141,232 
(9.74) 

119,476 
(10.20) 

152,139 
(9.51) 

124,718 
(11.49) 

165,897 
(10.64) 

123,311 
(12.64) 

160,990 
(10.01) 

124,804 
(10.31) 

165,701 
(8.61) 

126,190 
(10.05) 

167,647 
(9.23) 
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