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เซต (Set) 
 
•  “กลุมของสิ่งตางๆ” ในวิชาคณิตศาสตรจะเรียกวา เซต (Set) เชน เซตของชื่อวันทัง้เจ็ด, เซต
ของจํานวนเตม็ที่ยกกําลังสองแลวมีคานอยกวา 7, เซตของตวัประกอบของ 360, เซตของ
จํานวนเฉพาะบวกที่นอยกวา 7, เซตของจํานวนเต็มทีอ่ยูระหวาง 3 ถึง 33 ฯลฯ สิ่งที่อยูภายใน
แตละเซต เรียกวา สมาชิก (Element หรือ Member) โดยเซตสองเซตจะเทากัน ก็ตอเม่ือเปน
เซตเดียวกัน (มีสมาชิกทุกตวัเหมือนกัน) 
 

•  นิยมตั้งชื่อเซตดวยอักษรตวัใหญ เชน A,B,C  และเขยีนสัญลกัษณแทนเซตดวยวงเลบ็ 
ปกกา ดังน้ี { }  เชน ให A  แทนเซตของชื่อวันทั้งเจ็ด, B  แทนเซตของจํานวนเต็มที่ยกกําลัง
สองแลวมีคานอยกวา 7, C  แทนเซตของตัวประกอบของ 360, D  แทนเซตของจํานวนเฉพาะ
บวกที่นอยกวา 7, E  แทนเซตของจํานวนเต็มที่อยูระหวาง 3 ถึง 33 จะไดวา 
 A {= อาทิตย, จันทร, อังคาร, พุธ, พฤหัสบด,ี ศุกร, เสาร}  
การเขียนแจกแจงสมาชิกของเซต จะคั่นระหวางสมาชกิแตละตวัดวยจุลภาค (comma) 
 B { 2, 1,0,1,2}= − −  หรือ B {0,1, 1,2, 2}= − −  
การเขียนแจกแจงสมาชิกของเซต สามารถสลับที่สมาชิกในเซตไดโดยความหมายไมเปลี่ยน 
 C {2,3,5}=      D {2,3,5}=     จะกลาวไดวา C D=  
สมาชิกตัวที่ซํ้ากันนับเปนตวัเดียวกัน และไมตองเขียนซ้ํา (360 2 2 2 3 3 5= × × × × × ) 
 E {4,5,6,7,...,32}=  
หากมีสมาชิกเปนจํานวนมาก อาจใชเครื่องหมาย “...” เพ่ือละสมาชิกบางตัวไวในฐานที่เขาใจ 
 

•  เซตที่หาจํานวนสมาชิกได เรียกวา เซตจํากัด (Finite Set) และสัญลกัษณที่ใชแทน “จํานวน
สมาชิกของ A ” คือ n(A)  เชนในตวัอยางขางตน n(A) 7= , n(B) 5= , n(C) 3= , 
n(E) 29=  นอกจากนั้น เซตจํากัดที่ไมมีสมาชิกอยูเลย จะเรียกวา เซตวาง (Null Set หรือ 
Empty Set) ใชสัญลักษณ { }  หรือ ∅  น่ันคือ n( ) 0∅ =  
 

•  เซตที่จํานวนสมาชิกมากจนหาคาไมได เรียกวา เซตอนันต (Infinite Set) เชน F  แทนเซต
ของจํานวนเตม็ที่นอยกวา 2, G  แทนเซตของจํานวนใดๆ ที่อยูระหวาง 0 กับ 1 
 F {1,0, 1, 2, 3,...}= − − − , n(F)  หาคาไมได 
 G  เขียนแบบแจกแจงสมาชิกไมได แตเขียนแบบบอกเงื่อนไขได 
ในรูป {สมาชิก | เง่ือนไข}  คือ G {x | 0 x 1}= < <  
อานวา เซตของ x  (สมาชิก) โดยที่ 0 x 1< <  (เง่ือนไข) 
 

•  สัญลักษณทีใ่ชแทนคําวา “เปนสมาชิกของ” คือ ∈ เชน 2 B∈ , 3 C∈ , 0.5 G∈  
สัญลักษณที่ใชแทนคําวา “ไมเปนสมาชิกของ” คือ ∉ เชน 2.5 B∉ , 4 C∉ , 0 G∉  
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•  ขอบเขตของสิ่งที่เราสนใจ เรียกวา เอกภพสัมพัทธ (Universe) หรือเซต U  
น่ันคือ สมาชิกของเซตทุกเซตจะตองอยูใน U  ทั้งหมด และจะไมสนใจสิ่งที่อยูภายนอก U  
เชน ถา { 2, 1,0,0.5,7}= − −U  และ H {x | x 0}= ≥  จะไดวา H {0,0.5,7}=  
แตถาเปลี่ยนเปน =U  เซตของจํานวนเต็ม จะไดวา H {0,1,2,3,...}=  
 

หมายเหตุ โดยทั่วไปถาไมไดระบุเอกภพสัมพัทธ ใหถอืวา U  เปนเซตของจํานวนจริง \  
เชน H {x | x 0}= ≥  มีความหมายเดียวกบั H {x | x 0}= ∈ ≥\  
 
สับเซต และเพาเวอรเซต 
•  สับเซต (Subset) คือเซตยอย จะกลาววา B  เปนสับเซตของ A  ไดก็ตอเม่ือ สมาชิกทุกตวั
ของเซต B  เปนสมาชิกของเซต A  ดวย (และ B  จะไมเปนสับเซตของ A  หากวามีสมาชิก
บางตัวของเซต B  ไมเปนสมาชิกของเซต A ) สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “B  เปนสับเซตของ 
A ” คือ B A⊂  และ สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “B  ไมเปนสับเซตของ A ” คือ B A⊄  

 

•  ตัวอยางเชน A {m,p,r,w}=  จะมีเซต B  ที่ทาํให B A⊂  ไดถึง 16  แบบ ดังน้ี 
∅  
{m}   {p}   {r}   {w}  
{m,p}  {m,r}  {m,w}  {p,r}   {p,w}  {r,w}  
{m,p,r} {m,p,w}  {m,r,w}  {p,r,w}  
{m,p,r,w} 
 

ขอควรทราบ 1. เซตวางเปนสับเซตของทุกเซต A∅ ⊂  
2. เซตทุกเซตเปนสับเซตของตัวเอง  A A⊂  
3. เซตที่มีสมาชิก n  ตัว จะมีสับเซตทั้งสิ้น n2  แบบ 
4. บางตําราใชสัญลักษณ ⊂  แทนการเปน สับเซตแท (Proper Subset) ซ่ึงจะมีเพียง n2 1−  
แบบเทานั้น (คือนับเฉพาะเซตที่เล็กกวาเทานั้น) และใชสัญลักษณ ⊆  แทนการเปนสับเซตใดๆ 
(น่ันคือ A A⊆  แต A A⊄ ) ... แตในที่น้ีจะใชเครื่องหมาย ⊂  เพียงแบบเดียวเทานั้น 
 

* หมายเหต ุมีของ n  สิ่ง หยิบออกมาทีละ r  สิ่ง ไมใหซํ้าแบบกัน ไดทั้งสิ้น n!
(n r)! r!− ⋅

 แบบ 

เชน B  มีสมาชิก 4  ตัว จะมีสับเซตที่หยิบสมาชิกออกมา 3  ตัว อยู 4!
4

1! 3!
=

⋅
 แบบ 

กฎการนับน้ี จะไดศึกษาอยางละเอียดในบทเรียน “วธิีเรียงสับเปลีย่นและจัดหมู” 
 
•  เพาเวอรเซต (Powerset) คือเซตทีบ่รรจุดวยสับเซตทั้งหมดที่เปนไปได เพาเวอรเซตของ A  
จะใชสัญลักษณวา P(A)  ดังน้ัน ถา A  มีสมาชิก n  ตัวแลว P(A)  ยอมมีสมาชิก n2  ตัว 
เชนในตวัอยางนี้  {m} {p} {r} {w} {m,p} {m,r} ... {m,p,r,w}P(A) ∅= { , , , , , , , , }  
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โจทย 
(1) กําหนด A,B  เปนเซตที่มีลักษณะ A B⊂  และ A B≠  ถา x A∈  และ y B∈  แลว
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (1.1) {x} B⊂    (1.3) {A} {B}⊂  
 (1.2) {y} A⊄    (1.4) {A} {B}≠  
(2) ให A {{ },a,b,{a},{a,b}}= ∅  ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (2.1) { } A∅ ∈    (2.3) {{a},b} A⊂  
 (2.2) { } A∅ ⊂    (2.4) {a,b} A∈  และ {a,b} A⊄  
(3) ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (3.1) ถา A B⊂  และ B C⊂  แลว A C⊂  
 (3.2) ถา A B∈  และ B C∈  แลว A C∈  

(3.3) ถา A B⊄  และ B C⊄  แลว A C⊄  
(4) ให A  เปนเซตใดๆ ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) {x | x A} {A}= =   (4.3) {x |{x} A} {A}⊂ =  
 (4.2) {x | x A} A∈ =   (4.4) {x |{x} }⊂ ∅ = ∅  
(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา n(A) 5=  แลว สับเซตของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 
 (5.2) ถา n(A) 5=  แลว สับเซตแทของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 
 (5.3) ถา n(A) 5=  แลว เพาเวอรเซตของ A  มีทั้งหมด 32  แบบ 

(5.4) ถา n(A) 5=  แลว สมาชิกของเพาเวอรเซตของ A  มีทั้งหมด 32  ตัว 
(6) ถา A  มีสับเซตแท 511  เซต แสดงวา A  มีสมาชิกกี่ตัว 
และในจํานวน 511  เซตน้ัน สับเซตที่มีสมาชิกเพียง 5  ตัวมีกี่เซต 
(7) ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (7.1) ∅ ∈ ∅     (7.5) P( )∅ ∈ ∅  
 (7.2) ∅ ⊂ ∅     (7.6) P( )∅ ⊂ ∅  
 (7.3) { }∅ ∈ ∅    (7.7) { } P( )∅ ∈ ∅  

(7.4) { }∅ ⊂ ∅    (7.8) { } P( )∅ ⊂ ∅  
(8) ถา A { ,a,{b},{a,b}}= ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (8.1) P(A)∅ ∈    (8.6) a P(A)∈  
 (8.2) { } P(A)∅ ∈    (8.7) {a} P(A)∈  
 (8.3) P(A)∅ ⊂    (8.8) {b} P(A)∈  
 (8.4) { } P(A)∅ ⊂    (8.9) {{b}} P(A)∈  
 (8.5) { ,a,{b}} P(A)∅ ∈   (8.10) { ,a,{b}} P(A)∅ ⊂  
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A                  B 
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A          B 

 U  
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A 

 U  

A 

C  

B 

2 3 
1 0  4 

5 7 

  9 

11 

 U  

A                  B 

 U  

A          B 

 U  

B 
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(9) ถา A { ,1,2,3,{1},{1,2},{1,2,3}}= ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (9.1) { ,{1},{1,2}} P(A)∅ ∈  (9.3) {{1},{2},{3}} P(A)∈  
 (9.2) { ,{1},{1,2}} P(A)∅ ⊂  (9.4) {{1},{2},{3}} P(A)⊂  
(10) [Ent’39] ให S {1,2,3,4,5,6,7}=  แลวจงหา n(X) และ n(Y) 
เม่ือกําหนด X {A P(S) |1 A= ∈ ∈  และ 7 A}∉  
และ Y {A X |= ∈  ผลบวกของสมาชิกภายใน A  ไมเกิน 6}  
 
แผนภาพของเวนน-ออยเลอร 
•  การแสดงเซตดวย แผนภาพของเวนนและออยเลอร (Venn-Euler Diagram) ชวยใหเห็น
ลักษณะของเซตชัดเจนขึ้น การเขียนแผนภาพดังกลาวนิยมใหเอกภพสัมพัทธ U  เปนกรอบ
สี่เหลี่ยม ซ่ึงภายในบรรจุรูปปด (วงกลม วงรี ฯลฯ) ที่ใชแทนขอบเขตของเซต A,B,C  ตางๆ 
โดยจะเขียนใหมีบริเวณที่เซตสองเซตซอนทับกัน หากวาสองเซตนัน้มีสมาชิกรวมกัน ดังภาพ 
 
 
 
 
 

      A และ B ไมมีสมาชิกรวมกัน            A และ B มีสมาชิกรวมกัน             A เปนสับเซตของ B 
 

 
•  สมมติวา A {0,1,2,3,4}=  
B {1,3,5,7,9}=  
C {2,3,5,7,11}=  
จะเขียนแผนภาพไดดังน้ี 

 
 

การดําเนินการเก่ียวกับเซต 
การดําเนินการเกี่ยวกบัเซต เปนการทําใหเกิดเซตใหมขึ้นจากเซตทีมี่อยูเดิม 
1. ยูเนียน (Union : ∪ ) เซต A B∪  คือเซตของสมาชิกที่อยูใน A  หรือ B  
 
 
 
 
 

  ยูเนียนของ A กับ B ไดเปน B 
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 U  
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 U  

A                  B 

 U  

A          B 

 U  

B 

A 

2. อินเตอรเซกชัน (Intersection : ∩ ) เซต A B∩  คือเซตของสมาชิกที่อยูใน A  และ B  
 
 
 
 
  

อินเตอรเซกชันของ A กับ B เปนเซตวาง                                       อินเตอรเซกชันของ A กับ B เปน A  
 
3. คอมพลีเมนต (Complement : ' ) 
เซต A'  คือเซตของสมาชิกที่ไมไดอยูใน A  
หมายเหตุ บางตําราใชสัญลกัษณ cA  แทน A'  
 
4. ผลตาง (Difference หรือ Relative Complement : − ) 
B A−  คือเซตของสิง่ที่อยูใน B  แตไมอยูใน A  และสรุปไดวา B A B A'− = ∩  
 
 
 
 
 

ขอสังเกต  โดยทั่วไป n(B A) n(B) n(A)− ≠ −   แต n(B A) n(B) n(A B)− = − ∩  
 
สมบัติทีเ่กี่ยวกับการดําเนินการของเซต 
 

•  การแจกแจง     •  คอมพลีเมนต และเพาเวอรเซต 
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)
A (B C) (A B) (A C)

∩ ∪ = ∩ ∪ ∩
− ∪ = − ∪ −
∪ ∩ = ∪ ∩ ∪
− ∩ = − ∩ −

 

(A B)' A ' B '
(A B)' A ' B '
P(A) P(B) P(A B)
P(A) P(B) P(A B)

∪ = ∩
∩ = ∪

∩ = ∩
∪ ⊂ ∪

   

 

 
โจทย 
(11) กําหนดให A B {0,1,2,3,4,5}∪ =     A B {1,3,5}∩ =     B C {2,3,5}∩ =  
A C {0,1,2,3,5}∪ =     A C {0,3,5}∩ =  แลว ขอใดผิด 
     ก. A B' {0}∩ =     ข. B C' {1}∩ =       ค. A C' {1}∩ =     ง. B A ' {2,4}∩ =  
(12) ใหเขียนเซต C' B'∪  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือกําหนดให 

{x |1 x 10}= ∈ ≤ ≤IU  เม่ือ =I  เซตของจํานวนเต็ม 
B {x | x=  หาร 3 ลงตัว}  และ C {x | x 5}= ≤  
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(13) [Ent’38] ถา A {0,1}=  และ B {0,{1},{0,1}}=  แลว 
 (13.1) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด A P(B)∈  
 (13.2) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด {1} P(A) P(B)∈ ∩  
 (13.3) คาของ n(P(A B)) n(P(A B))∪ − ∩  เปนเทาใด 
(14) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (14.1) '∅ = U    (14.7) A A '∩ = ∅  
 (14.2) ' = ∅U    (14.8) A A '∪ = U  
 (14.3) A (A B)⊂ ∪    (14.9) A − = ∅U  และ A A '− =U  
 (14.4) B (A B)⊂ ∪    (14.10) A A− ∅ =  และ A∅ − = ∅  

(14.5) (A B) A∩ ⊂    (14.11) A A− = ∅  
(14.6) (A B) B∩ ⊂    (14.12) A B A B'− = ∩  

(15) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (15.1) ถา A B⊂  แลว P(A) P(B)⊂  
 (15.2) ถา A B∪ = ∅  แลว A = ∅  และ B = ∅  
 (15.3) ถา A B∩ = ∅  แลว A = ∅  และ B = ∅  
 (15.4) ถา A B− = ∅  และ B C B− =  แลว A ' C'∪ = U  
 (15.5) ถา A B− = ∅  และ B C− ≠ ∅  แลว A C− ≠ ∅  
(16) สําหรับเซต A, B  ใดๆ ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (16.1) A B A B∩ ≠ ∪   (16.5) ถา x A∉  แลว x A B∉ ∪  
 (16.2) A B B A− ≠ −    (16.6) ถา x A∈  แลว x A ' B '∉ ∩  

(16.3) A B A B'∩ = −   (16.7) ถา x A∉  แลว x A ' B '∈ ∩  
 (16.4) (A B)' B ' A∪ = −   (16.8) ถา x A∈  แลว x (A ' B ')'∈ ∪  
(17) เขียนเซตตอไปน้ีใหอยูในรูปที่สั้นทีสุ่ด 
 (17.1) A (A B)− ∩    (17.6) (A B) B∪ −  
 (17.2) (A B) B− ∪    (17.7) (A B) B∩ −  
 (17.3) (A B) B− ∩    (17.8) A (A B)− −  
 (17.4) A (A B)∩ −    (17.9) (A B) (B A ')− ∩ −  
 (17.5) A (A B)∪ −  
(18) ขอความตอไปน้ีเปนจริงหรือไม 
 (18.1) ถา A C B C∪ = ∪  แลว A B=  
 (18.2) ถา A C B C∩ = ∩  แลว A B=  
 (18.3) ถา A C B C− = −  แลว A B=  
 (18.4) ถา A ' B '=  แลว A B=  
(19) ใหบอกเงื่อนไขที่ทําให A B A− =  อยางนอย 3 กรณี 
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(20) เขียนเซตตอไปน้ีใหอยูในรูปที่สั้นทีสุ่ด 
 (20.1) (A B) (B A) (A B)− ∪ − ∪ ∩  
 (20.2) [A (A ' B)] [B (B' A ')]∩ ∪ ∪ ∩ ∪  
 (20.3) ( ) ( )[(A B) (B A)] A ' A ' [(A B) (B A)]− ∪ − − ∪ − − ∪ −  

(20.4) ( )[(A B)' (B C')] [(D E) (C' E')] (A E') '∪ ∩ − ∪ − ∩ − ∪ −  
(21) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (21.1) (A B C) (A ' B C) (B ' C ')∩ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∪ = U  
 (21.2) (A B C D') (A ' C) (B' C) (C D) C∩ ∩ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ =  
 (21.3) P(A B) P(A B)∩ ⊂ ∪  
 (21.4) P(A B) P(B A) { }− ∩ − = ∅  
 (21.5) ถา A B⊂  แลว P(A B) P(A) P(B)∪ = ∪  
(22) ให A {0,1,2,3}= , B {{0},1,2,{3}}=  และ C {0,{1},{2},3}=  
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (22.1) P(A) P(B) P(C ') { ,{1},{2},{1,2}}∩ ∩ = ∅  
 (22.2) P(A) P(B ') P(C) { ,{0},{3},{0,3}}∩ ∩ = ∅  
 (22.3) P(A ') P(B) P(C) { ,{0}}∩ ∩ = ∅  
 (22.4) P(A) P(B ') P(C ') { }∩ ∩ = ∅  
(23) ถา n( ) 35=U , n(A) 22= , n(B) 18=  
ใหหาวา n(A ' B ')∩  จะมีคามากที่สุดไดเทาใด 
(24) ถา n(A) a= , n(B) b= , n(C) c= , n(D) d=  
n(A B) b∩ = , n(B C) c∩ = , n(C D) d∩ =  แลว 
ใหหา n(A B C D)∩ ∩ ∩  และ n(A B C D)∪ ∪ ∪  
(25) ให A,B,C  เปนเซตซึ่ง P(C) { ,{a},{c},C}= ∅ , n(P(A)) 8= , 
n(P(B)) 16= , C A⊂ , C B⊂ , {b,d,e} A B⊂ ∪  และ b A B'∈ ∩  ขอใดผิด 

ก. d (A B')'∈ ∪    ข. e (C B')'∈ ∪  
ค. b (A ' B ')'∉ ∪    ง. {b,e} (A ' B)'⊂ ∪  

(26) เม่ือ A { ,1,{1}}= ∅  และ A B'∩ = ∅  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (26.1) n[P(A) P(B)] 8∩ =   (26.3) P(A B) { }− = ∅  
 (26.2) {1} P(A B)∈ ∩   (26.4) P(B A) { }− = ∅  
(27) [Ent’37] ถา A { ,{ },0,{0},{1},{0,1}}= ∅ ∅  แลว 
จงหาจํานวนสมาชิกของเซต [P(A) A ] [A P(A)]− ∪ −  
(28) มีเซต A  ทีต่รงตามเงื่อนไขตอไปน้ีกี่แบบ 
 (28.1) A B {1,2,3,4,5}∪ =  และ B {1,3,5}=  
 (28.2) A B {1,2,3,...,15}∪ =  และ B {2,4,6,8,10}=  
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(29) กําหนดให A {1,2,3,4,5,6,7}=  และ B {1,2,3}=  แลว 
จะมีเซต X  ตามเง่ือนไขตอไปน้ีไดกี่แบบ 
 (29.1) B X A⊂ ⊂  
 (29.2) X A⊂  และ B X∩ ≠ ∅  
(30) ถา B A⊂  โดย n(A) 10= , n(B) 4=  ใหหาคา n(C)  ในแตละขอตอไปน้ี 
 (30.1) C {S |B S A}= ⊂ ⊂  
 (30.2) C {S A | S B }= ⊂ ∩ ≠ ∅  
(31) กําหนด A {0,2,4,6,8}=     B {0,1,2}=     C {1,2,3}=     D {0,2,3}=  
ใหหาจํานวนเซต X  ซ่ึง X A⊂  และตรงตามเงื่อนไขตอไปน้ี 
 (31.1) B C' X∩ ⊂    (31.3) B D X∩ ⊂  
 (31.2) B C' X∩ ⊄    (31.4) B D X∩ ⊄  
(32) ถา {1,2,3,4,...,8}=U  
A {1}= −U        B {2,4,6}=     และ C {1,7}=  
มีเซต D  ที่เปนไปไดกี่แบบทีต่รงตามเงื่อนไข (B ' C) D A− ⊂ ⊂  
(33) กําหนดให {x | 2 x 6}= ∈ − ≤ ≤IU  เม่ือ =I  เซตของจํานวนเตม็ 

2A {k | k }= ∈ U  และ B { k |k }= ∈ U  
จํานวนสมาชกิของเซต C {x | A B x= ∩ ⊂  และ x A B}⊂ ∪  เปนเทาใด 
(34) ให A {a,b,c,d, f}=  และ B {a,c,d,e}=  
เซต X  ซ่ึง X A B⊂ ∪  และ A B X∩ ∩ ≠ ∅  มีกี่เซต 
(35) ให A {1,3,5,7,9}=  และ kS {B A |n(B) k}= ⊂ =  
ใหหาคา n(S)  เม่ือ 1 2 3 4 5S S S S S S= ∪ ∪ ∪ ∪  
(36) กําหนด {0,1,2,...,100}=U      A {x | x=  หารดวย 2 ลงตัว}  
B {x | x=  หารดวย 3 ลงตัว}      D {x | x=  หารดวย 5 ลงตวั}  
ใหหาคาของ n(A ' B ' C ')∩ ∩  
(37) กําหนดเซต A, B  เปนสับเซตของ U  หาก n( ) 100=U , n(A ') 40= , 
n(B) 55= , n(A B') 32∩ =  แลวคาของ n(A ' B ')∩  เปนเทาใด 
 
โจทยปญหา 
•  โจทยปญหาที่เปนเหตุการณ จะใชแผนภาพเวนน-ออยเลอร ชวยในการคํานวณสวนประกอบ
ตางๆ และอาจใชสูตรในการหาจํานวนสมาชิกในเซตเพิ่มเติมดังน้ี 
 

n(A B C) n(A) n(B) n(C) n(A B) n(A C) n(B C) n(A B C)

n(A B) n(A) n(B) n(A B)
∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩

∪ = + − ∩

 
โจทย 
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(38) นักเรียน 80 คน เปนนักกีฬา 35 คน เปนนักดนตร ี27 คน และไมไดเปนทั้งนักกีฬาและนัก
ดนตรี 32 คน ถามวามีนักเรียนที่ไมไดเปนนักกีฬา หรือ ไมไดเปนนักดนตรี อยูกี่คน 
(39) [Ent’33] จากการสํารวจนักเรียนหองหน่ึง พบวามี 20 คนที่เรียนฝร่ังเศสหรือคณิตศาสตร 
(โดยที่หากเรียนฝรั่งเศสแลวตองไมเรียนคณิตศาสตร) มี 17 คนที่ไมเรียนคณิตศาสตร และมี 15 
คนที่ไมเรียนฝร่ังเศส แลวมีกี่คนที่ไมเรยีนทั้งสองวิชานี้เลย 
(40) [Ent’34] จากการสอบถามผูด่ืมกาแฟ 20 คน พบวาจํานวนผูใสครีม นอยกวาสองเทาของผู
ใสนํ้าตาลอยู 7 คน และจํานวนผูที่ใสทั้งครีมและน้ําตาล เทากับจํานวนผูที่ไมใสทัง้ครีมและ
นํ้าตาล ดังน้ันมีผูที่ใสครีมทัง้หมดกี่คน 
(41) พนักงานบริษัท 34 คน ถูกสํารวจเกี่ยวกับการสวมนาฬิกา แวนตา และแหวน ปรากฏวา
สวมแวนอยางเดียว 5 คน จํานวนคนสวมนาฬิกามากกวาจํานวนคนสวมแวนตาอยู 1 คน 
จํานวนคนไมสวมนาฬิกาเปน 3 เทาของจํานวนคนสวมแหวน นอกจากนั้น คนสวมแหวนทุกคน
สวมแวน แตคนสวมนาฬิกาไมมีคนใดสวมแวน จะมีคนสวมนาฬิกากี่คน 
(42) [Ent’26] นักเรียนคนหนึ่งไปพักผอนที่พัทยา ตลอดชวงเวลานั้นเขาสังเกตไดวามีฝนตก 7 
วันในชวงเชาหรือเย็น โดยถาวันใดฝนตกชวงเชาแลวจะไมตกในชวงเย็น, มี 6 วันที่ฝนไมตก
ในชวงเชา และมี 5 วันที่ฝนไมตกในชวงเย็น ถามวานักเรียนคนนี้ไปพักผอนที่พัทยากี่วัน 
(43) จากการสํารวจสายตาและสุขภาพฟนของนักเรียน 160 คน ซ่ึงมีนักเรียนชายอยู 100 คน 
(นักเรียนชายสายตาไมดี 30 คน และฟนผุ 35 คน) พบวามีนักเรียนที่สายตาดีและฟนไมผุอยู 
80 คน (เปนชาย 55 คน) และมีนักเรียนที่สายตาไมดีทั้งหมด 50 คน ฟนผุทั้งหมด 60 คน ถาม
วามีนักเรียนที่สายตาดี หรือ ฟนไมผุ รวมทั้งหมดกี่คน 
(44) ในจํานวนนักเรียน 35 คนซึ่งเปนหญิง 11 คน ถาพบวาชอบเลนบาสเกตบอลกับฟุตบอล
อยางนอยคนละอยาง โดยมีนักเรียนชาย 16 คนชอบบาสเกตบอล นักเรียนหญิง 7 คนชอบ
ฟุตบอล นักเรยีนชอบบาสเกตบอลทั้งหมด 23 คน ฟุตบอล 21 คน ถามวานักเรียนชายที่ชอบ
ทั้งสองอยางมีกี่คน 
(45) โรงเรียนแหงหน่ึงมีนักเรียนชาย 600 คน หญิง 500 คน ในจํานวนนี้มีนักเรยีนที่มาจาก
ตางจงัหวัดรวม 300 คน เปนผูชาย 200 คน และมีนักกีฬารวม 50 คน เปนผูชาย 30 คน โดยมี
นักกีฬาที่มาจากตางจังหวัด 25 คน เปนชาย 15 คน ถามวานักเรียนชายที่ไมไดมาจาก
ตางจังหวัดและไมไดเปนนักกีฬาดวย มีกี่คน 
(46) เซตของจํานวนเต็มเซตหนึ่ง หากนํา 3 หรือ 4 ไปหารจะปรากฏวา 4 หารลงตัวอยางเดียว 
6 จํานวน, 3 หารลงตัวทั้งหมด 8 จํานวน ซ่ึงเปนจํานวนคู 3 จํานวน, ทั้ง 3 และ 4 หารลงตัว มี 
2 จํานวน, และ 4 หารไมลงตัว 18 จํานวน ซ่ึงเปนจํานวนคู 4 จํานวน ถามวาจํานวนสมาชิกของ
เซตน้ีเปนเทาใด, จํานวนคูในเซตน้ีมีกี่จํานวน, และมีจํานวนที่ 3 หรือ 4 หารไมลงตัวกี่จํานวน 
(47) [Ent’31] จากการสํารวจความนิยมของผูไปเที่ยวสวนสัตว 100 คน พบวา 50 คนชอบชาง, 
35 คนชอบลิง, 25 คนชอบหมี, 32 คนชอบแตชาง, 20 คนชอบหมีแตไมชอบลิง, 10 คนชอบ
ชางและลิงแตไมชอบหมี, ใหหาจํานวนคนที่ไมชอบสัตวทั้งสามชนิดนี้เลย 
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(48) [Ent’38] จากการสํารวจผูฟงเพลง 180 คน พบวามีผูชอบเพลงไทยสากล 95 คน เพลงไทย
เดิม 92 คน และลูกทุง 125 คน โดยแบงเปน ผูชอบเพลงไทยสากลและไทยเดิม 52 คน เพลง
ไทยสากลและลูกทุง 43 คน เพลงไทยเดมิและลูกทุง 57 คน และทุกคนจะชอบฟงเพลงอยาง
นอยหนึ่งในสามประเภท จงหาจํานวนผูที่ชอบเพลงไทยสากลเพียงอยางเดียว 
(49) [Ent’39] ในการสํารวจความนิยมของคน 100 คนที่มีตอ 
นาย ก, ข, ค โดยที่ทุกคนตองแสดงความนยิมใหอยางนอย 1 
คน ปรากฏวานาย ก ไดรับคะแนนนิยมมากกวานาย ข อยู 6 
คะแนน และเขียนแผนภาพไดดังรูป ตอไปน้ีขอใดผิด 
     ก. นาย ข ไดคะแนนนิยมนอยที่สุด 
     ข. ผลรวมของคะแนนทั้งสามคน เปน 199 
     ค. ผูที่ลงคะแนนให นาย ก เทานั้น มี 10 คน 
     ง. ผลรวมของคะแนนทีล่งใหคนใดคนหนึ่งเพียงคนเดียว เทากบั 24 
(50) ในบรรดานักกีฬา 100 คนซึ่งเปนชาย 60 คน พบวามีนักบาสเกตบอล 35 คน เปนชาย 20 
คน, มีนักเทนนิส 28 คน เปนชาย 15 คน, มีนักวอลเลยบอล 40 คน เปนชาย 22 คน, เปนทั้ง
นักบาสเกตบอลและเทนนสิ 14 คน เปนชาย 6 คน, เปนทั้งนักเทนนิสและวอลเลยบอล 16 คน 
เปนชาย 10 คน, เปนทั้งนักบาสเกตบอลและวอลเลยบอล 20 คน เปนชาย 11 คน, และมี
นักกีฬาที่ไมไดเลนกีฬาสามประเภทนี้เลย 12 คน เปนชาย 8 คน ใหหาวานักกีฬาที่เลนครบทั้ง
สามประเภทมีผูชายมากกวาผูหญิงกี่คน 
 
 
เฉลย 
(1) ขอ (1.1) และ (1.4) ถูก   (2) ขอ (2.1) และ (2.3) ถูก   (3) ขอ (3.1) ถูก   (4) ขอ (4.3) ผิด   
(5) ขอ (5.1) และ (5.4) ถูก   (6) 9  ตวั, 45  เซต   (7) ขอ (7.1) และ (7.7) ผิด   (8) ขอ (8.6), 
(8.8), (8.10) ผิด   (9) ขอ (9.3) ผิด   (10) 32, 6    (11) ข.   (12) {1,2, 4,5,6,7,8,9,10}    
(13) ผิด, ผิด, 14 2−    (14) ถูกทุกขอ   (15) ขอ (15.3) และ (15.5) ผิด   (16) ขอ (16.3), 
(16.4), (16.6) ถูก   (17.1) A B−    (17.2) A B∪    (17.3) ∅    (17.4) A B−    (17.5) A    
(17.6) A B−    (17.7) ∅    (17.8) ∅    (17.9) ∅    (18) ขอ (18.4) ถูก   (19) A = ∅  หรือ 
B = ∅  หรือ A B∩ = ∅    (20.1) A B∪    (20.2) B    (20.3) B'    (20.4) (A E)'∩    
(21) ถูกทุกขอ   (22) ขอ (22.3) ผิด   (23)13    (24)d, a    (25) ง.   (26) ขอ (26.4) ผิด   
(27) 61 3+    (28.1) 8    (28.2) 32    (29.1) 16    (29.2) (8 1) 16− ×    (30.1) 64    
(30.2) (16 1) 64− ×    (31.1) 16    (31.2) 16    (31.3) 8    (31.4) 24    (32) 16    (33) 
4    (34) 56    (35) 31    (36) 26    (37) 13    (38) 66   (39) 6   (40) 11   (41) 13   (42) 
9   (43) 130   (44) 6   (45) 385   (46) 26, 12, 24   (47) 13   (48) 20   (49) ค.  (50) 22-13 
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ระบบจํานวนจริง (Real Number System) 
 
•  จํานวนที่มนุษยคิดขึ้นใชครั้งแรกเปนจํานวนที่ใชนับสิง่ของตางๆ เรียกวา จํานวนธรรมชาติ 
(Natural Number) หรือ จํานวนนับ (Counting Number) ไดแก 1,2,3,4,... ซ่ึงสัญลักษณ
แทนเซตของจํานวนนับคือ {1,2,3,4,...}=`  
 

•  หากนําจํานวนนับเหลานี้มาบวกหรือคูณกัน ผลลัพธยอมเปนจํานวนนับเสมอ เรียกวา “เซต
ของจํานวนนับมี สมบัติปด (Closure Property) สําหรับการบวกและการคูณ” (คําวา สมบัติปด 
หมายความวา เม่ือนําสมาชิกใดๆ ในเซตมาดําเนินการแลว ผลที่ไดยังคงเปนสมาชิกของเซตนัน้
อยู) แตหากนําจํานวนนับบางจํานวนมาลบหรือหารกันจะมีปญหาขัดของเน่ืองจากผลที่ไดไม
เปนจํานวนนบั ดวยเหตุน้ีจํานวนลบ จํานวนศูนย รวมทั้งจํานวน เศษสวน (Fraction) จึงถูกคิด
ขึ้นมาใช 
 

•  จํานวนนับ จํานวนศูนย และจํานวนเต็มลบ เรียกรวมกันวา จํานวนเต็ม (Integer) 
{..., 3, 2, 1,0,1,2,3,...}= − − −I  

จํานวนเต็มและจํานวนเศษสวน (ที่เกิดจากการหารจํานวนเต็ม) เรียกรวมกันวา จํานวนตรรกยะ 
(Rational Number) 

{a/b | a,b= ∈_ I  และ b 0}≠  
 

•  ขอสังเกต 1. ⊂` I  และ ⊂ _I  
2. จํานวนตรรกยะที่เปนเศษสวนของจํานวนเต็ม จะเขียนเปนทศนยิมซ้ําไดเสมอ 
และจํานวนทีเ่ขียนเปนทศนยิมไมซํ้า จะเรียกวา จํานวนอตรรกยะ (Irrational Number) '_  
เชน 2 1.4142≈ , 3 1.7321≈ , 3.1416≈π  
3. `  มีสมบัติปดสําหรับการบวกและการคูณ 
I  และ _  มีสมบัติปดสําหรับการบวก, ลบ, และคูณ 
แต '_  ไมมีสมบัติปดเลย 
 
•  จํานวนทั้งหมดที่กลาวมานี้ เรียกรวมกนัวา 
จํานวนจริง (Real Number : \ ) ซ่ึงมีแผนผัง 
ความสัมพันธดังที่แสดงไว นอกจากนี้ยังมีจํานวน 
อีกหนึ่งประเภทที่ไมใชจํานวนจริง (เน่ืองจากไม 
สามารถจัดลําดับคามากนอยได) เชน 2−  (จะ 
ศึกษาในหวัขอจํานวนเชิงซอน) รวมกันแลวเรยีก 
วา จํานวนเชงิซอน (Complex Number : ^ ) 
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สมบัติของการเทากัน 
[1] สมบัติการสะทอน (Reflexive Property)  a a=  
[2] สมบัติการสมมาตร (Symmetric Property) a b b a= ↔ =  
[3] สมบัติการถายทอด (Transitive Property) a b b c a c= ∧ = → =  
[4] สมบัติการบวกและคูณดวยจํานวนทีเ่ทากัน a b a c b c= → + = +  
      a b ac bc= → =  
สมบัติเก่ียวกับการบวกและการคูณ 
[1] “เอกลักษณ (Identity)” คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับจํานวนจริง a  ใดก็ตามแลวไดผลลัพธ
เปนจํานวน a  เดิม ... ดังน้ัน เอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจริง คือ 0  และเอกลักษณการ
คูณในระบบจํานวนจริง คือ 1 
[2] “อินเวอรส (Inverse) ของ a ” คือจํานวนที่ไปดําเนินการกับจํานวนจริง a  แลวไดผลลัพธ
เปนเอกลักษณ ... ดังน้ัน เอกลักษณการบวกของจํานวนจริง a  คือ a−  และเอกลักษณการคูณ
ของจํานวนจริง a  คือ 1/a  หรือ เขียนแทนดวยสัญลักษณ 1a−  
[3] สมบัติปด (Closure Property) a,b a b∈ → + ∈\ \  
 a,b a b∈ → ⋅ ∈\ \  
[4] สมบัติการสลับที่ (Commutative Property) a b b a+ = +  
 ab ba=  
[5] สมบัติการเปลี่ยนกลุม (Associative Property) a (b c) (a b) c a b c+ + = + + = + +  
 a (bc) (ab) c abc= =  
[6] สมบัติการแจกแจง (Distributive Property) a (b c) ab ac+ = +  
 (a b) c ac bc+ = +  
[7] สมบัติสําหรับเซตของจํานวนจริงบวก ( +\ ) เพ่ิมเติมไดแก สมบัตปิดของการบวก สมบัตปิด
ของการคูณ และสมบตัิทีว่า “ถาจํานวนจริง a 0≠  แลว a +∈ \  หรือ a +− ∈ \  เสมอ” 
 
ทฤษฎีบทตางๆ ที่ควรทราบ (พิสูจนไดจากสมบัติขางตน) 
[1] กฎการตัดออกสําหรับการบวกและการคูณ a c b c a b+ = + → =  
      a c b c a b⋅ = ⋅ → =    เม่ือ c 0≠  
[2] การคูณดวยศูนย และจํานวนลบ  0a a0 0= =       ( 1)a a− = −  
      ( a)b a( b) ab− = − = −  
      ( a)( b) ab− − =       ( a) a− − =  
* [3] ผลคูณเทากับศูนย    ab 0 a 0= → =  หรือ b 0=  
[4] บทนิยามของการลบและการหาร  a b a ( b)− = + −  
      1a b ab −÷ =  เม่ือ b 0≠  (ไมนิยาม 10− ) 
[5] การแจกแจงสําหรับการลบ   a (b c) ab ac− = −  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   17 

[6] อินเวอรสการคูณไมเปนศูนยเสมอ  1a 0− ≠   เม่ือ a 0≠  

[7] การคูณทั้งเศษและสวน   a ac
b bc

=  

[8] การบวกและการคูณเศษสวน   a d ac bd
b c bc

+
+ =     a d ad

b c bc
⋅ =  

[9] อินเวอรสการคูณของเศษสวน  
1

a b
b a

−
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

[10] เศษสวนซอน    a b a
c bc

=  a ac
b c b

=  a b ad
c d bc

=  

หมายเหตุ 1. ขอ [7] ถึง [10] ตัวสวนตองไมเทากับศูนย 
2. อาจนิยามการหารดวยการคูณ คือ a b c a bc÷ = ↔ =  ก็ได 
แตตองกํากับวาเปนจริงเม่ือ b 0≠  เทานั้น (การหารดวย 0  ในที่น้ีจะไมนิยาม) 
 
โจทย 
(1) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (1.1) 0.343443444... เปนจํานวนตรรกยะ 
 (1.2) 0.112112112... เปนจํานวนอตรรกยะ 
 (1.3) ถา 2a  เปนจํานวนคู แลว a  ตองเปนจํานวนคู 
 (1.4) ถา 2a  เปนจํานวนคี่ แลว a  ตองเปนจํานวนคี ่
(2) ถา a,b,c ∈ \  แลว ขอความในแตละขอตอไปนี้ถูกหรือผิด 
 (2.1) ถา ab a=  แลว b 1=  
 (2.2) ถา ab 0=  แลว a 0=  และ b 0=  

 (2.3) เม่ือ b 0≠  ถา a c
b b

=  แลว a c=  

 (2.4) เม่ือ b,c 0≠  ถา a a
b c

=  แลว b c=  

(3) เซตในขอใดมีสมบัติปดของการบวก และการคูณ 
     ก. เซตของจํานวนเต็มลบทั้งหมด      ข. เซตของจํานวนเฉพาะบวกที่ไมใช 2  
     ค. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไมใชจํานวนเต็ม     ง. เซตของจํานวนเต็มทีห่ารดวย 4  ลงตัว 
(4) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติปดของการลบ 
 (4.2) เซตของจํานวนจริง มีสมบัติการเปลี่ยนกลุมของการลบ 
 (4.3) เซตของจํานวนจริงที่ไมใช 0  มีสมบัตปิดของการหาร 
 (4.4) เซตของจํานวนจริงที่ไมใช 0  มีสมบัตกิารเปลี่ยนกลุมของการหาร 
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(5) เม่ือกําหนดเซต A {x | x }= ∈ ∈` _  และ B A= −`  แลว 
ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) A  มีสมบัติปดการคูณ แต B  ไมมีสมบัติปดการคูณ 
 (5.2) A  ไมมีสมบัติปดการบวก และ B  ไมมีสมบัติปดการบวก 
(6) เซต A  ในขอใดทําใหขอความตอไปน้ีเปนจริง 
“ถา x A∈  แลว จะมี y A∈  ซ่ึง x y 1=  และ x y A∈ ” 
     ก. เซตของจํานวนเต็มทีไ่มใช 0   ข. เซตของจํานวนจริง 
     ค. เซตของจํานวนอตรรกยะ   ง. เซตของจํานวนตรรกยะที่ไมใช 0  

(7) ใหหาอินเวอรสการคูณของ 1

6 5+
 และเอกลักษณการคณูของ 6 5+  

(8) กําหนดตารางการดําเนินทวิภาคดังขวามือ ขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
     ก. (a b) a c∗ ∗ =    ข. (b c) b a∗ ∗ =  
     ค. (a b) (c b) b∗ ∗ ∗ =   ง. (c a) (b a) b∗ ∗ ∗ =  
(9) การดําเนินการ ∗  สําหรับจํานวนจริง ในขอใดไมมีสมบัติการสลบัที่ 
     ก. x y 3x y (x y)∗ = + +  ข. x y 2(x y) 3x y∗ = + −  

     ค. 3 1
x y

x y x y
∗ = −

+
  ง. 1

x y 2x y
x y

∗ = +
−

 

(10) กําหนด a b 3ab (a b)∗ = + +  แลว x (y z) (z y) x∗ ∗ = ∗ ∗  หรือไม 
(11) ถา A  เปนเซตของจํานวนนับคี่ และกาํหนดตัวดําเนินการ ⊕  กับ ⊗  บนเซต A  ดังน้ี 

a b
a b

2
+

⊕ =  และ ab
a b

2
⊗ = แลวขอใดตอไปน้ีถูกหรือผิดบาง 

 (11.1) เซต A  มีสมบัติปด และมีสมบัตกิารสลับที่ ภายใตการดําเนินการ ⊕  
 (11.2) เซต A  ไมมีสมบัติปด แตมีสมบัติการสลับที่ ภายใตการดําเนินการ ⊗  
 
ทฤษฎีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem) 
•  พหุนามตัวแปรเดียว ที่มี x  เปนตวัแปร จะอยูในรูป n n 1

n n 1 1 0a x a x ... a x a−
−+ + + +  

นิยมใชสัญลักษณวา p(x)  นอกจากนั้น สัญลักษณ p(c)  หมายถึงการแทนคา x  ดวย c  
เชน 3 2p(x) 4x x 2x 6= − − +  จะไดวา 3 2p( 1) 4( 1) ( 1) 2( 1) 6 3− = − − − − − + =  
 

•  การแกสมการพหุนามตัวแปรเดียว n n 1
n n 1 1 0a x a x ... a x a 0−

−+ + + + =  จะตองแยกตัว
ประกอบใหสมการอยูในรูปผลคูณเทากบัศูนย โดยมีเทคนิคตางๆ ทีศ่ึกษาผานมา ไดแก กําลัง
สองสมบูรณ ผลตางของกําลังสอง ผลบวกและผลตางของกําลังสาม เปนตน แตสําหรับสมการที่
มีดีกรีมากกวาสองทั่วไป ทฤษฎีบทเศษเหลือจะชวยใหการแยกตัวประกอบสะดวกขึ้น 
 

•  ทฤษฎบีทเศษเหลือ กลาววา  ถาหาร p(x)  ดวย (x c)−  แลว จะเหลือเศษเทากับ p(c)  
(ใชไดในกรณทีี่ดีกรี n  เปนจํานวนเต็มบวก และสัมประสิทธิ์ทุกตวัเปนจํานวนจริงเทานั้น) 

* a b c 
a a b c 
b b c a 
c c a b 
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หากการหารนี้เหลือเศษ 0  พอดี (หารลงตัว) จะกลาววา (x c)−  เปนตัวประกอบของ p(x)  
น่ันคือ  พหุนาม p(x)  จะมี (x c)−  เปนตัวประกอบหนึ่ง ก็ตอเม่ือ p(c) 0=   เรียกทฤษฎี
น้ีวา ทฤษฎีบทตวัประกอบ (Factor Theorem) 
 

•  เรานําทฤษฎบีททั้งสองมาชวยในการแยกตัวประกอบของ p(x)  ได โดยการสุมหาคา c  ที่
ทําให p(c) 0=  พอดี แลวนํา (x c)−  ที่เปนตัวประกอบไปหารออกจาก p(x)  จนหมด แต
ยังมีอีกทฎษฎีที่ทําใหเลือกคา c  ไดรวดเร็ว น่ันคือ ทฤษฎีบทตัวประกอบจํานวนตรรกยะ ซ่ึง
กลาววา  ถา (x (k m))−  เปนตัวประกอบของ p(x)  แลว k  เปนตัวประกอบของ 0a  และ 
m  เปนตัวประกอบของ na  (k m  เปนเศษสวนอยางต่ําเทานั้น) 

 

•  สรุปวิธีการหาตัวประกอบ (x c)−  ของ p(x)  เม่ือ c  เปนจํานวนตรรกยะ คือนําคา k  มา
จากตัวประกอบของ 0a  และนาํคา m  มาจากตัวประกอบของ na  ... คา c  ที่เปนไปไดจะอยู
ในบรรดา k m  เหลานี้เทานั้น (อยาลืมคิดทั้งจํานวนบวกและจํานวนลบ) 
 
โจทย 
(12) ถาหาร 3 24x 21x 26x 17− + −  ดวย x 4−  แลวเหลือเศษ a  
และหาร 3 23x 13x 11x 5+ + +  ดวย x 3+  แลวเหลือเศษ b  แลวใหหาคาของ b a−  
(13) ถา x 1−  หาร 2x 2a+  และ x 2+  หาร x a+  แลวเหลือเศษเทากัน คา a  เปนเทาใด 
(14) ถาหาร 4 3 2x x 3x x 1− + − −  และ 3 22x x 75x a+ + +  ดวย x 5−  แลวเหลือเศษ
เทากัน คา a  เปนเทาใด 

(15) ถา x 2−  เปนตัวประกอบรวมของ 3 2 a
x ax x 2b

4
− + +  กับ 21

x x b
a

+ −  แลว 

คา a b+  เปนเทาใด 
(16) ถา 2x 2x 3− −  เปนตัวประกอบของ 4 3 2x ax bx 3x 4+ + + +  
และ 2x x 2+ −  เปนตวัประกอบของ 3 2x 10x cx d+ + +  แลว a b c d+ + +  มีคาเทาใด 
(17) ใหหา หรม. ของพหุนาม 3x 7x 6− + , 3 23x 7x 4− +  และ 4 3x 3x 6x 4− + −  
(18) ใหหา ครน. ของพหุนาม 3 2x 2x 5x 6− − +  และ 3 2x x 10x 8+ − +  
(19) แยกตัวประกอบของพหุนามตอไปน้ี  6 5 4 3 23x 2x 64x 96x 27x 98x 40− − + − + +  
(20) ใหหาเซตคําตอบของสมการ 2 2 2 2x a b 2abx b 0+ + − =  
 (20.1) เม่ือ a  เปนเอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจรงิ  
 (20.2) เม่ือ b  เปนเอกลักษณการบวกในระบบจํานวนจรงิ  
 (20.3) เม่ือ a  เปนเอกลักษณการคูณในระบบจํานวนจรงิ 
 (20.4) เม่ือ b  เปนเอกลักษณการคูณในระบบจํานวนจรงิ 
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 a            b 

สมบัติของการไมเทากัน 
[1] บทนิยามของการมากกวาและนอยกวา a b b a +< ↔ − ∈ \  
      a b a b +> ↔ − ∈ \  
[2] สมบัติการถายทอด (Transitive Property) a b b c a c> ∧ > → >  
[3] สมบัติการบวกและคูณดวยจํานวนทีเ่ทากัน a b a c b c> → + > +   
      a b ac bc , c 0> → > >  
      a b ac bc , c 0> → < <  
[4] กฎการตัดออกสําหรับการบวกและการคูณ a c b c a b+ > + → >  
      ac bc a b , c 0> → > >  
      ac bc a b , c 0> → < <  
[5] สมบัติไตรวิภาค (Trichotomy Property) 
        ถา a,b ∈ \  แลว   a b=  หรือ a b<  หรือ a b>  อยางใดอยางหนึ่งเสมอ  
[6] บทนิยามของการไมมากกวาและไมนอยกวา 
     a b a≤ ↔  ไมมากกวา b   (นอยกวาหรือเทากับ) 
     a b a≥ ↔  ไมนอยกวา b   (มากกวาหรือเทากับ) 
[7] การเปรียบเทียบสองดาน 
 a b c a b< < ↔ <  และ b c<  a b c a b≤ ≤ ↔ ≤  และ b c≤  
 

 a b c a b< ≤ ↔ <  และ b c≤  a b c a b≤ < ↔ ≤  และ b c<  
 
ชวง และการแกอสมการ 
•  ชวง (Interval) คือเซตทีบ่อกสมาชิกดวยขอบเขต 
นิยมแสดงเปนกราฟบน เสนจํานวน (Number Line) 
 

•  ชวงเปด (a,b)  หมายถึง {x | a x b}< <  
ชวงปด [a,b] หมายถึง {x | a x b}≤ ≤  
ชวงครึ่งเปด (a,b]  หมายถึง {x | a x b}< ≤  
และชวงครึ่งเปด [a,b)  หมายถึง {x | a x b}≤ <  
 

•  ชวง (a, )∞  หมายถึง {x | x a}>  
ชวง [a, )∞  หมายถึง {x | x a}≥  
ชวง ( ,a)−∞  หมายถึง {x | x a}<  
ชวง ( ,a]−∞  หมายถึง {x | x a}≤  
และชวง ( , )−∞ ∞  หมายถึงเซตของจํานวนจริง \  
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 -3  0  1  1  2  2  2 

 -3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 -3  0  1  1  2  2  2 
-   +  -   +  -   +  -   + 

 -3  0    1       2 

•  สมการ (Equality) คือประโยคที่มีตวัแปรและกลาวถึงการเทากัน การแกสมการ คือการหาคา
ของตัวแปรทีท่ําใหประโยคนั้นเปนจริง อาจกลาววาเปนการหา “เซตคําตอบของสมการ” หรือ
การหา “รากของสมการ” ก็ได สวน อสมการ (Inequality) คือประโยคที่มีตัวแปรและกลาวถึง
การไมเทากัน (ไดแก > ≥ < ≤ หรือ ≠) การแกอสมการ ก็คือการหาคาของตัวแปรที่ทําให
ประโยคนั้นเปนจริง ซ่ึงอาจกลาววาเปนการหา “เซตคําตอบของอสมการ” ก็ไดเชนกัน 
 

•  การแกอสมการนั้นมีขอควรระวัง ดังน้ี 
1. การบวกหรือลบทั้งสองของของอสมการ และการตัดออกสําหรับการบวก ทําไดเสมอ 
2. การคูณหรือหารทั้งสองขางของอสมการ ตองระวังเรือ่งการเปลี่ยนเครื่องหมาย 
3. การกลับเศษเปนสวน การยกกําลังสองทั้งสองขาง การคูณไขว เหลานี้ตองระวังเครื่องหมาย 
 
•  เทคนิคการหาชวงคําตอบของอสมการพหุนาม 
1. เม่ือแยกตัวประกอบเรียบรอยแลว อสมการโดยทั่วไป (สมมติวาเครือ่งหมายเปน ≥ ) 

จะอยูในรูป 1 2 3

1 2

(x c )(x c )(x c )...
0

(x d )(x d )...
− − −

≥
− −

       เชน 
2

3

(x 3)(x 1)
0

x(x 2)
+ −

≥
−

 
 

2. เขียนเสนจํานวนและระบตุําแหนงของ 1 2 3 1 2c ,c ,c ,d ,d ,...  ใหครบทุกตัว 
(เรียงตามลําดบันอยไปมาก) และหากมีตวัประกอบใดอยูหลายครั้ง 
ก็เขียนจุดเปนจํานวนเทานัน้ครั้งดวย เชนในภาพ  
 

3. ใสเครื่องหมาย +, -, +, - สลับกันไปในชวงยอยๆ บนเสนจํานวน 
โดยเริ่มจากชวงขวามือที่สดุเปน + เสมอ 
 

4. หากในอสมการเปนเครือ่งหมาย “มากกวาศูนย” ชวงคําตอบจะเปนชวงเปด ในชวง + 
หากเปนเครื่องหมาย “นอยกวาศูนย” ชวงคําตอบจะเปนชวงเปด ในชวง – 
โดยที่ถามีเครือ่งหมาย “เทากับศูนย” อยูดวย ชวงคําตอบจะเปลีย่นเปนชวงปด 
ทั้งน้ีตองระวังเรื่องเศษสวน ที่ตวัสวนตองไมเปนศูนย 
( 1 2x d ,d ,...≠ ) 
5. จัดรูปคําตอบใหกระชับ (ยุบรวมจุดที่เปนจุดเดียวกนั) 
เชน ในตวัอยางนี้ตอบวา x [ 3,0) {1} (2, )∈ − ∪ ∪ ∞  
 

ขอสังเกต หากมีจุดซ้ํากันเกิน 2 จุด (ยกกําลังมากกวา 2) ถาเปนกําลังคูใหเขยีนจุดเพียง 2 จุด 
แตถาเปนกําลังคี่ใหเขยีนจุดเพียงจุดเดียว เน่ืองจากในตอนทาย ชวงที่ไดก็จะยุบรวมกันเสมอ 
 
สมบัติความบริบูรณ (The Axiom of Completeness) 
•  สมบัติความบริบูรณ เปนสมบัติขอสุดทายของระบบจาํนวนจริง มีชื่ออีกอยางหนึ่งวา สัจพจน
การมีคาขอบเขตบนนอยสุด (Least Upper Bound Axiom) 
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•  นิยาม คาขอบเขตบน คือคาจํานวนจริงซ่ึงไมนอยกวาสมาชิกใดๆ ในเซตที่กําหนดให 
เชน เซต S {0, 1, 2, 3, 4,...}= − − − −  มีคาขอบเขตบนเปน 0  หรือ 0.5  หรือ 1.8  หรือ
อ่ืนๆ เพราะคาเหลานี้ไมนอยกวาสมาชิกใดใน S  แต คาขอบเขตบนนอยสุด ไดแก 0  เทานั้น 
•  คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง (a,b)  และ (a,b]  และ [a,b] คือคา b  
คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง ( ,b)−∞  และ ( ,b]−∞  คือคา b  
คาขอบเขตบนนอยสุดของชวง (a, )∞  และ [a, )∞  และ ( , )−∞ ∞  หาไมได 
 

•  สมบัติขอสุดทายของระบบจํานวนจริง กลาววา “สับเซตใดๆ ของ \  ถามีขอบเขตบนแลว 
คาขอบเขตบนนอยสุดจะยังอยูใน \ ” ซ่ึงสมบัติขอน้ีในระบบจํานวนอืน่บางระบบ เชน _  ไมมี 
 
โจทย 
(21) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (21.1) ถา (a b)(b c)(c d) 0− − − >  แลว a b c d> > >  
 (21.2) ถา a b<  และ n ∈ `  แลว n na b<  

 (21.3) ถา a 0>  และ b 0>  แลว a b
ab

2
+

>  

 (21.4) ถา a 0> , b 0>  และ a b≠  แลว 
2 2

b a 1 1
a ba b

+ > +  

(22) ถา a b c< <  แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 

 (22.1) a b
a b

2
+

< <    (22.3) 3 3 3a b c< <  

 (22.2) a b c
a c

3
+ +

< <   (22.4) ab bc<  

(23) ถา 7 x 5− < <  และ 3 y 6< <  แลว คาตอไปน้ีอยูในชวงใด 
 (23.1) 2x y−     (23.2) 2xy  
(24) ถา 6 x 2− < < −  และ 2 y 3< <  แลว คาตอไปน้ีอยูในชวงใด 
 (24.1) xy     (24.3) x/y  
 (24.2) x y−  
(25) ตองการสรางรูปสามเหลี่ยมหนาจ่ัวใหมีเสนรอบรปู 20 ซม. และความสูงไมเกิน 5 ซม. 
ความยาวฐานควรเปนเชนไร 
(26) ถา A  และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4 3x 2 13≤ − <  และ 
11 x 4x 1 2x 7− < + ≤ +  ตามลําดับแลว ในเซต A B'∩  จะมีจํานวนเต็มเปนเทาใดบาง 
(27) ถา m  และ n  คือจํานวนเต็มที่มากที่สุดและนอยที่สุด ที่เปนคําตอบของอสมการ 

2x 6x 7 0+ + ≤  แลว m n−  เปนเทาใด 
(28) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
     ก. ผลบวกของคาสัมบูรณของคําตอบที่เปนจํานวนเต็มของ 220 3x 2x 0− − ≥  คือ 13  
     ข. คาสัมบูรณของผลบวกของคําตอบที่เปนจํานวนเต็มของ 23x 7x 30 0+ − <  คือ 7  
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(29) ถา m  คือผลบวกจํานวนเต็ม ที่เปนคําตอบของ 221 5x 6x 0+ − ≥  
และ n  คือผลบวกจํานวนเต็ม ที่ไมเปนคําตอบของ 2 23x 1 1 x 3x− > + −  แลวใหหา m n+  
(30) กําหนด a  และ b  เปนจํานวนเต็มที่มากที่สุดและนอยที่สุด ซ่ึงไมเปนคําตอบของอสมการ 

22x 4x 5 0+ − >  ตามลําดับ แลวขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (30.1) {ab} {a,b}⊂   (30.2) {a b} {a,b}+ ⊂  
(31) ถาพหุนาม 3 2x a x a 2+ − −  หารดวย x 1−  แลวเหลือเศษมากกวา 5  
คา a  เปนเทาใดไดบาง 
(32) จงหา 

 (32.1) เซตคําตอบของอสมการ x(x 1)(x 2)
0

(x 1)(x 2)
− −

<
+ −

 

 (32.2) เซต (A ' B ')'∩  เม่ือ A  เปนเซตคําตอบของ 4(x 2)(x 3)(x 1) 0+ − − <  
และ B  เปนเซตคําตอบของ 3(x 4)(x 3)(x 2) 0+ − + ≥  

 (32.3) ผลบวกคาสัมบูรณของจํานวนเต็มใน 
3

2

(x 4)(x 1)(x 2)
{x | 0}'

x(x 5)
+ + −

≥
−

 

(33) ใหหาเซตคําตอบของ 3 2x x 4x 4 0− − + ≥  
(34) ถา A  เปนเซตคําตอบของ 3 2x 2x 5x 6+ ≤ +  และ B ( 5, )= − ∞  แลว 
ผลบวกของจํานวนเต็มใน A B∩  เปนเทาใด 
(35) ใหหาเซตคําตอบของอสมการตอไปน้ี 

 (35.1) 1 2
x 1 3x 1

<
− −

 

 (35.2) [Ent’29] 4 2
x 2 x 1

≥
− +

 

(36) ถา A  เปนเซตคําตอบของ 2x 5
0

x 2
−

≥
+

 และ B  เปนเซตคําตอบของ 2x 1
1

x 5
−

<
+

 แลว 

ใหหาผลบวกของจํานวนเตม็ที่มากที่สุดกับจํานวนเต็มที่นอยที่สุด ในเซต B A '∩  

(37) [Ent’38] ให S  เปนเซตคาํตอบของ x 1
2

x 2
−

>
+

 และ a  เปนขอบเขตบนนอยสุดของ S  

แลว คาของ 2a 1+  เปนเทาใด 
(38) ใหหาขอบเขตบนนอยสุดของแตละเซตที่กําหนดให 
 (38.1) 2{x | x 7}<    (38.3) ( 2,6] [3,8)− ∪  
 (38.2) {1,5,7,9} [6, )∪ ∞   (38.4) {x 2n |n }= ∈ I  

(39) ถา a  เปนขอบเขตบนนอยสุดของ n
A {x | x , n }

n 1
+= = ∈

+
I  

และ b  เปนขอบเขตลางมากสุดของ 1
B {x | x , n }

n
−= = ∈ I  แลว ใหหาคา a b+  

(40) ใหหาผลบวกของคาขอบเขตบนนอยสุด และคาขอบเขตลางมากสุด ของเซตคําตอบของ 
อสมการ 22x 5x 2 5− + <  
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 -b            b 

       -1/2         2      

คาสัมบูรณ (Absolute Value หรือ Modulus) 
•  “คาสัมบูรณ ของจํานวนจริง a ” ใชสัญลักษณวา a  
คาสัมบูรณมีความหมายเชิงเรขาคณิต คือ a  เทากับระยะหางระหวางจุดที่แทน a  กับจุด 0  
และ a b−  เทากับระยะหางระหวางจุดที่แทน a  กับจุดที่แทน b  

ดังน้ัน นิยามของคาสัมบูรณของจํานวนจริงเปนดังน้ี   a ,a 0
a

a ,a 0
≥⎧

= ⎨
− <⎩

 
 

•  นิยามเหลานี้ ทําใหสรุปทฤษฎีไดหลายอยาง เชน 
[1] คาสัมบูรณตองไมนอยกวาศูนย  a 0≥ เสมอ  
[2] คาสัมบูรณไมคํานึงถึงเครื่องหมายลบ  a a= −   a b b a− = −  
[3] คาสัมบูรณกระจายได สําหรับการคณู  ab a b=   nna a=  

[4] คาสัมบูรณกระจายได สําหรับการหาร  aa
b b

=   โดย b 0≠  

[5] ยกกําลังดวยเลขคูไมตองใสคาสัมบูรณ 22 2a a a= =  
[6] คาสัมบูรณกระจายไมได สําหรับการบวกลบ a b a b+ ≤ +     a b a b− ≥ −  

* [7] รากที่ n ของกําลัง n   nn
n even

n odd

a ,
a

a ,

=

=

⎧
= ⎨

⎩
 

 
•  ทฤษฎีทีช่วยแกสมการและอสมการ ที่มีคาสัมบูรณ 
* [1] สมการ x b=  และสมการ x b=  
มีความหมายเดียวกับสมการ 2 2x b=  (ยกกําลังสองทั้งสองขางได) 
และยังสรุปไดวา “x b=  หรือ x b= − ” ดวย (วธิีน้ีสะดวกกวาการยกกําลังสอง) 
* [2] อสมการ x b<  ความหมายเดียวกับ b x b− < <  
อสมการ x b≤  ความหมายเดียวกับ b x b− ≤ ≤  
อสมการ x b>  ความหมายเดียวกับ “x b< −  หรือ x b> ” 
อสมการ x b≥  ความหมายเดียวกับ “x b≤ −  หรือ x b≥ ” 
 
•  เทคนิคการหาคําตอบของสมการและอสมการ ที่มีคาสัมบูรณหลายพจน 
1. กําหนดจุดที่ทําใหคาสัมบูรณแตละพจนเปนศูนย ลงบนเสนจํานวนใหครบทุกจุดเรียงตามคา
นอยไปมาก เชนสมการ 2x 1 x 2 x 3+ − − = +  ... มีคาสัมบูรณอยู 2 พจน ก็กําหนดจุด
บนเสนจํานวน 2 จุด  
 

เสนจํานวนที่ไดจะถูกแบงเปนชวงยอยๆ ซ่ึงใชเปนเง่ือนไขของคา x  เชนในตวัอยางนี้จะมีชวง 
x 1/2< , 1/2 x 2≤ < , และ x 2≥  
(สังเกต : คาเทากับ จะอยูรวมกับคามากกวา, ตามนิยาม) 
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                                 -1/2                                 2      

x < -1/2 -1/2 < x < 2 x > 2 

                                 -1/2                                 2      

x < -1/2 -1/2 < x < 2 x > 2 

2. ในแตละชวงยอย สมการจะถอดเครื่องหมายคาสัมบูรณทิ้งได โดยใหดูวาถาชวงนั้นยังนอย
กวาจุดที่ทําใหพจนน้ันเปนศูนย ก็จะตองถอดแลวติดลบ แตถามากกวาจุดที่ทําใหเปนศูนยแลวก็
ถอดไดเลยไมตองเปลี่ยนเครื่องหมายใดๆ ... ดังตัวอยางนี้มี 3 ชวง จะไดสมการ 3 แบบคือ 
 
 
 
 

 
( ) ( ) x 3

                -x 3 x 3

                    x 3

− = +

− = +

= −

-2x - 1 -x + 2

   
(2x 1) ( ) x 3

              3x 1 x 3

                    x 2

+ − = +

− = +

=

-x + 2

   
(2x 1) (x 2) x 3

             x 3 x 3

                0 0

+ − − = +

+ = +

=

 

 

3. นําคําตอบที่ไดของแตละชวง ไปตรวจสอบกับเง่ือนไข (อินเตอรเซคกับเง่ือนไข) แลวจึงรวม
ผลที่ไดเขาดวยกันเพ่ือเปนคําตอบที่แทจริงของสมการ (ยูเนียนกันไดทันที) 
(สังเกต : หากแกสมการแลวไดผลเปน 0 0=  หรือประโยคอ่ืนๆ ที่เปนจริงเสมอ เชน 3 0≥  
แสดงวาชวงยอยนั้นเปนคําตอบไดทั้งหมด แตถาแกสมการแลวไดผลเปนประโยคที่เปนเท็จ เชน 
1 0=  หรือ 3 0≤  แสดงวาชวงยอยนั้นไมมีคาใดเปนคําตอบเลย) 
 
 
 

               x 3= −                                 ∅                              x 2≥  
 

ตัวอยางนี้คําตอบที่ไดคือ x { 3} [2, )∈ − ∪ ∞  
 
โจทย 
(41) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (41.1) ถา n +∈ I  และ n 1>  จะได nn a a=  
 (41.2) ถา a,b 0>  แลว a b a b− = −  
(42) ใหหาคาของจํานวนจริง m  ที่นอยที่สุดที่ทําให 
 (42.1) 4x 0.5 m+ <  เม่ือ 3 2x 1 0.5− < − <  

 (42.2) x 2
5 m

x
−

+ <  เม่ือ x (2,6)∈  

 (42.3) 2x 25 m− <  เม่ือ x 5 6+ <  
(43) ถา x 1 5− <  และ y 2 4− <  แลว x y+  มีคาอยูในชวงใด 
(44) ใหหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 
 (44.1) 2x 6 x 8 0− + =  
 (44.2) x 1 x 1 2− + + =  
 (44.3) [Ent’30] x 4 x 3 1− + − =  
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(45) ถา A  เปนเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3 x+ = +  
และ B  เปนเซตคําตอบของสมการ 2 3x 2 3x+ = +  แลวใหหาเซต A B'∩  
(46) ใหหาผลบวกของคําตอบทั้งหมดของสมการ 28(x 2) 14(x 2) 3 0+ − + + =  

(47) ถา 2A {x | x 3x 3 2x 3 }= ∈ + + = +I  และ 5 3x
B {x | 2}

x 2
−

= ∈ =
+

I  

แลว ใหหาคา 2 2a b+  เม่ือ a,b  เปนคาขอบเขตบนนอยสุด และคาขอบเขตลางมากสุด ของ 
A B∪  
(48) ใหหาคําตอบทั้งหมดของสมการ  2 3x( x ) x=  
(49) ใหหาคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (49.1) 2x 1 3x 2− < +  
 (49.2) 3 x 2 6< − <  

 (49.3) 1
x 0

x
+ >  และ 2x x 2 0− − >  

 (49.4) 3
x

x 1 2
≤

− −
 

 (49.5) x
2

x 1
≤

−
 

(50) ถา A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 2
x 4

2
+

+ ≤  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ x x 7< −  แลวใหหาเซต (A B)'∩  

(51) ถา 4x 5
A {x | x 5}

2
+

= ∈ < ≤\  แลวขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 

 (51.1) ถา a,b A∈  แลว (a b)/2 A+ ∈  
 (51.2) ถา a,b  เปนขอบเขตบนคานอยสุด และขอบเขตลางคามากสุดของ A  
แลว a b A+ ∈  

(52) ถา 2A {x | x 2 14}= ∈ − <\  และ 1
B {x | 1 0}

x
= ∈ − >\  

แลว มีจํานวนเต็มใน A B'∩  กี่จํานวน 
(53) ใหหาคา a,b,c  ชุดที่เปนจํานวนเต็มที่นอยที่สุดที่ทําให 
 (53.1) 4 x 1− < <  เปนคําตอบของอสมการ ax b c+ <  
 (53.2) x 10< −  หรือ x 8>  เปนคําตอบของอสมการ ax b c+ >  
(54) ใหหาคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (54.1) 3x 2 4x 1+ < +  

 (54.2) x 2
2

x 1
−

<
+

 

 (54.3) x 7 5 5x 25− < < −  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   27 

 (54.4) x 1 x 3 x 5− + − < −  

 (54.5) 
2

2

x 5x 4
1

x x 2
− −

≥
+ −

 

* (55) ใหหาคําตอบของอสมการ x 3 x 2− < −  
(56) ใหหาคา x  ที่ทําให 
 (56.1) (1 x )(1 x)− +  เปนจํานวนจริงบวก 
 (56.2) (1 x )(1 x)− +  เปนจํานวนจริงลบ 
 
สมบัติของจํานวนเต็มกบัการหาร 
 

[1] บทนิยามของการหารจํานวนเต็มลงตวั 
 สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยค “m  หารดวย n  ลงตัว” คือ n m  
เรียก m  วา ตัวตั้ง (Dividend) และเรียก n  วา ตัวหาร (Divisor) 
สําหรับจํานวนเต็ม m,n  โดยที่ n 0≠  จะไดวา n m  ก็ตอเม่ือ m nq=  และ q ∈ I  
 [1.1] สมบัติการถายทอด    ถา a b  และ b c  แลว a c   
 [1.2] ตัวหารที่ลงตวัยอมนอยกวา   ถา a b  แลว a b≤  เสมอ    
 [1.3] การหารผลรวมเชิงเสนลงตัว  ถา a b  และ a c  แลว a (bx cy)+   
“ผลรวมเชิงเสน (Linear Combination) ของ b  กับ c ” คือจํานวนในรูป bx cy+  ซ่ึง x,y∈I  
 

[2] บทนิยามของการหารจํานวนเต็มใดๆ 
สําหรับจํานวนเต็ม m,n  โดยที่ n 0≠  จะไดวา  m nq r= +  และ q , 0 r n∈ ≤ ≤I  
มีจํานวนเต็ม q,r  ชุดเดียวเทานั้น เรียก q  วา ผลหาร (Quotient) และ เศษ (Remainder) r  
 

[3] บทนิยามของ จํานวนเฉพาะ (Prime Numbers) 
“จํานวนเฉพาะ p  คือจํานวนเต็มที่ไมใช 0,1, 1−  และมีจํานวนเตม็ที่ไปหาร p  ลงตัวเพียงแค 
1, 1,p, p− −  เทานั้น” เชน 2, 3, 5, 7, 11,...± ± ± ± ± ... จํานวนเตม็อ่ืนๆ ที่ไมใชจํานวน
เฉพาะและไมใช 0,1, 1−  จัดเปน จํานวนประกอบ (Composite Numbers) 
 [3.1] หลักการมีตัวประกอบชุดเดียว 
“ทุกจํานวนเตม็บวกที่มากกวา 1 จะเขียนในรูปผลคูณของจํานวนเฉพาะบวก ไดแบบเดียว” 
 [3.2] จํานวนเฉพาะกับการหารลงตัว   ถา p mn แลว p m  หรือ p n   
 

[4] บทนิยามของ จํานวนคู (Even Numbers) และ จํานวนคี ่(Odd Numbers) 
“จํานวนคู คือจํานวนที่เขียนไดในรูป 2n  เม่ือ n ∈ I ” 
“จํานวนคี่ คือจํานวนที่เขียนไดในรูป 2n 1+  เม่ือ n ∈ I ” 
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[5] บทนิยามของ ตัวหารรวมมาก (ห.ร.ม.) และตัวคณูรวมนอย (ค.ร.น.) 
“d  เปน ห.ร.ม. ของ a  กับ b  ก็เม่ือ d a  และ d b  และถามี n a และ n b  แลว n d ” 
สัญลักษณที่ใชแทน ห.ร.ม. ของ a  กับ b  ที่เปนบวก คือ (a,b)  
“c  เปน ค.ร.น. ของ a  กับ b  ก็เม่ือ a c  และ b c  และถามี a n  และ b n  แลว c n ” 
สัญลักษณที่ใชแทน ค.ร.น. ของ a  กับ b  ที่เปนบวก คือ [a,b] 
 [5.1] ห.ร.ม. คูณกับ ค.ร.น.   (a,b) [a,b] a b× = ×  เสมอ   
 [5.2] ห.ร.ม. ของผลหาร    ถา d (a,b)=  แลว (a/d,b/d) 1=  
 [5.3] ขั้นตอนวิธีการหา ห.ร.ม. ของยุคลิด 
การหา ห.ร.ม. ของ a  กับ b  จะเร่ิมโดยเขียน a  กับ b  ในรูปการหาร แลวนําเศษที่ไดไปหาร
ตอๆ ไป คือ 1 1a bq r= +  ... 1 2 2b r q r= +  ... 1 2 3 3r r q r= +  ... 2 3 4 4r r q r= +  ... 
ทําไปเรื่อยๆ จนกวาจะหารลงตัว (เศษเปน 0 ) จะไดวา ห.ร.ม. เทากับ เศษตวัสุดทาย ( kr ) 
 เชน ตองการหาคา ห.ร.ม. ของ 65  กับ 12  จะมีขั้นตอนการหาดังน้ี 
(65) (12)5 (5) (12) (5)2 (2) (5) (2)2 ( ) (2) ( )2= + = + = + =1 1  
ดังน้ัน ห.ร.ม. คือ 1 (เพราะ 1 คือเศษตัวสุดทาย ที่ทําใหการหารนั้นลงตวั) 
หมายเหต ุถา (m,n) 1=  จะเรียก m  และ n  เปน จํานวนเฉพาะสัมพัทธ (Relative Primes) 
 
โจทย 
(57) เศษของการหาร 3 2(19) (288)  ดวย 5  เปนเทาใด 
(58) ใหหา ห.ร.ม. ของ 252  กับ 34  และเขียนในรูปผลรวมเชิงเสน d 252x 34y= +  
เม่ือ x,y  เปนจํานวนเต็ม 
(59) ใหหา ห.ร.ม. ของ 504−  กับ 38−  และเขียนในรูปผลรวมเชิงเสนดวย 
(60) ถา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ x  กับ 128  เปน 16  และ 384  แลวคา x  เปนเทาใด 
(61) ให x,y  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ x y<  ถา (x,y) 9= , [x,y] 28215=  และ
จํานวนเฉพาะที่หาร x  ลงตัวมี 3  จํานวน แลว x,y  มีคาเทาใด 
(62) [Ent’38] ให x,y  เปนจํานวนเต็มบวก โดยที่ 80 x 200< <  และ x pq=  เม่ือ p,q 
เปนจํานวนเฉพาะซึ่งไมเทากัน ถา x,y  เปนจํานวนเฉพาะสมัพัทธ และมี ค.ร.น. เปน 
15015  แลวคา y  เปนเทาใดไดบาง 
 
 
เฉลย 
(1) ผิดทุกขอ   (2) ขอ (2.3) ถูก นอกนั้นผิด   (3) ง.   (4) ขอ (4.1) และ (4.3) ถูก   (5) ถูกทุก
ขอ   (6) ง.   (7) 6 5+  และ 1   (8) ค.   (9) ง.   (10) เทากัน   (11.1) ผิด   (11.2) ถูก   
(12) 1   (13) 3−    (14) 81−    (15) 4 3+    (16) 155/9−    (17) (x 1)(x 2)− −    
(18) (x 1)(x 2)(x 3)(x 2)(x 4)− − − + +    (19) 2(x 2)(x 4)(x 5)(3x 1)(x 1)− − + + +    
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(20.1) {b, b}−    (20.2) {0}   (20.3) {0, 2b}−    (20.4) { a 1, a 1}− − − +    (21) ขอ 
(21.1) และ (21.2) ผิด   (22) ขอ (22.4) ผิด นอกน้ันถูก   (23.1) ( 41,22)−    (23.2) 
( 252,180)−    (24.1) ( 18, 4)− −     (24.2) ( 9, 4)− −     (24.3) ( 3, 2/3)− −    (25) อยู
ในชวง [7.5,20)  ซม.   (26) 2,4    (27) 2    (28) ถูกทุกขอ   (29) ( 1 0 1 2) (0)− + + + +    
(30) ถูกทุกขอ   (31) a ( , 2) (3, )∈ −∞ − ∪ ∞    (32.1) ( , 1) (0,1)−∞ − ∪    (32.2) 
[ 4, ) {1}− ∞ −    (32.3) 1 2 3 5 0 11+ − + − + + =    (33) [ 2,1] [2, )− ∪ ∞    (34) 
5−    (35.1) ( , 1) (1/3,1)−∞ − ∪    (35.2) (2,8]   (36) 0    (37) 5    (38.1) 7    

(38.2) ไมมี   (38.3) 8    (38.4) ไมมี   (39) 0    (40) 5/2    (41) ผิดทุกขอ   (42.1) 7/2    
(42.2) 7    (42.3) 96    (43) [0,12)    (44.1) 2, 2,4, 4− −    (44.2) [ 1,1]−    (44.3) 
[3,4]   (45) ∅    (46) 8−    (47) 90    (48) 1, 6    (49.1) ( 1/5, )− ∞    (49.2) 
( 4, 1) (5,8)− − ∪    (49.3) ( 1,2) {0}− −    (49.4) [ 1, ) {3}− ∞ −    (49.5) 
( , 2] ( 1,1) [2, )−∞ − ∪ − ∪ ∞    (50) (2, )∞    (51) ถูกทุกขอ   (52) 7    (53.1) 2,3,5    
(53.2) 1,1,9    (54.1) ( , 3/7) (1, )−∞ − ∪ ∞    (54.2) ( , 4) (0, )−∞ − ∪ ∞    (54.3) 
(2,4) (6,12)∪    (54.4) ( 1,3)−    (54.5) ( , 1] [ 1/3,3] {1,2}−∞ − ∪ − −    (55) 
( , 1/2) (5/2, )−∞ − ∪ ∞    (56.1) ( , 1) ( 1,1)−∞ − ∪ −    (56.2) (1, )∞    (57) 1   (58) 
2 (252)(5) (34)( 37)= + −    (59) 2 ( 504)( 4) ( 38)(53)= − − + −    (60) 48    (61) 
495, 513    (62) 105, 165  
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ตรรกศาสตร (Logic) 
 
•  ตรรกศาสตรเปนวิชาเกี่ยวกับการใชเหตผุลเพ่ือวิเคราะหคาความจรงิ ความเขาใจในตรรก- 
ศาสตรเบื้องตนจะชวยใหศกึษาวิชาคณิตศาสตรไดอยางมีเหตุผล 
 
ประพจน, การเชื่อมประพจน, และคาความจริงของประพจน 
 

•  ประโยคทุกประโยคที่มี คาความจริง (Truth Value) เปนจริงหรือเปนเท็จอยางใดอยางหนึ่ง 
เราจะเรียกวา ประพจน (Proposition หรือ Statement) ดังน้ันประพจนอาจเปนประโยคบอกเลา 
ประโยคปฏิเสธ เชน “เม่ือวานฝนตกทีบ่างกะป”, “1 มากกวา 2”, “เกงไมใชคนราย” เหลานี้ถือ
เปนประพจน เพราะสามารถใหคาความจริงกํากับวาเปนจริงหรือเปนเท็จได แตประโยคคําถาม 
ประโยคคําสั่ง ขอรอง ประโยคแสดงความปรารถนา ประโยคอุทาน เหลานี้ไมใชประพจนเพราะ
ไมสามารถใหคาความจริงได เชน “กรุณางดใชเสียง”, “ใครเปนคนทาํแกวแตก”, “อยากไปเที่ยว
หัวหินจังเลย” หรือ “โอโห วิเศษไปเลยจอรจ” 
•  สัญลักษณทีใ่ชแทนประพจนตางๆ เปนตวัอักษรเล็ก เชน p, q, r  โดยแตละประพจนจะมีคา
ความจริงที่เปนไปได 2 แบบเทานั้น คือเปน จริง (True;T ) หรือเปน เท็จ (False; F ) 
 
•  ในชีวติประจําวันรวมทั้งในวิชาคณติศาสตร เรามักพบการเชื่อมประโยค (ประพจน) ดวย
ตัวเชื่อม (Connectives)... และ (and), หรือ (or), ถา-แลว (if-then), ก็ตอเม่ือ (if and only if) 
และยังพบการเติมคําวา ไม (not) ดวย... ซ่ึงการเชื่อมแตละแบบ สงผลตอคาความจริงดังตาราง 
หมายเหต ุ1. เครื่องหมาย ∼  เรียกวา นิเสธ (Negation) ใชเพ่ือกลับคาความจริงใหเปนตรงขาม 
2. ตารางที่แสดงคาที่เปนไปไดครบทุกแบบดังน้ี เรียกวา ตารางคาความจริง (Truth Table) 
เชน ถามี 1 ประพจนจะเปนไปได 2 แบบ, ถามี 2 ประพจน เปนไปได 4 แบบ, หรือ 2n น่ันเอง 
 

p  q  
p  และ q  
(p q∧ ) 

p  หรือ q  
(p q∨ ) 

ถา p  แลว q  
(p q→ ) 

p  ก็ตอเม่ือ q  
(p q↔ ) 

ไม p  
( p∼ ) 

T  T  T  T  T  T  F  
T  F  F  T  F  F  F  
F  T  F  T  T  F  T  
F  F  F  F  T  T  T  

 

ขอสังเกต 1. การเชื่อมดวย และ มีกรณีเดียวที่เปนจริง คือ T T∧  การเชื่อมดวย หรือ มีกรณี
เดียวที่เปนเทจ็ คือ F F∨  การเชือ่มดวย ถา-แลว มีกรณีเดียวที่เปนเท็จ คอื T F→  สวนการ
เชื่อมดวย ก็ตอเม่ือ ถาคาความจริงเหมือนกันจะใหผลเปนจริง ตางกันจะใหผลเปนเท็จ 
2. ตัวเชื่อมทั้งสี่น้ี มีเพียง ถา-แลว ที่ไมสามารถสลับทีป่ระพจนได 
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•  หากรูปแบบของประพจนใดใหคาความจริงเปนจริงเสมอทุกๆ กรณี (สรางตารางคาความจริง
แลวพบวาเปนจริงทุกแบบ) เราเรียกรูปแบบน้ันวาเปน สัจนิรันดร (Tautology) 
•  การตรวจสอบรูปแบบประพจนวาเปนสจันิรันดรหรือไม นอกจากจะใชวธิีเขยีนตารางคาความ
จริงใหครบทุกกรณีแลว ยังสามารถใช “วธิพียายามทําใหเปนเท็จ” ไดดวย คือหากพยายามทํา
ใหรูปแบบน้ันเปนเท็จไมไดเลย รูปแบบนัน้ก็จะเปนสัจนิรันดร แตถาทําเปนเท็จไดแมเพียงกรณี
เดียว รูปแบบนั้นยอมไมใชสัจนิรันดร 
 
•  สวนรูปแบบประพจน 2 รูปแบบใดๆ ทีใ่หคาความจรงิตรงกันทุกๆ กรณี จะกลาววารูปแบบ
ทั้งสอง สมมูลกัน (Equivalent) (แปลวา สามารถใชแทนกันได) สัญลักษณที่ใชแสดงการสมมูล
กัน คือ ≡  (ขีดสามขีด) 
ขอสังเกต ถา ≡, +  แลว จะไดวา →, +  เปนสัจนิรันดร และ ↔, +  ก็เปนสัจนิรันดร 
 

รูปแบบประพจนที่สมมูลกัน (ที่ควรทราบ) ไดแก 
•  การแจกแจง 
p (q r) (p q) (p r)∨ ∧ ≡ ∨ ∧ ∨  
p (q r) (p q) (p r)∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ∧  
•  การเปลี่ยนตวัเชื่อม 
p q p q q p→ ≡ ∨ ≡ →∼ ∼ ∼  
p q (p q) (q p)↔ ≡ → ∧ →  

•  การเติมนิเสธ 
(p q) p q∧ ≡ ∨∼ ∼ ∼  
(p q) p q∨ ≡ ∧∼ ∼ ∼  
(p q) p q→ ≡ ∧∼ ∼  
(p q) p q p q↔ ≡ ↔ ≡ ↔∼ ∼ ∼

 

ขอสังเกต ตวัเชื่อม และ มีสมบัติคลายอินเตอรเซคชันของเซต ตัวเชือ่ม หรือ มีสมบัติคลาย
ยูเนียนของเซต และนอกจากนั้น นิเสธ ก็มีสมบัติคลายคอมพลีเมนตของเซต 
 
โจทย 
(1) ใหเติมคาความจริงหรือประพจนที่เหมาะสม ลงในชองวาง เม่ือ p  เปนประพจนใดๆ 

T p∧ ≡  T p∨ ≡  T p→ ≡  T p↔ ≡  
F p∧ ≡  F p∨ ≡  F p→ ≡  F p↔ ≡  
p p∧ ≡  p p∨ ≡  p T→ ≡  p p↔ ≡  
p p∧ ≡∼  p p∨ ≡∼  p F→ ≡  p p↔ ≡∼  
  p p→ ≡   
  p p→ ≡∼   

 

(2) กําหนดให p , r  เปนจริง และ q  เปนเท็จ จงหาคาความจริงของ 
 (2.1) [(p s) (p r)] (p s)∧ ∨ ∧ → ∨  

(2.2) [(q s) r] [(q s) r]→ ∨ ∨ ↔ ∧  
 (2.3) [(r q) (p q)] (p q)↔ ∨ → → ∧ ∼  
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(2.4) [(p q) (q r)] s↔ ∨ → ∨ ∼  
 (2.5) [(q p) r] ( r)→ ∧ ↔ ∼ ∼  
 (2.6) [(p q) r] [( p q) r]∧ → → ∨ ↔∼ ∼  
 (2.7) [(p q) r] [(p q) ( q r)]∧ ∨ ↔ → ∧ →∼ ∼ ∼  
 (2.8) [(p q) r] [(r s) ( p q)]∧ ∧ ∧ ∨ ∧ ∨∼ ∼ ∼ ∼  
 (2.9) [p (q r)] [(q p) r]→ ∧ ∧ → ∨  
 (2.10) [q (p r)] [p (q r)]→ ∨ → → ∧ ∼  
 (2.11) [( p q) ( r s)] [( p r) (s q)]→ ∧ → ∨ → ∧ →∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼  
(3) จงหาคาความจริงของรูปแบบประพจนตอไปน้ี 
 (3.1) (p q) (p q)∨ → →∼           เม่ือ q  เปนจริง 
 (3.2) (p q) (p q)∨ → →∼           เม่ือ p  เปนเท็จ 
 (3.3) ( r p) ( (r s) (r q))∧ ∨ ∨ ∧ ∨∼ ∼ ∼    เม่ือ p , q  เปนจริง และ r , s  เปนเท็จ 
 (3.4) (p q) (s p) (s q)→ ∧ → ∧ →       เม่ือ p , r , r q→  เปนจริง 
 (3.5) ( q (p r)) ( r)∧ ∨ →∼ ∼           เม่ือ p q→  เปนเท็จ, q r∨  เปนจริง 
 (3.6) n [(m q) s]→ ∨ → ∼           เม่ือ q n→  เปนเท็จ 
 (3.7) (p r) q∨ ∧            เม่ือ p q→  เปนเท็จ, q r∨  เปนจริง 
 (3.8) (q p) (r s)∨ → ∧        เม่ือ (p q) (r s)→ ∧ ∨  เปนจริง, q s∨  เปนเท็จ 
 (3.9) r s→          เม่ือ (p r) (q s)∨ → ∨  เปนเท็จ, p q→  เปนจริง 
 (3.10) (p r) q∨ → ∼           เม่ือ (p r) (p q)∧ → →∼  เปนเท็จ 
 (3.11) p , q , r            เม่ือ (p q) (p r)∧ → →  เปนเท็จ 
 (3.12) r             เม่ือ p (p r) (q r)∧ ↔ ∧ →∼  เปนจริง 
 (3.13) ((p q) p) (p q)∧ → → →∼ ∼  
 (3.14) [ ] p ( r s)p (r s) ∧ → ∨⎡ ⎤∨ ∧⎣ ⎦∼ ∼ ∼∼  
(4) กําหนดให [(p q) (p r)] (s r)→ ∧ ∨ → →  เปนเท็จ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. [(p q) (q r)] (r s)↔ ∧ ↔ ∨ ↔  เปนเท็จ 
 ข. [( p q) ( q r)] ( r s)∧ → ∧ → ∧∼ ∼ ∼  เปนจริง 
(5) ถา [(p q) (r s)]↔ → ∨ ∼  มีคาความจริงเปนเท็จ จงพิจารณาวารูปแบบประพจนในขอใด
มีคาความจริงเหมือนกับ [( p r) (q s)]∧ → ∨∼ ∼  บาง 
 ก. (p s) r∧ →∼ ∼    ข. r (p q)↔ ∧ ∼    ค. (s r) (p q)→ ∨ →  
(6) ถา p  สมมูลกับ q  และ r  ไมสมมูลกับ s  พิจารณาขอความใดถูกหรอืผิดบาง 
 ก. [(p q) (r s)] [( p q) ( r s)]↔ ∨ ↔ ↔ ∧ ∨ ∨∼ ∼ ∼ ∼ ∼  เปนเท็จ 
 ข. [(p r) (q s)] [(p q) (r s)]∨ ∧ ∨ → ∨ ↔ →∼ ∼  เปนจริง 
(7) จงหานิเสธของ 
 ก. (p q) ( r s)→ ∧ →∼ ∼   ข. (p q) r∧ →∼ ∼  
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(8) กําหนดประพจน “ถาเดชาขยันและทาํการบานสม่ําเสมอแลวเขาจะสอบผาน” เปนเท็จ แลว
ขอใดเปนจริง 
 ก. เดชาขยันแตไมทําการบานสม่ําเสมอ 
 ข. เดชาไมขยนัแตทําการบานสม่ําเสมอ 
 ค. ถาเดชาสอบไมผานแสดงวาเขาไมทําการบานสม่ําเสมอ 
 ง. เดชาขยันก็ตอเม่ือเขาสอบไมผาน 
(9) ขอใดไมสมมูลกัน 
 ก. p q∨  กับ ( p q)∧∼ ∼ ∼   ข. (p q)∧∼ ∼  กับ q p→∼ ∼  
 ค. p (q p)→ →∼  กับ q p→∼  ง. p q↔∼  กับ ( p q) (q p)→ ∧ →∼ ∼  
(10) รูปแบบประพจนตอไปน้ีสมมูลกับขอใด 
 (10.1) p q↔  
  ก. (p q) (q p)→ ∧ ∧ ∼  ข. ( q p) ( q p)→ ∧ ∨∼ ∼ ∼  
  ค. (p q) (q p)∧ ∧ →∼  ง. (p q) ( p q)∧ ∧ →∼ ∼ ∼  

(10.2) [ ] q r((q t) p) ((q t) p) ∨ →⎡ ⎤∧ ∧ ∨ ∧ ∧⎣ ⎦∼∼ ∼ ∼  
  ก. q t p∧ ∧∼    ข. (t q) p∧ ∨  
  ค. t q r∧ ∧    ง. (t q) r∧ ∨  
  จ. (t r) p∧ ∨  
 (10.3) [(q r) (p s) (q r)] [(q r) (p s) (q r)]∨ ∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∨∼ ∼ ∼  
  ก. p q∧    ข. p q∨  
  ค. p q→    ง. p q↔  
(11) ขอความใดสมมูลกับ “ถา a 0<  และ b 0<  แลว ab 0> ” 
 ก. ถา a 0≥  หรือ b 0≥  แลว ab 0≤  
 ข. ถา a 0≥  และ b 0≥  แลว ab 0≥  
 ค. ถา ab 0≤  แลว a 0≥  หรือ b 0≥  
 ง. ถา ab 0≥  แลว a 0≤  และ b 0≤  
(12) ขอความในขอใดสมมูลกันบาง 
 ก. ถา a  เปนจํานวนเต็ม แลว a  เปนจํานวนคู หรือ a  เปนจํานวนคี ่
 ข. ถา a  ไมเปนจํานวนคู และ a  ไมเปนจํานวนคี่ แลว a  ไมเปนจํานวนเตม็ 
 ค. a  ไมเปนจํานวนเต็ม หรือ a  เปนจํานวนคู หรือ a  เปนจํานวนคี ่
(13) ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. (p r) q∧ ∨∼ ∼ ∼  สมมูลกับ q (r p)→ ∨ ∼  
 ข. p (q r)→ →  สมมูลกับ q (p r)→ →  
 ค. (p q) r∧ →  สมมูลกับ (p q) (p r)→ ∨ →∼  
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(14) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (14.1) (p q) [(p q) r]∧ → ∨ →  
 (14.2) (p q) [(p q) r]∨ → ∧ →  
 (14.3) [(p q) (q r)] (p r)→ ∧ → → →  
 (14.4) [(p r) (q r)] [(p q) r]→ ∧ → → ∧ →  
 (14.5) [(p r) (q r)] [(p q) r]→ ∧ → → ∨ →  
 (14.6) [(p r) (q s) (p q)] (r s)→ ∧ → ∧ ∧ → ∨  
 (14.7) [ ] (p q) (p r)(p q) r ∧ → → →⎡ ⎤∧ →⎣ ⎦  
(15) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (15.1) (p q) (p q)→ ↔ ∧∼ ∼  
 (15.2) [( p q) p] (p q)∧ ∨ ↔ ∧∼  
 (15.3) [(p q) p] ( p q)∨ ∧ ↔ ∧∼ ∼  
 (15.4) (p q) [(q p) (p q)]↔ ↔ ∨ ∧ ∨∼ ∼  
 (15.5) [(p q) (p q)] [( p q) ( p q)]∧ → ∨ ↔ ∧ → ∨∼ ∼ ∼ ∼  
 (15.6) [p (q r)] [(p q) (p r)]→ ∧ ↔ → ∧ →  
 (15.7) [p (q r)] [(p q) r]→ → ↔ → →  
 (15.8) [p (q r)] [(p q) r]↔ ↔ ↔ ↔ ↔  
(16) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (16.1) [(p r) (q r)] (p q)∨ → ∨ ∨ ∨  
 (16.2) [( p q) p] (p q)∧ → ∨ →∼ ∼  
(17) ประพจนตอไปน้ีเปนสจันิรันดรหรือไม 
 (17.1) นิเสธของ (p p) (q q)∧ → ∧∼ ∼  
 (17.2) นิเสธของ [p (q q)] [ p (q q)]∧ ∨ ↔ ∨ ∧∼ ∼ ∼  
 (17.3) นิเสธของ (p q) ( p q)↔ ∧ ↔∼ ∼ ∼  
(18) เม่ือ p , q , r  เปนประพจนใดๆ ถามวาประพจนในขอใดเปนจริงบาง 
 ก. (p q) ( p q)→ → ∧∼ ∼  
 ข. (p q) ( p q)→ ↔ ∨∼  
 ค. ((p q) r) ( (p q) r)∨ ∨ → ∧ ∧∼ ∼ ∼  
 ง. ((p r) (q r)) ((p q) r)→ ∧ → ↔ ∧ →  
 จ. ((p q) (p r)) (p (q r))→ ∨ → ↔ → ∧  
(19) ตัวเชื่อมในกรอบสี่เหลีย่ม ที่ทําให [(p q) (p r)] [p (q r)]→ ∧ → → ∨∼ ∼ ∼  เปน
สัจนิรันดร คืออะไร 
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(20) กําหนดคาความจริงของตัวเชื่อม ∗  ดังตาราง 
(20.1) (p p) (q q)∗ ∗ ∗  สมมูลกับขอใด 

  ก. p q∧   ข. p q∨  
  ค. p q→   ง. p q↔  
 (20.2) p q∗  สมมูลกับขอใด 
  ก. ( p q)→∼ ∼  ข. p q→∼  
  ค. (q p)→∼ ∼  ง. q p→ ∼  
(21) กําหนดให p q (p q)∗ ≡ ∨∼  ถามวาอัตราสวนจํานวนกรณีที่ p (q r)∗ ∗  เปนจริง ตอ
จํานวนกรณีทีเ่ปนเท็จ เปนเทาใด 
 
ประโยคเปด, ตัวบงปริมาณ, และคาความจริงของประโยคที่มตีัวบงปริมาณ 
 

•  ประโยค “x มากกวา 2” (หรือ “เขาไมใชคนราย”) ไมใชประพจน เน่ืองจากยังไมทราบแนชัด
วามีคาความจริงเปนจริงหรือเปนเท็จ คาความจริงขึ้นอยูกับวา x เปนจํานวนใด (หรือ “เขา” เปน
ใคร) เชน ถา x เปน 3 ประโยคนี้จะเปนจริง แตถา x เปน 2 ประโยคนี้จะเปนเท็จ เราเรียก 
“ประโยคที่ยังคงติดคาตวัแปร และเม่ือแทนคาตวัแปรแลวจึงกลายเปนประพจน” วา ประโยคเปด 
(Open Sentence) 
•  สัญลักษณทีใ่ชแทนประโยคเปดใดๆ (ทีต่ิดคาตวัแปร x) ไดแก P(x), Q(x), R (x) ฯลฯ 
ซ่ึงประโยคเปดเหลานี้สามารถใชตัวเชื่อมไดเชนเดียวกบัประพจน p, q, r  ทัว่ๆ ไป 
 
•  ตัวบงปริมาณ (Quantifier) คือขอความที่ใชบงบอกความมากนอยของคาตัวแปร x 
มี 2 แบบไดแก สําหรับ x ทุกตัว (For All x; x∀ ) และ สําหรับ x บางตัว (For Some x; x∃ ) 
ซ่ึงตัวบงปริมาณทั้งสองนี้เม่ือใชรวมกับเอกภพสัมพัทธแลว จะทําใหประโยคเปดกลายเปน
ประพจน (คือมีคาเปนจริงหรือเปนเท็จ) ได เชน 
 ให P(x)  แทนประโยคเปด “x มากกวา 2” 
 จะไดวา x[P(x)]∀  แทนประโยค “สําหรับ x ทุกตัว... x มากกวา 2” 
 และ x[P(x)]∃  แทนประโยค “สําหรับ x บางตัว... x มากกวา 2” 
 ซ่ึงถา { }U 1,2,3=  ก็จะพบวา x[P(x)]∀  เปนเท็จ, x[P(x)]∃  เปนจริง 
 แตถา { }U 3,4=  แลวจะพบวา x[P(x)]∀  เปนจริง, x[P(x)]∃  เปนจริง 
หมายเหตุ 1. หากไมมีการระบุเอกภพสัมพัทธ ใหถือวาเอกภพสัมพัทธคือเซตจํานวนจริง \  
2. สามารถแจกแจงตัวบงปริมาณไดเพียงสองรูปแบบน้ีเทานั้น 

x[P(x) Q(x)] x[P(x)] x[Q(x)]∀ ∧ ≡ ∀ ∧ ∀  
x[P(x) Q(x)] x[P(x)] x[Q(x)]∃ ∨ ≡ ∃ ∨ ∃  

 

p  q  p q∗  
T  
T  
F  
F  

T  
F  
T  
F  

F  
F  
F  
T  
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•  ประโยคเปดที่มีสองตัวแปร เม่ือใชตัวบงปริมาณก็จะมีสองตัวเชนกัน และการอานตอง
คํานึงถึงลําดับกอนหลัง ดังตัวอยางนี ้
 ให P(x)  แทน “x มากกวา 2” และ Q(x,y)  แทน “x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 จะไดวา x y[P(x) Q(x,y)]∀ ∃ ∧  แทนประโยค “สําหรับ x ทุกตัว จะมี y บางตวัที่
ทําให... x มากกวา 2 และ x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 สวน y x[P(x) Q(x,y)]∃ ∀ ∧  น้ัน แทนประโยค “สําหรับ y บางตวั จะมี x ทุกตวัที่
ทําให... x มากกวา 2 และ x+y เปนจํานวนเฉพาะ” 
 ซ่ึงสองประโยคนี้คนละความหมายกัน ไมสามารถใชแทนกันได 
 
•  การหานิเสธของประโยคเปดที่มีตัวบงปริมาณ นอกจากจะใสนิเสธที่ประโยคเปด (ภายใน
เครื่องหมายวงเล็บปกกา) แลว ยังตองเปลี่ยนตวับงปริมาณ จาก ∀  เปน ∃  และจาก ∃  เปน 
∀  ดวย เชน นิเสธของ x y[P(x) Q(x,y)]∀ ∃ →  คือ x y[P(x) Q(x,y)]∃ ∀ ∧ ∼  
 
โจทย 
(22) ให { }U 2, 1,0,1,2= − −  ขอใดเปนจริง 
 ก. x[x∀  เปนจํานวนเต็ม และ 2x 0]>  
 ข. 3 2x[x x∃ >  และ 2x x ]<  
 ค. x[∀ ถา x  เปนจํานวนเต็มบวก แลว x  เปนจํานวนเฉพาะ] 
 ง. x[x∃  เปนจํานวนเฉพาะ และ x  เปนจํานวนคี่] 
(23) กําหนด P(x)  แทน “x  เปนจํานวนอตรรกยะ”, Q(x)  แทน “x  เปนจํานวนตรรกยะ” 
ขอใดมีคาความจริงเปนเท็จ 
 ก. x[P(x) Q( 2)]∀ →   ข. x[Q(x) P(0.5)]∃ →  
 ค. x[P(x) Q( )]∀ ∨ π∼   ง. x[Q(x) P(22/7)]∃ ∧ ∼  
(24) กําหนดประโยคเปด P(x) , Q(x)  ดังน้ี 2P(x) x x= > , Q(x) x=  เปนจํานวน
เฉพาะ หรือ ตัวหารรวมทีม่ากที่สุดของ 3  กับ x  เปน 1 ขอความใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. x[P(x)]∀  เปนจริง เม่ือ U  เปนชวงเปด (0,1)  
 ข. x[Q(x)]∀  เปนเท็จ เม่ือ { }U 2,3, 5,8= −  
(25) จงหาคาความจริงของ 3 2x(x 5x 1 4) x( 0 x 2)x 1∃ + − < ∧ ∀ < → ≥ −−  
(26) ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนนับ `  ถามวาประพจนตอไปน้ีมีคาความจริงเปน

อยางไร    2[ x(x 1∃ −  เปนจํานวนนับ 2) x(x 1 0)] x 0
x

⎛ ⎞∧ ∀ + ≥ → ∀ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(27) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (27.1) 2 2x(x 1) x(x 1)∃ ≠ → ∀ ≠  
 (27.2) 2x(x 1 0) x(x 1)∃ + > ∧ ∃ ≠  
 (27.3) 2x(x 1 0 x 1)∃ + > ∧ ≠  
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 (27.4) 2x(x 0) x(x 0)∀ > ∨ ∀ =  
 (27.5) 2x(x 0 x 0)∀ > ∨ =  
(28) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (28.1) 2x y(x y 2)∃ ∃ + ≥  
 (28.2) 2x y(x y 2)∃ ∀ + ≥  
 (28.3) 2x y(x y 2)∀ ∃ + ≥  
 (28.4) 2x y(x y 2)∀ ∀ + ≥  
(29) จงหาคาความจริงของประโยคตอไปนี้ หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  
 (29.1) 2 2x y(x y y x)∀ ∀ − = −  
 (29.2) 2 2x y(x y y x)∀ ∃ − = −  
 (29.3) 2 2x y(x y y x)∃ ∀ − = −  
 (29.4) 2 2x y(x y y x)∃ ∃ − = −  
 (29.5) 2 2x y(x y y x)∃ ∀ − ≠ −  
(30) จงหาคาความจริงของ 

(30.1) x y(x y y x)∃ ∀ − ≠ −   เม่ือ { }U 2,0,2= −  
(30.2) x y(x y 0)∀ ∃ + =    เม่ือ { }U 2,2= −  

(31) ประพจน x y(xy 1) x y(xy y)∀ ∃ = ↔ ∃ ∀ =  เปนจริง เม่ือเอกภพสัมพัทธเปนเทาใด 
 ก. จํานวนเตม็      ข. จํานวนเต็มบวก      ค. จํานวนจริง ง. จํานวนจริงบวก 
(32) ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตจํานวนจรงิบวก +\  ขอใดมีคาความจริงเปนจริง 
 ก. x y[x y xy]∀ ∀ + ≥   ข. x y[x y 0]∃ ∃ + ≤  
 ค. x y[x y]∃ ∀ ≤    ง. x y[y x]∀ ∃ >  
(33) จงหานิเสธของ 
 (33.1) x[P(x) Q(x)]∀ → ∼  
 (33.2) x[P(x) (Q(x) R (x))]∀ → →  
 (33.3) [ ]x x[Q(x)]P(x)∀ → ∃⎡ ⎤⎣ ⎦∼  
 (33.4) x y[(x y 5) (x y 1)]∃ ∃ + = → − =  
 (33.5) x y[x 0 y 0 xy 0]∃ ∃ > ∧ ≠ ∧ <  
 (33.6) x y(xy 0 x 0 y 0)∃ ∀ > → < ∨ <  
 (33.7) x y[(P(y) R (x)) ( Q(x) P(y))]∃ ∃ ∧ → ∨∼ ∼ ∼  
 (33.8) x y z (x y z∀ ∃ ∀ + >  และ xy z)≤  
(34) ขอความใดถูกหรือผิดบาง 

 ก. นิเสธของ 22
x[x 5 0] y[ ]

y
∀ + = ∧ ∃ < π  คือ 22

x[x 5 0] y[ ]
y

∃ + ≠ ∨ ∀ ≥ π  

 ข. นิเสธของ x[x 6] x[x 8]∃ < → ∀ ≥  คือ x[x 6] x[x 8]∀ ≥ ∧ ∃ <  
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การอางเหตผุล 
 

•  การอางเหตุผล คือการกลาววาถามีเหตเุปนขอความ 1 2 3 np , p , p , ..., p  ชุดหนึ่ง แลว
สามารถสรุปผลเปนขอความ q  อันหนึ่งได การอางเหตุผลมีทั้งแบบที่ สมเหตุสมผล (valid) 
และ ไมสมเหตุสมผล (invalid) ซ่ึงเราสามารถตรวจสอบความสมเหตุสมผลไดโดยหลายวธิ ีคือ 

1. ตรวจสอบสัจนิรันดร 
การอางเหตุผลจะสมเหตุสมผล ก็เม่ือ 1 2 3 n(p p p ... p ) q∧ ∧ ∧ ∧ →  เปนสัจนิรันดร 
(หรือกลาววาไมสมเหตุสมผลเพียงกรณีเดียวเทานั้น คอืเหตุเปนจริงทั้งหมด แตผลเปนเท็จ) 

2. เทียบกับรปูแบบที่พบบอย 
การอางเหตุผลทุกรูปแบบตอไปน้ี สมเหตุสมผล 
(1) เหตุ p q→  
          p           
  ผล    q          

(2) เหตุ p q→  
         q    ∼      
  ผล   p    ∼    

(3) เหตุ p q→  
          q r  →      
  ผล    p r  →    

(4) เหตุ p q→  

           r s→             p r  ∨       
  ผล    q s  ∨   
  

(5) เหตุ p q∨  
         p    ∼      
  ผล    q          

(6) เหตุ p q→  
        q p →∼ ∼    
  ผล  p q   ∨∼   

(7) เหตุ   p q  ∧    

     ผล    p        
  

(8) เหตุ    p        

      ผล  p q  ∨    

 

โจทย 
(35) การอางเหตุผลดังตอไปน้ี สมเหตุสมผลหรือไม
 (35.1) เหตุ 1. p q→  
       2. q s→  
       3. s∼  
  ผล    p∼  

(35.2) เหตุ  p (r s)→ ∨  
         ผล  p (r s)∨ ∨∼

 

(36) การอางเหตุผลดังตอไปน้ี สมเหตุสมผลหรือไม 
 (36.1) เหตุ 1. ถา x  เปนจํานวนคูแลว 2 | x  
       2. ถา x  เปนจํานวนคูและ 2 | x  แลว x  เปนจํานวนเต็ม 
       3. ไมจริงที่วา “x  เปนจํานวนเฉพาะและ x  เปนจํานวนเต็ม” 
       4. x  เปนจํานวนคู 
  ผล   x  เปนจํานวนเฉพาะ 
 

 (36.2) เหตุ 1. ถา a  เปนจํานวนตรรกยะแลว a  ไมเปนจํานวนอตรรกยะ 
       2. 2a 2=  หรือ 2a 1= −  
       3. ถา 2a 2=  แลว a  เปนจํานวนอตรรกยะ 
       4. 2a 1≠ −  
  ผล   a  เปนจํานวนตรรกยะ 
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(37) จงเติมขอความที่ทําใหการอางเหตุผลนี้สมเหตุสมผล
 (37.1) เหต ุ1. p (q r)→ →  
       2. s p∨∼  
       3. q  
  ผล              

(37.2) เหตุ 1. p q→∼  
      2. q r→ ∼  
      3.           

ผล       p
 

(38) จงเติมขอความที่ทําใหการอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล 
เหต ุ1. ถาฉันขยัน ฉันจะไมตกคณิตศาสตร 

       2. ฉันตกคณิตศาสตร 
 ผล                            
 

(39) กําหนดเหตุใหดังน้ี ใหหาวาผลในขอใดทําใหการอางเหตุผลสมเหตุสมผล 
เหตุ 1. ถาฉันขยันแลวฉันจะสอบได 

       2. ถาฉันไมขยันแลวพอแมจะเสียใจ 
       3. ถาฉันเรียนในมหาวทิยาลัยแลวพอแมจะไมเสียใจ 
       4. ฉันสอบไมได 
 ผล     ก. ฉันไมไดเรียนในมหาวิทยาลัย หรือฉันขยัน 
          ข. ฉันเรียนในมหาวทิยาลัย และฉนัขยัน 
          ค. พอแมฉันไมเสียใจ และฉันไมไดเรียนในมหาวิทยาลัย 
          ง. ฉันขยัน แตฉันสอบไมได 
 
 

เฉลย   (1) p | F | p | F  -- T | p | p | T  -- p | T | T | p | T | p∼ ∼  -- p | p | T | F∼    
(2) ขอ (2.6 ถึง 2.10) เปนเท็จ นอกนั้นจริง   (3) ขอ (3.5, 3.7, 3.9, 3.12) เปนเท็จ ขอ (3.11) 
T, T,F  นอกนั้นจริง   (4) ก. ถูก ข. ถูก   (5) ทุกขอ   (6) ก. ผิด ข. ถูก   (7) ก. (p q)∧ ∨  
( r s)∧∼ ∼    ข. p q r∧ ∧∼    (8) ง.   (9) ค.   (10.1) ข.   (10.2) ง.   (10.3) ก.   (11) ค.   
(12) สมมูลกันทุกขอ   (13) ถูกทุกขอ   (14 ถึง 17) เปนทุกขอ ยกเวน (14.1, 14.2, 15.2, 
17.1)   (18) ข. และ ค. เปนจริง   (19) →  หรือ ↔    (20.1) ก.   (20.2) ก.   (21) 3:5   (22) 
ข.   (23) ก., ข.   (24) ก. ถูก ข. ผิด   (25) จริง  (26) เท็จ  (27) ขอ (27.1, 27.4) เปนเทจ็ 
นอกนั้นเปนจริง   (28) ขอ (28.1) เปนจริง นอกนั้นเปนเท็จ   (29) ขอ (29.2, 29.4) เปนจริง 
นอกนั้นเปนเท็จ   (30.1) เท็จ   (30.2) จริง   (31) ง.   (32) ง.   (33.1) x[P (x) Q(x)]∃ ∧    
(33.2) x[P(x) Q(x) R (x))]∃ ∧ ∧ ∼    (33.3) [ ]x x[Q(x)]P (x)∀ → ∃    (33.4) 

x y[(x y∀ ∀ + =  5) (x y 1)]∧ − ≠    (33.5) x y[xy 0 (x 0 y 0)]∀ ∀ < → ≤ ∨ =    (33.6) 
x y(xy 0∀ ∃ < ∧  x 0 y 0)≥ ∧ ≥   (33.7) x y[P(y) R (x) Q(x)]∀ ∀ ∧ ∧∼    (33.8) 
x y z (x y z∃ ∀ ∃ + ≤  หรือ xy z)>    (34) ก. ถูก ข. ผดิ   (35) สมเหตุสมผลทั้งสองขอ   (36) 

ไมสมเหตุสมผลทั้งสองขอ   (37.1) s r→    (37.2) r    (38) ฉันไมขยัน   (39) ก. 
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เรขาคณิตวิเคราะห (Analytic Geometry) 
 
•  เรขาคณิตวิเคราะห เปนการคํานวณเกีย่วกับรูปเรขาคณิต เชน การหาระยะหางระหวางจุด
สองจุด, ระหวางเสนตรงคูขนานสองเสน, การหาพื้นที่รูปหลายเหลี่ยม, หรือการหาความชันของ
เสนตรง เปนตน 
 

•  ใน ระนาบ (Plane) หน่ึงๆ เราจะอางถึงตําแหนงหรือจุดใดๆ ไดดวยคา พิกัด (Coordinate) 
โดยระบบที่นิยมใชมากที่สดุคือระบบ พิกัดฉาก (Cartesian Coordinate) ประกอบดวยแกน
อางอิง 2 แกนที่ตั้งฉากกัน ณ จุดที่สมมติใหเปน จุดกําเนิด (Origin; 
หรือจุด O ) เรียกชื่อแกนนอนและแกนตั้ง วาแกน x และแกน y 
ตามลําดับ 
 

•  แกนทั้งสองนี้ตัดกัน แบงพ้ืนที่ในระนาบ xy ออกเปน 
4 สวน เรียกแตละสวนวา จตุภาค (Quadrant; Q ) ไดแก 
จตุภาคที่ 1, 2, 3, และ 4 ดังภาพ 
 

•  การอางถึงพิกัดในระบบพกิัดฉาก นิยมเขียนในรูป คูอันดับ (Ordered Pair) ที่สมาชิกตวัแรก
แทนระยะทางในแนว +x และตวัหลังแทนระยะทางในแนว +y เชน คูอันดับ (2,4) 
 
การคํานวณเกี่ยวกับจุด 
•  การเขียนชื่อจุดนิยมใชตัวอักษรใหญ เชน จุด P , จุด Q  และอาจเขียนกาํกับดวยคูอันดับใน
พิกัดฉาก เปน P(x,y) ใดๆ เชน Q (2,4)  ใชแทนจุดที่ชือ่ Q  และมีพิกัดเปน (2,4) 
 

•  (1) ระยะหางระหวางจุดสองจุด 
สัญลักษณที่ใชแทนระยะหาง ระหวางจุด P  กับ Q  คือ PQ  
 
 
         (พิสูจนไดจาก ทฤษฎบีทปทาโกรัส) 
         (Pythagorean Theorem) 
 
•  (2) จุดกึ่งกลางระหวางสองจุด              จุดที่แบงระยะทางเปนอัตราสวน m:n  
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P (x1,y1) 
Q (x2,y2) 
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C ( , )

3 3
+ + + +  

C 

R (x3,y3) 

O 

y 

x 
B (2,0) 

D (2,4)    C 

P           Q 

•  (3) จุดตัดของเสนมัธยฐานของสามเหลี่ยม     (เรียกวาจุด Centriod) 
 
 
 
 
 
ทฎษฎีบท 1. เสนมัธยฐาน คือเสนตรงที่เชื่อมจุดยอดจุดหนึ่ง กับจุดกึ่งกลางของดานตรงขาม 
2. จุดตัดของเสนมัธยฐาน จะแบงเสนมัธยฐานแตละเสนออกเปนอัตราสวน 2 :1 เสมอ 
 
โจทย 
(1) กําหนดจุด 1P (1,7)  และ 2P ( 5,2)−  ใหหาคา 1 2P P  
(2) ถา P , Q  เปนจุดกึ่งกลางของ AB , CD  ตามลําดับ เม่ือกําหนด A (2,7) , B (6, 3)− , 
C ( 2,5)− , และ D (8,1) ใหหาความยาวของ PQ  
(3) กําหนดสี่เหลี่ยมดานขนาน OBCD  ดังภาพ, P  เปนจุดกึ่งกลาง 
ของ BC , และ PC PQ=  จงหาขนาดพื้นที่สามเหลี่ยม PQC  
(4) กําหนดสามเหลี่ยม ABC  มีจุดยอดมุมอยูที่ A (5, 3)− , 
B ( 6,1)− , C (1,8) แลวสามเหลี่ยมรูปน้ีเปนสามเหลี่ยมชนิดใด 
(5) สามเหลี่ยม ABC  มีจุดกึ่งกลางดานทั้งสามเปน P ( 2,1)− , Q (5,2) , R (2, 3)−  ใหหา
ความยาวเสนรอบรูปสามเหลี่ยม ABC  น้ี 
(6) กําหนดสามเหลี่ยมรูปหน่ึงมีจุดยอดอยูที่ A (2,8) , B (6,12) , C ( 2, 4)− −  ถาจุด P  
และ Q  อยูบนดาน AB  และ BC  ตามลําดับ โดยมีอัตราสวน AP : PB 1 : 3= , 
BQ : BC 3 : 4=  ใหหา PQ  

(7) ขอใดถูกหรือผิดบาง เม่ือกําหนด 
 ก. จุด A (10,5) , B (3,2), C (6, 5)−  เปนจุดมุมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 ข. จุด D (1,2) , E ( 3,10)− , F (4, 4)−  อยูบนเสนตรงเดียวกัน 
 ค. จุด A ( 2,3)− , B ( 6,1)− , C ( 10, 1)− −  อยูบนเสนตรงเดียวกัน 
(8) จงหาจุด P  บนแกน x  ซ่ึงอยูหางจากจุด 1P (1, 2)−  และ 2P (3,5)  เปนระยะเทากัน 
(9) ใหหาจุดศูนยกลางของวงกลม ซ่ึงผานจุด (1,7) , (8,6) , (7, 1)−  
(10) ใหหาผลบวกของความยาวเสนมัธยฐาน ของสามเหลี่ยม 
ที่มีจุดยอดอยูที่ A (2, 1)− , B (4,3) , และ C ( 2,5)−   
(11) ถา (m,n)  เปนจุดตัดของเสนมัธยฐาน ของสามเหลี่ยมทีมี่จุดยอดอยูที่ (4,5) , ( 4,7)− , 
และ (4,1) แลวจงหาคา m n−  
(12) สามเหลีย่ม ABC  มีจุดยอดเปน B (6,7) , C ( 4, 3)− −  ถาจุด P (4/3,1) เปนจุดตัด
ของเสนมัธยฐานแลว เสนมัธยฐานที่ลากจาก A  มีความยาวเทาใด 
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P (x1,y1) 

Q (x2,y2) R (x3,y3) 

S (x4,y4) 

T (x5,y5) 

P (x1,y1) 

Q (x2,y2) 
2 1

2 1

y y
m tan

x x
−

=
−

θ =  

θ 

•  (4) พ้ืนที่ของรูปหลายเหลีย่ม 
คํานวณไดจาก ... นําคูอันดับของจุดยอดมาตั้งเรียงกัน เรียงทวนเข็มนาฬิกาใหครบทุกจุด (โดย
วนกลบัมาที่จุดแรกอีกครั้งดวย) จากนั้น คูณลงเครื่องหมายเดิม คูณขึ้นเปลี่ยนเครื่องหมาย 
(วิธีการเดียวกับการหา det) นําคาที่ไดรวมกันแลวหารสอง จะเปนพ้ืนที่ของรูปหลายเหลี่ยมนัน้ 

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

1 1

x y
x y
x y1

Area
x y2
x y
x y

= ⋅  

1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 2 1 3 2 4 3 5 4 1 5

1
      (x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y )

2
= + + + + − − − − −  

 

โจทย 
(13) P  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง (13,2)  และ ( 13, 2)− − , Q  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง 
(6,10) และ (0,14) , R  เปนจุดกึ่งกลางระหวาง (8,4)  และ (16, 4)−  ใหหาพื้นที่และ
ตําแหนงจุดตัดของเสนมัธยฐาน ของรูปสามเหลี่ยม PQR  
(14) จงหาผลตางของพื้นทีส่ามเหลี่ยม ABC  และ PQR  เม่ือกําหนดตําแหนงจุดยอดให ดังน้ี 
A (1,3) , B ( 2,0)− , C (3, 5)− , P (0,0) , Q (8,18), และ R (12,27)  
(15) กําหนดจุด P (3, 2)− , Q ( 2,3)− , R (0,4)  แลวขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ความยาวเสนรอบรูปสามเหลี่ยม PQR  เปน 9 5  หนวย 
 ข. พ้ืนที่รูปสามเหลี่ยม PQR  เปน 15  ตารางหนวย 
(16) ใหหาพื้นที่รูปหาเหลี่ยมซึ่งมีจุดยอดอยูที่ A (1,4) , B ( 3, 2)− − , C ( 1, 3)− − , 
D ( 4,5)− , และ E ( 2,7)−  
 
การคํานวณเกี่ยวกับเสนตรง 
•  เราสามารถสรางเสนตรงทีผ่านจุดสองจุดที่กําหนดให เชน จุด P  กับ Q  ใดๆ ไดเสมอ และ
เขียนแทน “สวนของเสนตรง” ที่เชื่อมระหวางจุด P  กับ Q  ดวยสัญลักษณ PQ  นอกจากนั้น
นิยมตั้งชื่อ “เสนตรง” ดวยอักษร L  เชน เสนตรง 1L , เสนตรง 2L  
 

•  (1) ความชัน (Slope; m) ของเสนตรง ที่ทราบจุดผานสองจุด 
 

 
    

ทฤษฎีบท เสนตรงสองเสน ขนานกัน 
(Parallel; & ) ก็ตอเม่ือ มีความชันเทากัน 

และเสนตรงสองเสน ตั้งฉากกัน (Perpendicular; ⊥ ) ก็ตอเม่ือ ความชันคูณกันเปน 1−  
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โจทย 
(17) ถา A (1,2) , B (2,k) , C (3,4)  อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน ใหหาคา k  
(18) จุด (1,y)  อยูบน PR  ซ่ึงมีพีกัด P ( 2,6)−  และ R (4, 2)−  ใหหาคา y  
(19) AB  ตัดแกน x และ y  โดยมีระยะตัดแกน x  ทางบวก 4  หนวย และแกน y  ทางบวก 
3  หนวย จุดตัดสองจุดนี้แบง AB  ออกเปน 3  สวนเทาๆ กันพอดี จงหาพิกัดของ A  กับ B  
(20) หากกําหนดพิกัด A (4,5) , B (1,2) , C (2,8) , D ( 2,4)−  แลว AB  ขนานกับ 
CD  หรือไม 
(21) จงหาจุด D  ที่ทําให ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน เม่ือ A ( 4,1)− , B ( 5, 4)− − , 
C (1, 2)−  
(22) ถาเสนตรงที่ผานจุด (k,7) , ( 3, 2)− −  ตั้งฉากกับเสนตรงที่ผานจดุ (3,2) , (1, 4)−  
แลว คา k  เปนเทาใด 
(23) ถาเสนตรงที่ผานจุด A (1,5) และ B (3,6)  ตั้งฉากกับเสนตรงทีผ่านจุด C (m,4)  
และ D ( 1, m)− −  แลว จงหาคา m  
(24) วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนยกลางที่ C (5,6)  มีเสนตรง L  มาสัมผัสที่จุด ( 3,1)−  ใหหา
ความชันของเสนตรง L  
(25) จงหาความยาวเสนผานศูนยกลางของวงกลม ที่ลอมรอบรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ซ่ึง
มีพิกัดเปน A (1,7) , B (8,6) , C (7, 1)−  
(26) ใหหาคําตอบของขอ (7) โดยใชความรูเรื่อง ความชันของเสนตรง 
 
•  (2) สมการของเสนตรง 
 (2.1) เม่ือทราบจุดผานจุดหนึ่ง 1 1(x ,y )  และคาความชัน m  

เราใชความสมัพันธของความชัน คือ 1

1

y
m

x
−

=
−

y
x

 

หรือจัดรูปไดวา 1 1y m ( x )− = −y x  
 

 (2.2) เม่ือทราบจุดผานสองจุด 1 1(x ,y ) , 2 2(x ,y ) 
ใหคํานวณคาความชันจากสองจุดนี้กอน แลวจึงทําตามขอ 
(2.1) โดยเลือกใชจุดใดก็ไดจุดเดียว 

สมการที่ไดจะเปน 2 1
1 1

2 1

y y
y ( x )

x x
⎛ ⎞−

− = −⎜ ⎟−⎝ ⎠
y x  

 (2.3) เม่ือทราบ ระยะตัดแกน (Intercept) ทั้งสองแกน 
     สามารถใชสมการเสนตรงในรูป Intercept Form 

ไดแก 1
a b

+ =
x y  

     เม่ือ a, b  คือ ระยะตัดแกน x  และ y  ตามลําดับ 
โดย a, b  อาจเปนคาบวก หรือลบก็ได 
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•  ขอสังเกต 1. สมการเสนตรงมีรูปทั่วไป (Common Form) เปน A B C 0+ + =x y  
2. สมการเสนตรงที่นิยมใชประโยชนมีอยู 3 รูปแบบ ไดแก 

Slope-Intercept Form  m c= +y x             เม่ือ c  คือระยะตัดแกน y  
Slope-Point Form   1 1y m ( x )− = −y x  

Intercept-Intercept Form 1
a b

+ =
x y  

3. เม่ือนํารูปทั่วไป มาจัดขางตัวแปรใหม จะได = −
A C

-
B B

y x  ทําใหทราบวา 

คาความชัน A
m

B
= −  และระยะตัดแกนวาย C

c
B

= −  

 
โจทย 
(27) จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (3,0)  และ (0,2)  
(28) เสนตรง L  ผานจุด ( 2, 5)− −  และ (1,3)ถามวารูปสามเหลี่ยมที่ปดลอมดวยเสนตรงเสน
น้ี กับแกน x  และแกน y  มีพ้ืนที่เทาใด 
(29) จงหาสมการเสนตรงทีผ่านจุด (6,8) และจุดตัดแกน x  ของ 3x 4y 12+ =  
(30) รูปสี่เหลีย่ม ABCD  มีจุดมุมอยูที่ A (1,2) , B ( 2, 1)− − , C ( 3, 6)− − , D (2, 5)−  
ถา P  เปนจุดตัดของเสนทแยงมุม แลว P  จะอยูหางจากจุดกําเนิดกี่หนวย 
(31) จงหาสมการเสนตรงทีข่นานกับ 2x 3y 10 0+ + =  และผานจุดที่ x y 1+ =  ตัดกับ 
2x y 5+ =  
(32) เสนตรงสองเสนตั้งฉากกันที่จุดตัดแกน x  พอดี หากเสนหนึ่งมีสมการเปน 
3x 4y 5 0− + =  แลว ใหหาวาอีกเสนหนึ่งตัดแกน y  ที่จุดใด 
(33) หากเสนตรง L  ตั้งฉากกับ 2x 3y 5 0+ + =  และผานจุด (1,5) ถามวาเสนตรง L  ตัด
แกน x  ที่จุดใด 
(34) ให M เปนเสนตรง 3x 3y 5 7− + =  และ N เปนเสนตรง 2x 5y 7 4− + =  จงหา
สมการเสนตรง L  ที่ขนานกับ M และมีระยะตดัแกน y  เทากับ N  
(35) เสนตรง 1L  ผานจุด (2,2)  และ ( 2,0)− , เสนตรง 2L  ตั้งฉากกับ 1L  ที่จุด −( 2,0) 
และเสนตรง 3L  มีสวนตัดแกน x  เปน 4/3  แกน y เปน 4−  จงหาพื้นที่สามเหลี่ยมที่ปดลอม
ดวยเสนตรงสามเสนนี้ 
(36) กําหนด 1L  มีสมการเปน 2x 3y 6 0− + = , 2L  ผานจุด ( 2,3)−  และขนานกบั 1L  
หาก 3L  ผานจุด (2/3, 1)−  และตั้งฉากกับ 1L  แลว ถามวา 2L  กับ 3L  ตัดกันที่จุดใด ใน 
ควอดรันตใด 
(37) สมมติวา A (3,k)  อยูในควอดรันตที่ 1 และเปนจุดบนวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่จุด
กําเนิด และรัศมี 4  หนวย ถาเสนตรง L  สัมผัสวงกลมนี้ทีจุ่ด A  แลว ใหหาระยะตัดแกน x  
ของเสนตรง L  
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(38) เสนตรง L เปนเสนสัมผสัวงกลมซึ่งมีศูนยกลางที่ A ( 1,2)−  โดยสัมผัสกันที่จุด 
B (2, 1)−  และทําใหเกดิสามเหลี่ยม PQR  ที่ปดลอมดวยเสนตรงเสนน้ี, แกน x , และแกน y  
พิจารณาขอความ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ความยาวรอบรูปสามเหลี่ยม PQR  คือ 6 3 2+  หนวย 
 ข. พ้ืนที่สามเหลี่ยม PQR  มีขนาด 4.5  ตารางหนวย 
(39) หากสามเหลี่ยม ABC  มีจุดยอดที่ A ( 2,5)− , B (4,8) , C (2, 3)−  จงหาสมการ
เสนตรงที่ผานจุดกึ่งกลางดานทั้งสองซึ่งสั้นกวาดานที่สาม และหาระยะตัดแกน x  และ y  ของ
เสนตรงนี ้
(40) ถาระยะที่เสนตรงเสนหนึ่งตัดแกน x  เปนสองเทาของระยะตัดแกน y  และเสนตรงนี้ผาน
จุด (1,3)  แลว ใหหาเสนตรงนี ้
(41) เสนตรงที่ผานจุด ( 2,4)−  และมีผลบวกของ X-intercept กับ Y-intercept เปน 9  จะมี
ความชันเทาใด และตัดแกน x  ที่ใด 
(42) เสนตรง L  มีความชันเปน 0.5  และผานจุด ( 3,0)−  ตัดแกน y  ที่จุด A  หากลาก AB  
ตั้งฉากกับ L  โดยจุด B  น้ันทําใหมีเสนตรงขนานแกน y  ผานจุด B  ตัดแกน x  ที่ 
C ( 3,0)−  ได ถามวา BC  มีคาเทาใด 
(43) สามเหลีย่มมุมฉาก ABC  ซ่ึงมีมุม B  เปนมุมฉาก มีจุด A  อยูที่ ( 3,5)− , จุด C  อยูที่ 
(4, 4)− , และมีความชันของ AB  เปน 3/2  น้ัน มีขนาดกี่ตารางหนวย 
 
•  (3) ระยะหางระหวางเสนตรงคูขนานสองเสน 
 
 
 
 
•  (4) ระยะหางระหวางจุดกับเสนตรง 
 
 
 
 
โจทย 
(44) เสนตรง 2x 3y 6− =  และ 4x 6y 25− =  อยูหางกันกี่หนวย 
(45) จงหาคา C  ที่ทําใหเสนตรง Ax 2y C 0+ + =  อยูหางจาก 3x 4y 5 0− − =  หน่ึงหนวย  
(46) เสนตรง 1L  ขนานกับ 2L  โดยอยูหางกัน 4  หนวย หากเสนตรง L  ซ่ึงมีสมการเปน 
12x 5y 15 0− − =  น้ันขนานกับ 1L  และอยูหางจาก 1L , 2L  เปนระยะเทาๆ กัน จงหา
ผลบวกของสวนตัดแกน x  ของเสนตรง 1L  และ 2L  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   46 

m2 

θ 

1 2

1 2

m m
tan

1 m m
−

=
+

θ  
m1 

Ans1 

Ans2 

L: Ax+By+C=0 

P1 (x1,y1) 

Q1 

P2 (x2,y2) 

Q2 
L: Ax+By+C=0 

P (x1,y1) 

Q 

(47) กําหนดจุดยอดของสามเหลี่ยมเปน A ( 2,1)− , B (5,4) , C (2, 3)−  ใหหาสวนสูงของ
รูปสามเหลี่ยม ที่ลากจากจุด A  มายังดาน BC  
(48) เสนตรง L  มีสมการเปน 5x 12y 3 k− + = และ L อยูหางจากจุด P ( 3,2)−  อยู 4  
หนวย ใหหาผลบวกของคา k  ที่เปนไปไดทั้งหมด 
(49) ใหหาวาจุดใดบนเสนตรง 2x 4y 15− =  อยูหางจาก 3x 4y 10+ =  เปนระยะ 3  หนวย 
 
•  (5) ขนาดของมุมที่เกิดจากเสนตรงสองเสนตัดกัน 
 
  
 
 
•  หมายเหตุ การหาเสนตรงที่แบงครึ่งมุม θ น้ีพอดี จะใชความ 
สัมพันธที่วา “ระยะทางจากจุดบนเสนตรงนี้ ไปยังเสนตรงที่ 
กําหนดใหทั้งสองเสน จะเทากันเสมอ” 

น่ันคือ      1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

A x B y C A x B y C

A B A B

+ + + +
=

+ +
 

ซ่ึงคําตอบที่ไดจะมีสองคําตอบ (เปนเสนตรงที่แบงครึ่งมุมแหลม 
และมุมปาน) ที่ตั้งฉากกันเสมอ ดังภาพ 
 
โจทย 
(50) จงหาขนาดมุมแหลมที่เกิดจากการตัดกันของ 5x y 0− =  และ 2x 3y 1 0− + =  
(51) กําหนดเสนตรง 1L  ผานจุด ( 3,2) , (0,1)  และเสนตรง 2L  ผานจุด (2,3) , (1,4) 
ใหหาขนาดของมุมแหลมระหวาง 1L  กับ 2L  
(52) เสนตรง 1L  ผานจุด (2, 3) , (1,0)  และเสนตรง 2L  ผานจุดกําเนิด O  และตัดกับ 1L  
ที่จุด C  ถามุมระหวาง 1L  กับ 2L  เปน 30°  ใหหาความยาวของ CO  
(53) จงหาสมการเสนตรงทีแ่บงครึ่งมุมที่เกิดจากการตัดกันของ 3x 4y 1 0+ + =  และ 
4x 3y 6 0− − =  
 
•  (6) ภาพฉาย (Projection) บนเสนตรง 
ภาพฉายของจุด P  บนเสนตรง L  คือจุด Q     ภาพฉายของ 1 2P P  บนเสนตรง L  คือ 1 2Q Q  
 
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   47 

•  การคํานวณหาตําแหนงภาพฉาย สามารถคํานวณไดหลายวธิี เชน คํานวณจากความชัน เปน
วิธีทีส่ะดวกทีสุ่ด (โดยสรางสมการเสนตรงที่ผานจุด P  และตั้งฉากกบัเสนตรง L  แลวจึงแก
ระบบสมการหาจุดตัดของเสนตรงสองเสน) หรือคํานวณจากระยะทาง (โดยสรางสมการเพื่อหา
จุดที่หางจากจุด P  เปนระยะเทาที่กําหนด ซ่ึงจะไดเปนสมการวงกลม แลวจึงแกระบบสมการหา
จุดตัดของวงกลมกับเสนตรง) 
 

•  ขอสังเกต ภาพฉายของจุด 1 1P (x ,y )  ใดๆ บนเสนตรงที่มีสมการ “y x= ” (เสนตรงทํา

มุม 45°  กับแกน x ) ไดแก จุด 1 1 1 1x y x y
Q ( , )

2 2
+ +  

 
โจทย 
(54) ถา A  เปนภาพฉายของจุด ( 2,1)−  บนแกน x  และ B  เปนภาพฉายของ ( 5,6)−  บน
แกน y  ใหหาสมการเสนตรง AB  
(55) กําหนด A (1,0) , B ( 5,8)− , P  เปนจุดกึ่งกลางของ AB  และ Q  เปนภาพฉายของ 
B  บนเสนตรง x 1=  จงหาสมการเสนตรง PQ  และเสนตรงทีต่ั้งฉากกับ PQ  
(56) จงหาโพรเจคชันของจุด ( 2,1)−  บนเสนตรง x y 0− =  
(57) จงหาโพรเจคชันของจุด (0,7)  บนเสนตรง 4x 5y 6− =  
 
 
เฉลย 
(1) 61    (2) 2    (3) 5    (4) หนาจ่ัว   (5) 2 (9 2 34)× +    (6) 3 10    (7) ถูก
ทุกขอ   (8) (29/4,0)    (9) (4,3)    (10) 41 26 17+ +    (11) 3−    (12) 10    
(13) 18 , (5,4)    (14) 15    (15) ผิดทั้งสองขอ   (16) 31    (17) 3    (18) 2    (19) 
( 4,6),(8, 3)− −    (20) ขนาน   (21) (2,3)    (22) 30−    (23) 2−    (24) 8/5−    (25) 
10    (26) ...   (27) 2x 3y 6+ =    (28) 1/48    (29) y (2/3)x 4= +    (30) 5    
(31) 2x 3y 1 0+ + =    (32) (0, 20/9)−    (33) ( 7/3,0)−    (34) = +y x 3/5    (35) 
10    (36) ( 2,3)− , 2Q    (37) 16/3    (38) ถูกทั้งสองขอ   (39) y (11/2)x 1= + , 
a 2/11= − , b 1=    (40) x 2y 7 0+ − =    (41) 1/2, (6,0)−  หรือ 4, ( 3,0)−    (42) 
7.5    (43) 19.5    (44) 13/2    (45) 0 , 5    (46) 11/12 41/12 2.5− + =    (47) 
40/ 58    (48) 88 16 72− + = −    (49) (2, 11/4)− , (8,1/4)    (50) 45°    (51) 
75°    (52) 3    (53) x 7y 7 0− − =  หรือ 7x y 5 0+ − =    (54) y 3x 6= +    (55) 
4x 3y 20 0− + = , 3x 4y C 0+ + =    (56) ( 1/2, 1/2)− −    (57) (24/41,257/41)  
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ภาคตัดกรวย (Conic Section) 
 
•  ความสัมพันธที่พบบอย นอกจากจะมีกราฟเปนเสนตรงแลว ยังมีกราฟเสนโคง ไดแก วงกลม 
พาราโบลา วงรี และไฮเพอรโบลาดวย กราฟทั้งสี่รูปน้ีเรียกรวมกันวา ภาคตัดกรวย (Conic 
Section) เน่ืองจากเปนกราฟที่ไดจากการตัดกรวยกลมตรง ดวยระนาบในมุมตางๆ ดังภาพ
 
 
 
 
 
 
 
          วงกลม   วงรี         พาราโบลา       ไฮเพอรโบลา 
        (Circle)          (Ellipse)        (Parabola)       (Hyperbola) 
 

 
เทคนิคการวาดกราฟ 
•  กอนจะศึกษาเรื่องภาคตัดกรวย ตองทบทวนพื้นฐานการวาดกราฟ วาลักษณะของกราฟโดย
ทั่วๆ ไปน้ันจะเปลี่ยนไปอยางไร หากมีคาคงที่มาบวกลบ หรือคูณหาร อยูกับตัวแปร x หรือ y 
 
(1) เม่ือมีคาคงที่มาบวกหรอืลบ จะเกิดการ เลื่อนแกนทางขนาน (Translate) 
กลาวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก f (x,y) 0=  ไปเปน f (x h,y-k) 0− =  เม่ือ h,k  เปน
คาคงที่ กราฟรูปเดิมจะถูกเลื่อนไปทางขวา h  หนวย และเลื่อนขึ้นดานบนอีก k  หนวย (หรือ
กลาววา จุดกําเนิดถูกเลื่อนไปยังคูอันดับ (h,k) และรูปกราฟทั้งหมดถูกเลื่อนตามไปดวย) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

x O  

y = x2  
y

x 

y = (x-3)2  

(3,0)   

y

x 

y+1 = x2  

(0,-1)  

y

x 

y+1 = (x-3)2  

(3,-1)  
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(2) เม่ือมีคาคงที่ (ที่เปนบวก) มาคูณหรือหาร จะเกิดการ ปรับขนาด (Scale) ทางแกนนั้น 
กลาวคือ หากเปลี่ยนรูปสมการจาก y f (x)=  ไปเปน my f (nx)=  เม่ือ m,n  เปนคาคงที่
ที่มากกวา 1 กราฟรูปเดิมจะถูกบีบลงทางแนวนอน n  เทา และบีบลงทางแนวตั้ง m  เทา 
(สวนกรณีที่ m,n  นอยกวา 1 จะมองวาเปนการหาร และกราฟจะถูกขยายออกแทน) ทั้งน้ีตอง
ใชแกน h,k  ที่ไดจากการเลื่อนแกนแลว เปนแกนกลางสําหรับบีบหรือขยายรูปกราฟ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ขอสังเกต 1. กราฟในตวัอยาง สองรูปลางเปนกราฟเดียวกัน เพียงแตมองคนละวิธ ี
2. หากสมการมีทั้งการบวกลบและคูณหาร จะตอง 
จัดรูปสมการใหบวกลบอยูในวงเลบ็ (กระทํากับตวั 
แปรโดยตรง) แลวถัดมาจึงเปนการคูณหาร 
ดังตัวอยางตอไปน้ี 
 
 
 
(3) เม่ือมีคาคงที่ (ที่เปนลบ) มาคูณหรือหาร นอกจากจะมีการขยายหรือบีบตามขอ (2) แลว ยัง
เกิดการ พลิก (Flip) รูปกราฟ โดยใชแกน h,k  น้ีเปนแกนหมุนดวย (หากตัวแปร x  ถูกคณู
ดวยลบ จะพลกิสลับซายขวา, และเชนเดียวกัน หากตวัแปร y  ถูกคูณดวยลบ จะพลกิสลับบน
ลาง) 
 
 
 
 
 
 

y

x O  

y = x2  
y

x 

3y = x2  

y

x 

y = (2x)2  
y

x 

y/4 = x2  

ความสูงทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 3 

ความกวางทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 2 ความสูงทุกตําแหนงเพิ่มเปน 4 เทา 

y

x 

2y = (x-3)2-2 
จัดรูปเปน 2(y+1) = (x-3)2 
 

เลื่อนแกนไปอยูที่ (3,-1) และ 
ความสูงทุกตําแหนงเหลือ 1 ใน 2 

y

x O  

y = x2  
y

x 

เลื่อนแกนไปอยูที่ (3,-1) และ 
พลิกรูปกราฟ สลับบนลาง 

-(y+1) = (x-3)2 
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วงกลม (Circle) 
•  นิยาม วงกลม คือ “เซตของคูอันดับที่อยูหางจากจุดคงที่จุดหนึ่ง เปนระยะเทาๆ กัน” 
เรียกจุดคงที่จุดนั้นวา จุดศูนยกลาง (Center; C ) และเรยีกระยะทางนัน้วา รัศมี (Radius; r ) 
 

•  สมการวงกลม สรางจากสมการระยะทางระหวางจุดสองจุด (ทฤษฎีบทปทาโกรัส) หากมีจุด
ศูนยกลางอยูที่ C (0,0)  และรัศมียาว r  หนวย สมการจะเปน 2 2 2x y r+ =  แตถาเลื่อนแกน 
ใหจุดศูนยกลางไปอยูที่ C (h,k)  สมการจะกลายเปน 2 2 2(x h) (y k) r− + − =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

•  ขอสังเกต 1. จากรูปทั่วไปของสมการวงกลม 2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  เม่ือจัดรูปดวยวธิี
กําลังสองสมบูรณแลว จะทําใหทราบวา (h,k) ( D/2, E/2)= − −  
 

2.1 สมการวงกลมมีพารามิเตอร (คาคงทีซ่ึ่งบอกลักษณะกราฟ) อยู 3 ตัว คือ D,E,F  หรือ 
h,k,r  ดังน้ันการสรางสมการวงกลมจากจุดที่กราฟผาน ตองกําหนดจุดมาให 3 จุด แลวจึงแก
ระบบสมการ 3 สมการ ซ่ึงกรณีน้ีสมการ 2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  จะคํานวณงายกวา 
2.2 แตถาบอก r  มาให จะตองการจุดเพิ่มอีกเพียง 2 จุด เพ่ือหาคา h,k  หรือถาบอก h,k  มา
ให ก็ตองการอีกเพียงจุดเดียวเพ่ือหาคา r  โดยใชสมการ 2 2 2(x h) (y k) r− + − =  
 
•  ระยะทางจากจุด 1 1P (x ,y )  ใดๆ ภายนอกวงกลม มายังจุดสัมผัส Q  (ดังภาพ) 
 
 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท เสนสัมผัสวงกลม คือเสนตรงที่ลากผานจุดบนวงกลมเพยีงจุดเดียวเทานั้น (เรียกวา
จุดสัมผัส) และเสนสัมผัสวงกลมทุกเสนจะตั้งฉากกับรศัมี (ที่เชื่อมจุดศูนยกลางกบัจุดสัมผัส) 
 

วงกลม 
2 2 2(x h) (y k) r− + − =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
รัศมี r  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2 2x y Dx Ey F 0+ + + + =  

C 
  (h,k) 

             

����

 
r 

C 

Q 
P (x1,y1) 

2 2
1 1 1 1d x y Dx Ey F= + + + +   

หรือ 2 2 2
1 1d (x h) (y k) r= − + − −  

d 

d 
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โจทย 
(1) สมการตอไปน้ีตองการเลื่อนแกนเพื่อใหไดรูปที่กําหนด ตองเลือกจุดใดเปนจุดกําเนิดจุดใหม 
 (1.1) (x 4)(y 3) 1 1− + = → =xy  
 (1.2) y x 1 2= + − → =y x  
 (1.3) 2 2 2 2x y 2x 4y 5 9 k+ + − + = → + =x y  
(2) จงหาสมการรูปทั่วไปของวงกลม ที่มีลกัษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (2.1) จุดศูนยกลางอยูที่ (3,4)  และผานจุด (1,1)  
 (2.2) เสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง เชื่อมจุด (1,1)  กับ (2,2)  
 (2.3) สัมผัสเสนตรง y 2x= ที่จุดกําเนิด และผานจุด (1,1)  
 (2.4) ผานจุด ( 6,3)− , (2,3)  และ ( 2,7)−  

(2.5) ผานจุด (1, 5)−  และผานจุดตดัของวงกลม 2 2x y 2x 2y 8 0+ − + − =  กับ 
2 2x y 3x 3y 8 0+ − − − =  

(3) หาความยาวเสนสัมผัสที่ลากจากจุด (0,1)  ไปยังวงกลม 2 23x 3y 11x 15y 9+ + + = −  
(4) ใหหาสมการเสนตรงที่สมัผัสวงกลม ตามเงื่อนไขตอไปน้ี 
 (4.1) สัมผัสวงกลม 2 2x y 8+ =  ที่จุด (2,2)  
 (4.2) สัมผัสวงกลม 2 2x y 17+ =  และมีความชันเปน 4  

[Hint: สรางสมการเสนตรงความชันเทานี้ แตผานจุดศูนยกลางกอน] 
 (4.3) สัมผัสวงกลม 2 2x y 16+ =  และผานจุด ( 1,8)−  

[Hint: สรางสมการเสนตรงความชันใดๆ ที่ผานจุดนี้ แลวจึงหาคาความชัน] 
(5) ใหหาสมการวงกลม ตามเง่ือนไขตอไปน้ี 
 (5.1) รัศมี 2  หนวย และสัมผสักับวงกลมสองวงนี้ คือ 2 2(x 2) (y 1) 1− + + =  และ 

2 2(x 6) (y 2) 4− + − =  โดยมีจุดศูนยกลางอยูในควอดรันตที่ 1 
 (5.2) รัศมี 1 หนวย, สัมผัสกับเสนตรง y x 2= + , และสัมผัสกับวงกลม 

2 2x y 4x 2y 1 0+ − + + =  
 (5.3) แนบในสามเหลี่ยมที่เกิดจากเสนตรงสามเสนน้ีตดักัน 2x 3y 21 0− + = , 
3x 2y 6 0− − = , และ 2x 3y 9 0+ + =      [Hint: หาจุดศูนยกลางวงกลมกอน] 
(6) จงหาคา k  ที่ทําให 2 2x y 6x 8y k 0+ − + + =  เปนสมการวงกลม 
(7) จงหาคา k 0>  ที่นอยที่สุด ทีท่ําให y kx=  สัมผัสกับ 2 2 2x y 14x 49 k+ − + =  
(8) ถา C  เปนจุดศูนยกลางของกราฟ 2 2x 4x 2 (y 8y 9)+ + = − + +  แลว ใหหาสมการ
เสนตรง OC  และสมการวงกลมที่มี OC  เปนเสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง 
(9) เสนตรงเสนหนึ่งมีความชัน 4/3−  ผานจุดศูนยกลางของวงกลม 2 2x y 4x 2y 4+ − + =  
โดยตัดวงกลมที่จุด A  กับ B  หากกําหนดจุด D ( 1, 2)− −  แลว ใหหาพื้นที่สามเหลีย่ม ABD  
(10) ใหหาสมการกราฟซึ่งจุด P (x,y)  ใดๆ บนกราฟเปนจุดศูนยกลางของวงกลมที่สัมผัสกับ
กราฟ 2(x 1) (1 y)(1 y)− = − +  และผานจุด A ( 1,0)−  ดวย 
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พาราโบลา (Parabola) 
•  นิยาม พาราโบลา คือ “เซตของคูอันดับที่มีระยะไปถึงจุดคงที่จุดหนึ่ง เทากับระยะไปถึง
เสนตรงเสนหนึ่ง” เรียกจุดคงที่จุดนั้นวา จุดโฟกัส (Focus; F ) เรียกเสนตรงเสนนั้นวา 
ไดเรกตริกซ (Directrix) เรียกเสนตรงที่ผานโฟกัสและตัง้ฉากกับไดเรกตริกซ วา แกน (Axis) 
 

•  พาราโบลาทีมี่ จุดยอด (Vertex) อยูที่ V (0,0) และระยะโฟกสัยาว c  หนวย จะมีสมการ
เปน 2x 4c y=  (ออมแกน y , กราฟหงายเมื่อคา c  เปนบวก, กราฟคว่ําเม่ือคา c  ติดลบ) 
หรือ 2y 4c x=  (ออมแกน x , กราฟเปดขวาเมื่อ c  เปนบวก, กราฟเปดซายเม่ือ c  ติดลบ) 
 

•  หากมีการเลื่อนแกน ใหจุดยอดไปอยูที่ V (h,k) สมการจะกลายเปน 
2(x h) 4c(y k)− = −  และ 2(y k) 4c(x h)− = −  ตามลําดับ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
นิยาม Latus Rectum คือเสนแสดงความกวางของรูปกราฟ ณ ตําแหนงโฟกัส 
 

•  ขอสังเกต 1. พาราโบลาออมแกนใด อาจสังเกตไดจาก ตัวแปรนั้นจะยกกําลังหน่ึง 
2. พาราโบลามีพารามิเตอร 3 ตัว คือ D,E,F  หรือ h,k,c  เชนเดียวกับวงกลม ดังน้ัน การ
สรางสมการจะใชวิธีคลายกนั แตพาราโบลาตองทราบกอนดวยวาเปนพาราโบลาออมแกนใด 
 

พาราโบลา 
2(x h) 4c (y k)− = −  

จุดยอด V (h,k) 
ระยะโฟกัส c  หนวย 
Latus Rectum ยาว 4c  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2x Dx Ey F 0+ + + =  

             

����

 
2c 

V (h,k) 

F (h,k+c) 

Directrix : y=k-c 

⎧
⎨
⎩

 c 

⎧
⎨
⎩

 c 

Axis : 
x=h 

พาราโบลา 
2(y k) 4c (x h)− = −  

จุดยอด V (h,k) 
ระยะโฟกัส c  หนวย 
Latus Rectum ยาว 4c  หนวย 
 
รูปทั่วไป 

2y Dx Ey F 0+ + + =  

       

��

   V 
(h,k) 

F (h+c,k) 

Directrix :  
x=h-c 

2c 
⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 
c 

Axis : y=k        

��

 
c 
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โจทย 
(11) จงหาสมการรูปทั่วไปของพาราโบลา ที่มีลักษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (11.1) จุดยอดอยูที่ ( 2,3)−  และจุดโฟกัสอยูที่ (5,3) 
 (11.2) จุดยอดอยูที่ O  และจุดปลาย Latus Rectum จุดหนึ่งอยูที่ ( 3,6)−  
 (11.3) จุดยอดอยูที่ O  และผานจุด ( 4, 6)− −  โดยมีแกน x เปนแกนสมมาตร 
 (11.4) จุดยอดอยูที่ (2, 3)−  และผานจุด (8,2.1) โดยแกนสมมาตรตัง้ฉากแกน x  
 (11.5) จุดยอดอยูที่ (5, 2)−  และผานจุด (3,0)  โดยแกนสมมาตรตัง้ฉากกับแกน y  
 (11.6) จุดโฟกัสอยูที่ (2,2)  และสมการไดเรกตริกซเปน x 2 0+ =  
 (11.7) ผานจุด (1,3) , (9,1) , และ (51, 2)−  โดยแกนสมมาตรขนานกับแกน x  
 (11.8) ผานจุด ( 2,3)− , (3,18) , และ (0,3)  
(12) ใหหาระยะจากจุด P (4, 3)−  ซ่ึงอยูบนพาราโบลา 22x 3y 0+ =  ไปถึงจุดโฟกัส 
(13) ใหหาสวนประกอบตางๆ ของพาราโบลา 
 (13.1) จุดโฟกัส ความกวางที่จุดโฟกัส และสมการไดเรกตริกซ ของ 2x 12y 0− =  
 (13.2) สวนประกอบทั้งหมดของ 2y 10y 12x 61 0− + + =  
 (13.3) จุดโฟกัสของพาราโบลาที่มีจุดยอดที่ (4,2) และมีไดเรกตริกซเปน x 1 0− =  
 (13.4) จุดตัดแกน x  ของพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่ (0, 1/3)−  และจุดโฟกัสอยูที่ 
(0,7/6)  
(14) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึง 
 (14.1) อยูหางจากเสนตรง y 4= −  เทากับระยะหางจากจุด ( 2,8)−  

(14.2) อยูหางจากเสนตรง x 4= −  มากกวาระยะหางจากจุด (3,1)  อยู 5  หนวย 
(15) จุดบนโคง 24y (x 1)= −  ซ่ึงอยูหางจากจุดโฟกัส 13  หนวย จะหางจากแกน x  เทาใด 
(16) ความยาวคอรดที่เกิดจากเสนตรง 2x y 8− =  ตัดกับพาราโบลา 2y 8x=  เปนเทาใด 
(17) สมการเสนตรงที่ผานจุด (1,6)  และจุดโฟกัสของ 2y 4x 4y 8− − =  คือสมการใด 
(18) ใหหาสมการพาราโบลาที่มีเสนตรง y 5=  เปนไดเรกตรกิซ และมีจุดโฟกัสอยูที่ศูนยกลาง
ของกราฟ 2 2x 6x 6 2y y− = − −  
(19) ใหหาสมการพาราโบลาที่ผานจุดตัดของเสนตรง x y=  กับวงกลม 2 2x y 6x 0+ + =  
โดยมีแกน x  เปนแกนสมมาตร 
(20) กําหนดใหไดเรกตริกซและแกนของพาราโบลา 2y 4y 8x 20− + =  ตดักันที่จุด P  
ถาวงกลมวงหนึ่งผานจุดกําเนิด, จุด P , และจุดโฟกัสของพาราโบลาแลว กําลังสองของรัศมี
วงกลมเปนเทาใด 
(21) ใหหาระยะโฟกัสของเลนสรูปพาราโบลา ซ่ึงมีความสูง 6 หนวย และฐานกวาง 8 หนวย 
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วงรี (Ellipse) 
•  นิยาม วงรี คือ “เซตของคูอันดับที่ ผลรวมของระยะทางไปถึงจุดคงที่สองจุด มีคาเทากัน” 
เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น วา จุดโฟกัส ( 1 2F ,F ) และนอกจากนี้ ระยะทางรวมซึ่งเปนคาคงที่น้ัน จะ
มีคาเทากับ ความยาวของแกนเอก (2a ) พอดี 
 
•  วงรีที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ C (0,0)  และแกนเอกยาว 2a  หนวย แกนโทยาว 2b  หนวย จะ

มีสมการเปน 
2 2

x y
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (รีตามแกน x ) หรือ 
2 2

y x
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (รีตามแกน y ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นิยาม แกนเอก (Major Axis) คือเสนแสดงความยาวของวงรี ( 1 2V V ) และ แกนโท (Minor 
Axis) คือเสนแสดงความกวางของวงรี ( 1 2B B ) 
 

•  ขอสังเกต 1. สมการวงรีเกดิจากการขยายขนาดทางแกน x,y  ของวงกลมรัศมี 1 หนวย 
2. สําหรับวงรีน้ัน a b>  เสมอ ดังน้ันตัวเลขใดมีคามากกวา ตวัน้ันก็จะเปน a  (เปนแกนเอก) 
3. วงรีมีพารามิเตอรถึง 4 ตวั การสรางสมการวงรีจากจุดที่กราฟผานถึง 4 จุดนั้นไมนิยมกระทํา 
 

วงรี 
2 2

2 2

(x h) (y k)
1

a b
− −

+ =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนเอกยาว 2a  แกนโทยาว 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= −  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

V2   F2 

b ⎫
⎬
⎭

 a 
           ��	�
  

c      F1 
  (h+c,k) 

     V1 
  (h+a,k) 

 C 
(h,k) 

⎧
⎨
⎩

 b2/a 

 Directrix  Directrix 
x=h+(a2/c) 

                    

��������

 
 a2/c B1 (h,k+b) 

B2 

                

������

 

วงรี 
2 2

2 2

(y k) (x h)
1

a b
− −

+ =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนเอกยาว 2a  แกนโทยาว 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= −  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

         

����

 

V2 

  F2 

b 

⎫
⎬
⎭a 

       �	
 

c 

F1 
(h,k+c) 

  V1 (h,k+a) 

 C (h,k) 

 b2/a 

 Directrix 

 Directrix 
y=k+(a2/c) 

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 a2/c 

B1 (h+b,k) B2 
⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩
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โจทย 
(22) จงหาสมการรูปทั่วไปของวงรี ที่มีลกัษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (22.1) จุดศูนยกลางอยูที่ (3, 1)−  แกนเอกขนานกับแกน y  และยาว 8  หนวย สวน
แกนโทยาว 6  หนวย 
 (22.2) จุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิด มีจุดยอดอยูที่ (0,8) และมีโฟกัสอยูที่ (0, 5)−  
 (22.3) จุดยอดอยูที่ ( 4,2)−  และ (2,2)  โดยแกนโทยาว 4  หนวย 
 (22.4) จุดศูนยกลางอยูที่ ( 2,1)−  มีจุดโฟกัสที่ ( 2,4)−  และผานจุด ( 6,1)−  
 (22.5) จุดศูนยกลางอยูที่ (2,1)  มีจุดยอดที่ (2, 4)−  และคา c : a 2 :5=  
(23) ใหหาสวนประกอบตางๆ ทั้งหมดของวงรี 
 (23.1) 2 24x 9y 36+ =  
 (23.2) 2 29x 5y 54x 50y 26 0+ − − + =  
 (23.3) 2 25x 9y 10x 40+ − =  
(24) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึง 

(24.1) ระยะหางจากจุด (4,0)  และจุด ( 4,0)−  รวมกันเปน 12  หนวย 
(24.2) ระยะหางจากจุด (2,7)  และจุด (2,1)  รวมกันเปน 10  หนวย 

(25) ฐานของสามเหลี่ยมยาว 6  หนวย และผลบวกของอีกสองดานเปน 10  หนวย 
(25.1) ถาฐานตรึงอยูกับที่ กราฟที่ประกอบดวยจุดยอดของสามเหลี่ยมจะเปนรูปใด 
(25.2) ใหหาสมการกราฟดังกลาว ถาฐานตั้งอยูบนแกน x  โดยมีจุดกําเนิดอยูตรงกลาง 

(26) ใหหาสมการเสนตรงทีผ่านจุดศูนยกลางของ 2 24x 9y 48x 72y 144 0+ − + + =  และ
ตั้งฉากกับ 3x 4y 5+ =  
(27) ระยะหางระหวางเสนตรงคูขนานทีท่ํามุม 45°  กับแกน x  และผานจุดโฟกัสทั้งสองของ
กราฟ 2 2x 3y 4x 2 0+ − − =  มีคาเทาใด 
(28) ใหจุด 1F  และ 2F  เปนจุดโฟกัสของวงรี 2 2kx 4y 4y 8+ − =  และวงรีน้ีตัดแกน y  ที่จุด 
B  ซ่ึงอยูเหนือแกน x  ถาสามเหลี่ยม 1 2F F B  มีพ้ืนที่ 3 7/4  ตารางหนวย คา k  เปนเทาใด 
(29) นายแดงปนขึ้นไปบนสะพานโคงที่มีลักษณะเปนครึ่งวงรี ปลายทั้งสองหางกัน 4 เมตร และ
มีระยะสูงสุด 1 เมตร ถาเขาอยูบนสะพานในตําแหนงที่หางจากปลายขางหนึ่ง เปนระยะตาม
แนวราบ 80 ซม. เขาจะอยูสูงจากพื้นกี่เซนติเมตร 
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ไฮเพอรโบลา (Hyperbola) 
•  นิยาม ไฮเพอรโบลา คือ “เซตของคูอันดับที่ ผลตางของระยะทางไปถึงจุดคงที่สองจุด มีคา
เทากัน” เรียกจุดคงที่สองจุดนั้น วา จุดโฟกัส ( 1 2F ,F ) และนอกจากนี้ ผลตางระยะทางซึ่งเปน
คาคงที่น้ัน จะมีคาเทากับ ความยาวของแกนตามขวาง (2a ) พอดี 
 

•  ไฮเพอรโบลาที่มีจุดศูนยกลางที่ C (0,0)  แกนตามขวางยาว 2a  และแกนสังยุคยาว 2b   

จะมีสมการเปน 
2 2

x y
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (แบบออมแกน x ) หรือ 
2 2

y x
1

a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (ออมแกน y ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นิยาม แกนตามขวาง (Transverse Axis) 1 2V V  และ แกนสังยุค (Conjugate Axis) 1 2B B  ใช
ในการสราง เสนกํากับ (Asymptote) สองเสน เพ่ือบังคับความกวางของไฮเพอรโบลา 
 

•  ขอสังเกต 1. การวาดกราฟไฮเพอรโบลา เปรียบเสมือนวามีวงรีอยูในกรอบตรงกลาง โดยใช
จุดศูนยกลางรวมกัน และแกนตามขวางกับแกนสังยุคจะทับแกนเอกและโทของวงรีพอดี 
แตสําหรับไฮเพอรโบลา a  ไมจําเปนตองมากกวา b  (แกนใดเครื่องหมายบวก จะออมแกนนั้น) 
2. ถา a b=  (สี่เหลี่ยมจัตุรัส) รูปวงรีตรงกลางจะกลายเปนวงกลม สามารถเรียกไฮเพอรโบลา
น้ันวา ไฮเพอรโบลามุมฉาก (Rectangular Hyperbola) 

ไฮเพอรโบลา 
2 2

2 2

(x h) (y k)
1

a b
− −

− =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนตามขวาง 2a  แกนสังยุค 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= +  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  

F2   V2 

b ⎫
⎬
⎭

 c 
           ��	�
  

a      V1 
 (h+a,k) 

 C 
(h,k) 

b2/a 

 Directrix  Directrix 
x=h+(a2/c) P

       
 a2/c 

B1 (h,k+b) 

B2 

                

������

     F1 
   (h+c,k) 

Asymptote 
a(y-k)=b(x-h) Asymptote 

⎧
⎨
⎩

 

ไฮเพอรโบลา 
2 2

2 2

(y k) (x h)
1

a b
− −

− =  

จุดศูนยกลาง C (h,k)  
แกนตามขวาง 2a  แกนสังยุค 2b  
ระยะโฟกัส 2 2c a b= +  
Latus Rectum ยาว 22b /a  
รูปทั่วไป 

2 2Ax By Dx Ey F 0+ + + + =  
F2 

  V2 

b 

⎫
⎬
⎭

 c 

           ��	�
 

a 

V1 (h,k+a) 

C (h,k) 

b2/a 

 Directrix 

 Directrix 
y=k+(a2/c) 

        

����

  a2/c 
B1 (h+b,k) B2 

⎫
⎬
⎭

 

F1 (h,k+c) Asymptote 
b(y-k)=a(x-h) 

Asymptote 

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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•  นอกจากนี้ไฮเพอรโบลามุมฉากอีกรูปแบบหนึ่ง ไดแกสมการในรูป xy k=  เม่ือ k  เปน
คาคงที่ ไฮเพอรโบลานี้มีแกนนอนและแกนตั้งเปนเสนกํากับ และมีสวนประกอบตางๆ ดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
•  นิยาม สําหรับวงรีและไฮเพอรโบลา คาความเยื้องจุดศูนยกลาง (Eccentricity; e ) คือคาที่
บอกวาจุดโฟกัสและจุดยอด อยูหางจากจุดศูนยกลางเปนอัตราสวนเทาใด น่ันคือ e c /a=  
ขอสังเกต คา e  ของวงรี อยูระหวาง 0  กับ 1 เสมอ (ถา e  ยิ่งมากขึ้น วงรีจะยิ่งแคบลง) 
และคา e  ของไฮเพอรโบลา มากกวา 1 เสมอ (ถา e  ยิ่งมากขึ้น กราฟจะยิ่งกวางขึ้น) 
 
 
 
 
 
 
 
 

ไฮเพอรโบลามุมฉาก 
xy k=     k 0>  
จุดศูนยกลาง C (0,0)  
 
จุดยอด 1V ( k, k)  

2V ( k, k)− −  
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k) 

2F ( 2k, 2k)− −  
F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 

ไฮเพอรโบลามุมฉาก 
xy k=     k 0<  
จุดศูนยกลาง C (0,0)  
 
จุดยอด 1V ( k, k)−  

2V ( k, k)−  
จุดโฟกัส 1F ( 2k, 2k)−  

2F ( 2k, 2k)−  

F2 

  V2 

V1 

C (0,0) 

F1 
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โจทย 
(30) จงหาสมการรูปทั่วไปของไฮเพอรโบลา ที่มีลักษณะดังแตละขอตอไปน้ี 
 (30.1) จุดศูนยกลางอยูที่ ( 3,1)−  มีจุดยอดที่ (2,1)  และแกนสังยุคยาว 6  หนวย 
 (30.2) จุดโฟกัสอยูที่ ( 1, 6)− −  และ ( 1,4)−  โดยแกนตามขวางยาว 6  หนวย 
 (30.3) จุดโฟกัสอยูที่ (0,4)  และ (0, 4)−  และมีจุดปลายแกนสังยุคเปน (3,0)  
(31) ใหหาสวนประกอบตางๆ ทั้งหมดของไฮเพอรโบลา 
 (31.1) 2 29x 4y 36− =  
 (31.2) 2 29x 16y 18x 64y 199 0− − − − =  
 (31.3) 2 26x y 36x 2y 59 0− − − + =  
 (31.4) 2 26x 10y 12x 40y 94 0− − − − =  
(32) ใหหาสมการแสดงทางเดินของจุด P (x,y)  ซ่ึงผลตางของระยะทางจาก P (x,y)  ไปยัง
จุด (3,0)  กับ ( 3,0)−  เปน 4  หนวย 
(33) ใหหาสมการกราฟที่ทาํใหผลคูณระยะทางจาก P (x,y)  ใดๆ ในกราฟ ไปยังเสนตรง 
4x 3y 11− = −  และ 4x 3y 5+ = −  เปน 144/25  
(34) ใหหาสวนประกอบของกราฟรูปตอไปน้ี 
 (34.1) จุดยอด และจุดโฟกัสของ xy 4= −  
 (34.2) จุดศูนยกลางของ xy 2x y 3+ − =  
(35) ถาภาคตดักรวยรูปหน่ึงมีสมการเปน 2 29x 18x 16y 64y 199− = + +  แลว ผลรวมของ
ระยะทางจากจุดโฟกัสทั้งสองไปถึงเสนตรง 3x 4y 8+ =  เปนเทาใด 
(36) ถาให 1F  เปนจุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา 2 26x 10y 12x 40y 94 0− − − − =  และอยู
ในควอดรันตที่ 4 จงหาสมการพาราโบลาที่มีจุดยอดอยูที่ 1F  และมีไดเรกตริกซเปนแกนสังยุค
ของไฮเพอรโบลา 
(37) กําหนดไฮเพอรโบลามีสมการเปน 2 2(x 1) (y 2) 36− − − =  จงหาสมการวงรี ซ่ึงผลบวก
ของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรี ไปยังจุดที่ไฮเพอรโบลาตัดแกน x  ทั้งสองจุด เปน 8  หนวย 
(38) กําหนด E  แทนวงรี 2 26x 5y 12x 20y 4 0+ + − − =  จงหาสมการไฮเพอรโบลาที่มีจุด
ศูนยกลางรวมกับ E , มีจุดยอดอยูที่เดียวกับจุดโฟกัสของ E , และมีความยาวแกนสงัยุคเทากับ
ความยาวแกนโทของ E  พอดี 
 
โจทยทบทวน   ใหสังเกตวากราฟของสมการแตละขอ เปนภาคตัดกรวยรูปใด 
(1) 2 2x y 6x 8y 12 0+ − − + =    (6) 2 23x 3y 9x 6y 20 0+ − − + =  
(2) 2 2x 2y 2x 4y 13 0+ − + − =   (7) 2 23x 3y 9x 6y 20 0− − − + =  
(3) 2x 2x y 3 0+ − + =     (8) 2 23x 2 y 4y− = − +  
(4) 2 2x y 2x 2 0− − − =    (9) 2 23x 2 y 4y− = +  
(5) 2 2x y 4− =      (10) 23x 2 4y− =  
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เฉลย   (1.1) (4, 3)−    (1.2) ( 1, 2)− −    (1.3) ( 1,2)−    (2.1) 2 2x y 6x 8y 12 0+ − − + =    
(2.2) 2 2x y 3x 3y 4 0+ − − + =    (2.3) 2 2x y 4x 2y 0+ − + =    (2.4) 

2 2x y 4x 6y 3 0+ + − − =    (2.5) 2 2x y 3x 3y 8 0+ − + − =    (3) 3    (4.1) x y 4+ =    
(4.2) 4x y 17− = ±    (4.3) 4x 3y 20+ = , 12x 5y 52− = −    (5.1) 2 2(x 2) (y 2) 4− + − =    
(5.2) 2 2(x 2) (y 2) 1− + − = , 2 2(x 1) (y 1) 1+ + + =    (5.3) 2 2(x 1) (y 2) 13+ + − =    (6) k 25<    
(7) 4 3    (8) y 2x= , 2 2(x 1) (y 2) 5+ + + =    (9) 9    (10) 2 212x 4y 3− =  (x 0< )  
(11.1) 2y 28x 6y 47 0− − − =    (11.2) 2y 12x 0+ =    (11.3) 2y 9x 0+ =    (11.4) 

2x 4x 40y 116 0− + − =    (11.5) 2x 10x 2y 21 0− − + =    (11.6) 2y 8x 4y 4 0− − + =    
(11.7) 22y x 12y 19 0− − + =    (11.8) 2x 2x y 3 0+ − + =    (12) 1801/8    (13.1) 
(3,0) , y 3 0+ = , 12    (13.2) V ( 3,5)− , F ( 6,5)− , Latus Rectum ยาว 12 , และ
ไดเรกตริกซคอืแกน y    (13.3) (7,2)    (13.4) ( 2,0)±    (14.1) 2x 4x 24y 44 0+ − − =    
(14.2) 2y 4x 2y 9 0− − + =    (15) 12    (16) 6 5    (17) 4x 3y 14 0− + =    (18) 

2x 6x 12y 15 0− + − =    (19) 2y 3x 0+ =    (20) 145/16    (21) 2/3  หนวย   (22.1) 
2 216x 9y 96x 18y 9 0+ − + + =    (22.2) 2 264x 39y 2496+ =    (22.3) 

2 24x 9y 16x 18y 11 0+ − + − =    (22.4) 2 225x 16y 100x 32y 284 0+ + − − =    (22.5) 
2 225x 21y 100x 42y 404 0+ − + − =    (23.1) C (0,0) , V ( 3,0)± , F ( 5,0)± , 

B (0, 2)± , Latus Rectum ยาว 8/3 , ไดเรกตริกซ x 9/ 5= ±    (23.2) C (3,5) , 
V (3,5 6)± , F (3,5 4)± , B (3 20,5)± , Latus Rectum ยาว 20/3 , ไดเรกตริกซ 
x 5 9= ±    (23.3) C (1,0) , V (1 2 2,0)± , F (1 4 2/3,0)± , B (1, 4 10/3)± , Latus 
Rectum ยาว 10 2/9 , ไดเรกตรกิซ x 1 3 2= ±    (24.1) 2 25x 9y 180+ =    (24.2) 

2 225x 16y 100x 128y 44 0+ + − − =    (25.1) วงรี   (25.2) 2 216x 25y 400+ =    (26) 
4x 3y 36− =  (27) 2 2  (28) 9/4   (29) 80   (30.1) 2 29x 25y 54x 50y 169 0− + + − =    
(30.2) 2 29x 16y 18x 32y 137 0− + − + =    (30.3) 2 27x 9y 63 0− + =    (31.1) C (0,0) , 
V ( 2,0)± , F ( 13,0)± , B (0, 3)± , Latus Rectum ยาว 9 , ไดเรกตริกซ x 4/ 13= ±    
(31.2) C (1, 2)− , V (1 4, 2)± − , F (1 5, 2)± − , B (1, 2 3)− ± , Latus Rectum ยาว 4.5 , 
ไดเรกตริกซ x 1 16/5= ±    (31.3) C (3, 1)− , V (3, 1 6)− ± , F (3, 1 7)− ± , 
B (3 1, 1)± − , Latus Rectum ยาว 2/3 , ไดเรกตริกซ y 1 6/ 7= − ±    (31.4) C (1, 2)− , 
V (1 10, 2)± − , F (1 4, 2)± − , B (1, 2 6)− ± , Latus Rectum ยาว 6 2/5 , ไดเรกตริกซ 
x 1 2.5= ±    (32) 2 25x 4y 20− =    (33) 2 216x 9y 64x 18y 55 144− + + + = ±    (34.1) 
V ( 2, 2)± ∓ , F ( 2 2, 2 2)± ∓   (34.2) (1, 2)−   (35) 42/5    (36) 2(y 2) 8(x 1) 0+ + + =    
(37) 2 292 (x 1) 48y 16 92− + =    (38) 2 2(x 1) 5(y 2) 5+ − = −−  
 

เฉลยโจทยทบทวน   (1) วงกลม   (2) วงรี   (3) พาราโบลา   (4) ไฮเพอรโบลา   (5) 
ไฮเพอรโบลา   (6) วงกลม   (7) ไฮเพอรโบลา   (8) วงรี   (9) ไฮเพอรโบลา   (10) พาราโบลา 
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ความสัมพันธ (Relation) 
 
คูอันดับ และผลคูณคารทเีซียน 
•  คูอันดับ (Ordered Pair) ประกอบดวยสมาชิกสองตัวในรูป (a,b)  ซ่ึงไมสามารถเปลี่ยน
ลําดับสมาชิกตัวหนากับตวัหลังได และ (a,b) (c,d)=  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  เทานั้น 
 

•  ผลคูณคารทีเซียน (Cartesian Product) คือผลคูณของเซต ... เซต A B×  (เอคูณบี) คือเซต
ของคูอันดับ ที่สมาชิกตวัหนามาจากเซต A  และสมาชิกตัวหลังมาจากเซต B  ครบทุกคู 
•  หรือเขียนแบบเงื่อนไขไดวา A B {(a,b) | a A× = ∈  และ b B}∈  
เชน A {0,1,2}= , B {1,3}=  จะได 

{(0,1),(0,3),(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}A B× =  
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}A A× =  

 

ขอสังเกต 1. n(A B) n(A) n(B)× = ⋅  
2. n(A ) n(A) n( ) 0× ∅ = ⋅ ∅ =  ดังน้ัน A × ∅ = ∅  
3. A B B A× = ×  ก็ตอเม่ือ A B=  หรือมีเซตใดเซตหนึ่งเปน ∅  
 
ความสัมพันธ 
•  ความสัมพันธ (Relation : r ) คือเซตของคูอันดับ 
นิยาม “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” (from A to B) คือเซตของคูอันดับที่สมาชิกตัวหนามาจาก
เซต A  และสมาชิกตวัหลังมาจากเซต B  แตไมจําเปนตองครบทุกคู 
•  ดังน้ัน  “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” คือสับเซตของ A B×  ซ่ึงมีไดทั้งหมด n(A B)2 ×  แบบ   
สัญลักษณที่ใชแทนคําวา “ความสัมพันธจาก A  ไป B ” คือ r {(x,y) A B | .....}= ∈ ×  
 

•  หมายเหตุ  1. r {(x,y) A A | .....}= ∈ ×  เรียกวา “ความสัมพันธภายใน A ” (in A) 
2. ถาไมระบุวาเปนความสัมพันธจากเซตใดไปเซตใด จะหมายถึงเซตจํานวนจริง ×\ \  
 

•  ตัวอยางเชน A {2,3,4}=  และ B {1,3,5,8}=  
จะได {(2,1),(2,3),(2,5),(2,8),(3,1),(3,3),(3,5),...,(4,8)}A B× =  
และมี r A B⊂ ×  ทั้งสิ้น 3 42 4096× =  แบบ ... ทุกแบบสามารถเขยีนเง่ือนไขได เชน 

1r {(x,y) A B | y x}= ∈ × ≤  จะได 1r {(2,1),(3,1),(3,3),(4,1),(4,3)}=  
2r {(x,y) A B | y x 1}= ∈ × = +  จะได 2r {(2,3),(4,5)}=  
3r {(x,y) A B | x= ∈ ×  หาร y  ลงตวั}  จะได 3r {(2,8),(3,3),(4,8)}=  

3
4r {(x,y) A B | x y}= ∈ × <  จะได 4r = ∅  

 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   61 

โจทย 
(1) กําหนดใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนจริง ขอความตอไปนี้ถูกหรือผิด 
 (1.1) a b[(a,b) (b,a)]∀ ∀ ≠  
 (1.2) a b[(a,b) (c,d) a c∀ ∀ ≠ → ≠  และ b d]≠  
 (1.3) a b[(a 2b,1) ( 1,b a/2)]∃ ∃ + = − +  
(2) ถา (3x 5,8 4y) ( 5, 6)+ − = − −  และ (y,2) ( p,2)= −  แลว ใหหา (xp,x/p)  
(3) กําหนดให (a,b) (c,d) (a c,b d)∗ = − +  ถา (3,4) (0,0) (x,y) (3,4)∗ = ∗  
แลว ใหหา (x,y)  
(4) กําหนด A, B, C  เปนเซตใดๆ แลว ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (4.1) ถา A  เปนเซตอนันต และ B  เปนเซตจํากัดแลว A B×  เปนเซตอนันต 
 (4.2) ถา A B×  เปนเซตอนันต แลว A  เปนเซตอนันต หรือ B  เปนเซตอนันต 
 (4.3) ถา A B A C× = ×  แลว B C=  
 (4.4) ถา A B× = ∅  แลว A B= = ∅  
 (4.5) A B B A× = ×  ก็ตอเม่ือ A B=  
 (4.6) (A B) C A C (A B) C∩ × ⊂ × ⊂ ∪ ×  
 (4.7) A B A× ≠  และ A B B× ≠  
 (4.8) มีเซต A  บางเซต ที่ทําให A (A B)∩ × ≠ ∅  
(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา A {4,5,6,{4,5,6}}=  และ B {4,5,{4,5}}=  
แลว n[P(A) P(B)] 128× =  

(5.2) ถา A {3,4,5,...,32}= , B {7,8,9,...,40}=  และ 
C {0,1,2,...,25}=  แลว n[(A B) (A C)] 570× ∩ × =  

(5.3) ถา A {0,1,2,...,28}=  และ B { 3, 2, 1,...,4}= − − −  
แลว n[(A B) (B A)] 279× ∪ × =  
(6) กําหนดให 1 2 3 mA {a ,a ,a ,...,a }= , 1 2 3 kB {a ,a ,a ,...,a }=  โดยที่ m k≤  
ถา (A B) (B A) (A B) (B A)× ∩ × = ∩ × ∩  แลว n[(A B) (B A)]× ∪ ×  มีเทาใด 
(7) ถา n( ) 10=U , n(A ' B ') 2∩ = , n(A ' B ') 9∪ =  และ n(B) n(A) 1− =  แลว 
ใหหาจํานวนความสัมพันธตางๆ กันจาก A  ไป B  
(8) [Ent’39] ถา n(A) 10=  แลว ใหหาจํานวนความสัมพันธทั้งหมดจาก A A×  ไป A  
(9) กําหนดให A {1,2,3}=  และ B {0,4}=  แลว ขอความตอไปนี้ถูกตองหรือไม 
 (9.1) มีความสัมพันธจาก A  ไป B  ทั้งหมด 64  เซต 
 (9.2) มีความสัมพันธจาก A  ไป B  ที่โดเมนเทากับ A  ทั้งหมด 27  เซต 
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(10) กําหนดให n(A) 3=  และ n(B) 4=  แลว ขอความตอไปน้ีถูกตองหรือไม 
 (10.1) จํานวนความสัมพันธจาก A  ไป B  เทากับจํานวนความสัมพันธจาก B  ไป A  
 (10.2) จํานวนความสัมพันธจาก A  ไป B  ที่โดเมนเปน A  มีทั้งหมด 315  เซต 
 (10.3) จํานวนความสัมพันธจาก B  ไป A  ที่โดเมนเปน B  มีทั้งหมด 2401  เซต 
 (10.4) จํานวนความสัมพันธภายใน A  ที่โดเมนเปน A  มีทั้งหมด 343  เซต 
(11) ใหเขียน 1 2r r∩  แบบแจกแจงสมาชิก เม่ือ 

(11.1) 1r {(x,y) | x y 1}= ∈ + =×I I , 2r {(x,y) | x y 3}= ∈ − =×I I  
(11.2) 2 2

1r {(x,y) | x y 16}= + = , 2
2r {(x,y) | y 4 x }= = −  

(12) ถา A {1,2,3,...,20}= , B {0,1,2,...,25}=  
และ  r {(x,y) A B | y x}= ∈ × ≥  ใหหาจํานวนคูอันดับภายใน r  
 
โดเมน (Domain) และเรนจ (Range) 
•  “โดเมน (D ) ของความสัมพันธ” คือเซตของสมาชิกตัวหนาของคูอันดับ 
“เรนจ หรือพิสัย (R ) ของความสัมพันธ” คือเซตของสมาชิกตวัหลังของคูอันดับ 
น่ันคือ rD {x | (x,y) r}= ∈  และ rR {y | (x,y) r}= ∈  
 

•  เชนในตวัอยางขางตน 
1r

D {2,3,4}= , 
1r

R {1,3}= , 

2r
D {2,4}= , 

2r
R {3,5}=  และ 

4 4r rD R= = ∅  
ขอสังเกต ถา r  เปนความสัมพันธจาก A  ไป B  แลว rD A⊂  และ rR B⊂  
 

•  การหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธภายใน \  ซ่ึงบอกเปนเง่ือนไข (สมการ) 
ใหพิจารณาเงื่อนไข วาหากมีสิ่งเหลานี้คือ การหาร, การถอดราก, คาสัมบูรณ, การยกกําลัง 
จะมีขอจํากัดเกิดขึ้น กลาวคือ 

 - b
a

c
=  จะไดวา c 0≠  

 - na b=  ถา n  เปนจํานวนคู จะไดวา a 0≥  และ b 0≥  
 - na b=  ถา n  เปนจํานวนคู จะไดวา a 0≥  
 - a b=  จะไดวา a 0≥  
โดยการหาโดเมน จะพิจารณาในรูป y ...(x)...=  
และการหาเรนจ หากเปนไปไดควรจัดรปูใหกลายเปน x ...(y)...=  แลวจึงคอยพิจารณา 
 

•  ตัวอยาง กําหนดให 2r {(x,y) | y 4 x }= = −  จะไดวา 
(1) การหาโดเมน พบวามีรากที่สอง ดังน้ัน 24 x 0− ≥  หรือ 2 x 2− ≤ ≤  
(2) การหาเรนจ เน่ืองจากมีรากที่สอง ดังน้ัน y 0≥  เสมอ จากนั้นจัดรูปเปน 2x 4 y= ± −  
ซ่ึงจะไดวา 24 y 0− ≥  หรือ 2 y 2− ≤ ≤  นําเงื่อนไขมารวมกันไดเปน 0 y 2≤ ≤  
ดังน้ัน ตอบ rD [ 2,2]= −  และ rR [0,2]=  
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•  หมายเหตุ หากไดศึกษาเรือ่งกราฟวงกลม ในบทเรียน “ภาคตัดกรวย” จะทราบวา 
สมการ 2y 4 x= −  อยูในรูปแบบของวงกลม 2 2x y 4+ =  ดังภาพ 
(เปนครึ่งวงกลมเนื่องจากมีเครื่องหมายรากที่สอง ทําให y 0≥ ) 
ซ่ึงจากกราฟ จะเห็นโดเมนและเรนจไดชดัเจนกวาการคํานวณ 
 
 
อินเวอรสของความสัมพนัธ 
•  1r−  คือ อินเวอรส ของ r      โดยที่ 1r {(y,x) | (x,y) r}− = ∈  
อธิบายไดวา 1r−  สามารถหาไดจาก การสลับที่สมาชิกตวัหนาและหลังของคูอันดับใน r  
หรือถาเปนความสัมพันธแบบเง่ือนไข กห็าไดจากการสลับที่ระหวาง x  และ y  น่ันเอง 
 

•  เชน ถา r {(2,1),(3,3),(4,5)}=  จะได 1r {(1,2),(3,3),(5,4)}− =  
แตถาเปนแบบเง่ือนไข r {(x,y) | y 2x 3}= = −  สามารถเขียน 1r−  ไดหลายแบบ 
เชน r {(y,x) | y 2x 3}= = −  หรือ r {(x,y) | x 2y 3}= = −  หรือ 

x 3
r {(x,y) | y }

2
+

= =  ซ่ึงแบบสุดทาย (เขียนในรปูของ y ) น้ีเปนที่นิยมมากกวา 

ขอสังเกต  1 rr
D R− =  และ 1 rr

R D− =  เสมอ  
 
โจทย 
(13) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 
 (13.1) r {(x,y) | xy 2}= =  
 (13.2) r {(x,y) | (x 2)(y 1) 1}= − − =  

 (13.3) 1
r {(x,y) | y }

x 1
= =

−
 

 (13.4) 2x 3
r {(x,y) | y }

x 1
−

= =
+

 

 (13.5) x 1
r {(x,y) | y , x 1}

x 1
+

= = >
−

 

(14) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 
[ Hint : บางสมการควรจัดรูปใหเปนกําลังสองสมบูรณ ] 
 (14.1) 2r {(x,y) | y x }= =  
 (14.2) r {(x,y) | y x}= =  
 (14.3) 2r {(x,y) | y x 2x 3}= = − −  
 (14.4) r {(x,y) | y 3 x 1}= = + +  
 (14.5) 2 2r {(x,y) | x y 16}= + =  
 (14.6) 2r {(x,y) | y 16 x }= = −  

O 

2 

-2                    2  

y 

x 
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 (14.7) 21
r {(x,y) | y 4 3x x }

2
= = − −  

 (14.8) 2 2r {(x,y) | x y 6x 4y 3 0}= + − + − =  
(15) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 

 (15.1) 
2

1
r {(x,y) | y }

x x
= =

−
 

 (15.2) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4x 3
= =

− +
 

 (15.3) x 1
r {(x,y) | y }

x
+

= =  

 (15.4) 2 2r {(x,y) | 2x y 2xy x 1 0}= + − + + =  
 (15.5) 2 2 2r {(x,y) | x y y x 2 0}= − − − =  
 (15.6) 2 2r {(x,y) | xy xy 2y 2y 6x 11 0}= − − + − + =  
(16) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี 

 (16.1) 3
r {(x,y) | y }

x 3 4
= =

+ −
 

 (16.2) r {(x,y) | y x 2 x }= = + −  
 (16.3) 2r {(x,y) | y x 4 }= = −  
(17) ใหหาเรนจ ของอินเวอรสของความสัมพันธตอไปนี้ 

 (17.1) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4
= =

−
 

 (17.2) 
2

1
r {(x,y) | y }

x 4
= =

−
 

 (17.3) x
r {(x,y) | y }

x 2
= =

−
 

 (17.4) 2r {(x,y) | y 3x 1 2 2x 3x 2 }= = − + − −  
(18) ให r {(x,y) | xy 1 y}= = +  แลว r rR D−  เปนเซตใด 

(19) ให r  เปนความสัมพันธภายใน \  ซ่ึง x 2 , x 11
r {(x,y) | y }

15 x , x 11

⎧ − ≤⎪= = ⎨
− >⎪⎩

 

ถา r rA D R= ∩  แลว ผลบวกของคาขอบเขตบนนอยสุดกับคาขอบเขตลางมากสุดเปนเทาใด 
(20) กําหนดให 2 2r {(x,y) | y 2xy x 1 0}= − − + =  จํานวนเตม็บวกที่นอยที่สุดที่เปน
สมาชิกของ r rR D '∩  เปนเทาใด 

(21) ถา 
2

1
r {(x,y) | y }

x 2x 3
= =

− −
 แลว ใหหาคอมพลีเมนตของ 1r

D −  

(22) ถาใหเอกภพสัมพัทธเปน rR  โดยที่ 2 2 1r {(x,y) | y (9 x ) }−= = −  แลว ขอใดถูก 
 ก. x y[x y y]∃ ∀ + =    ข. x y[x y 0]∀ ∃ + =  
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กราฟของความสัมพันธ 
•  “กราฟของความสัมพันธ r ” ก็คือเซตของจุดบนแกนมุมฉาก (x,y)  ซ่ึงแตละจุดแทนสมาชิก
ใน r  (โดยใหสมาชิกตัวหนาเปนแกนนอน และสมาชิกตวัหลังเปนแกนตั้ง) 
เชน 1r {(1,2),( 1,2),(2,3),( 2,0),(0, 2)}= − − −  

2
2r {(x,y) | y x } {(0,0),( 1,1),( 2,4),...}= ∈ = = ± ±×I I  

2
3r {(x,y) | y x }= ∈ × =\ \  
จะไดกราฟดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 

•  การเขียนกราฟของความสัมพันธ จะชวยใหเห็นโดเมนและเรนจไดชัดเจนยิ่งขึ้น 
รูปแบบของกราฟที่ควรรูจักมีดังน้ี ... 
* หมายเหต ุควรศึกษาเทคนิคการเขียนกราฟ (การเลื่อนแกน, การปรับขนาดกราฟ) ซ่ึงอธิบาย
เพ่ิมเติมไวในบทเรียน “ภาคตัดกรวย” เพ่ือชวยในการโดเมนและเรนจตอไป 
 

1. กราฟเสนตรง  y mx c= +      m  คือความชัน และ c  คือระยะตัดแกน y  
 
 
 
 
 
 
 

2. กราฟพาราโบลา  2y ax=  หรือ 2x ay=     a  คือคาคงทีใ่ดๆ ที่ไมใชศนูย 
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3. กราฟคาสัมบูรณ (ที่คลายพาราโบลา)  y a x=  หรือ x a y=  
 
 
 
 
 
 
 

4. กราฟวงกลม  2 2 2x y r+ =      r  คือรัศมีของวงกลม (มากกวาศูนย) 
5. กราฟคาสัมบูรณ (ที่คลายวงกลม)  x y k+ =      k  คือคาคงทีท่ี่มากกวาศูนย 
 
 
 
 
 
 
 

6. กราฟไฮเพอรโบลามุมฉาก  x y c=      c  คือคาคงที่ใดๆ ที่ไมใชศูนย 
 
 
 
 
 
 
 
ขอสังเกต กราฟของความสัมพันธอาจเปน “พ้ืนที่ (แรเงา)” ในระนาบ หากวาความสัมพันธน้ัน
เปน “อสมการ” โดยมีหลักในการเขียนกราฟคือ คิดวาเปนเครื่องหมายเทากับแลวเขียนกราฟ
ของสมการกอน จากนั้นตรวจสอบวาบริเวณใดของพื้นที่ตรงตามเงื่อนไขของอสมการ จึงแรเงา 
(เสนกราฟทึบแสดงวาจุดบนเสนน้ันอยูใน r , เสนประแสดงวาจุดบนเสนน้ันไมอยูใน r ) 
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•  กราฟของอินเวอรส ( 1r− ) มีความเกี่ยวของกบักราฟของ r  คือ เกิดจากการหมุนกราฟโดยมี
เสนตรง y x=  เปนแกนหมุน (แกนสมมาตร) … เทากับเปนการสลับแกน x  กับ y  กันน่ันเอง 
 
 
 
 
 
 
 
โจทย 
(23) ใหหาโดเมนและเรนจของความสัมพันธตอไปน้ี โดยอาศัยการเขยีนกราฟ 
 (23.1) r {(x,y) | x y 4}= + =  
 (23.2) r {(x,y) | x 2 y 2}= − + =  
 (23.3) 2r {(x,y) | y x 2x 2}= = + −  
 (23.4) 2r {(x,y) | y x 2x 2 , 3 x 2}= = + − − ≤ <  
(24) ขนาดพื้นที่ของบริเวณในแตละขอเปนกี่ตารางหนวย เม่ือกําหนดให 
1r {(x,y) | x y 1}= + ≤  2r {(x,y) | x y 1}= − ≤  3r {(x,y) | y x 1}= − ≤  
4r {(x,y) | y 0}= ≥  และ 5r {(x,y) | x 0}= ≥  

 (24.1) 1 2 5r r r∩ ∩    (24.3) 1 3 4r r r∩ ∩  
 (24.2) 1 4 5r r r∩ ∩    (24.4) 3 4 5r r r∩ ∩  
(25) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1 2 3r r r∩ ∩  เม่ือ 
1r {(x,y) | x y 1 0}= − + ≥  2r {(x,y) | 2x y 4 0}= + − ≤  
และ 3r {(x,y) | y 1 0}= + ≥  
(26) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1 2r r∩  เม่ือ 
 (26.1) 1r {(x,y) | 2 x y }= ≤ +  และ 2r {(x,y) | x y 4}= + ≤  
 (26.2) 1r {(x,y) | x 2 y 4}= + ≤  และ 2r {(x,y) | 2 x y 2}= + ≥  
 (26.3) 2 2

1r {(x,y) | y 4 x }= ≤ −  และ 2r {(x,y) | y x }= ≥  
 (26.4) 2

1r {(x,y) | y 16 x }= ≤ −  และ 1
2 1r r−=  

(27) ใหหาขนาดพื้นที่ (ตารางหนวย) ของ 1r r−∪  เม่ือ r {(x,y) | 2 x y 8}= + ≤  
(28) ถา A =  โดเมนของ 1 2r r∩  และ B =  เรนจของ 1 2r r∩  
โดยที่ 1r {(x,y) | x y 2}= + ≥  และ 2r {(x,y) | x 2 y 4}= + ≤  
แลว ผลบวกของจํานวนเต็มใน A B'∩  เปนเทาใด 
(29) ถา 1r {(x,y) | x y 5}= − =  และ 2 2

2r {(x,y) | x y 55}= + ≤   แลว โดเมน
ของ 1 2r r∩  เปนชวงใด 

O 
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x 

y 

x 
r 

เสนตรง 

 r-1 

(-3,-1) 
(-1,-3)  

 y = x 
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(30) ถา 2A {x | x 2x 3}= − ≤  และ 2r {(x,y) A | x y 1 0}= ∈ × − − =\  แลว 
เรนจของ r  เปนชวงใด 
(31) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 (31.1) ถา 2r {(x,y) | y x }= ∈ × =\ \  แลว 1r r− =  
 (31.2) ถา 2r {(x,y) | y x }+= ∈ × =\ \  แลว 1r r− =  
 (31.3) ถา 2 2r {(x,y) | x y 25}= ∈ × + =\ \  แลว 1r r− =  
 (31.4) ถา 2 2r {(x,y) | x y 25}+= ∈ × + =\ \  แลว 1r r− =  
(32) ใหหาขนาดพื้นที่ของอาณาบริเวณ 
ที่ถูกลอมดวยกราฟของ r  และ 1r−  
เม่ือกําหนดกราฟของ r  เปนดังภาพ 
 
 
 
 
 
เฉลย 
(1) ผิดทุกขอ   (2) (35/3,20/21)   (3) (6,0)   (4) ขอ (4.2) และ (4.6) ถูก   (5) ถูกทุก
ขอ   (6) 22mk m−    (7) 202    (8) 1,0002    (9) ถูกทุกขอ   (10) ถูกทุกขอ   (11.1) 
{(2, 1)}−    (11.2) {(0,4),( 7, 3),( 7, 3)}− − −    (12) 310    (13.1) 

rD {0}= −\ , rR {0}= −\    (13.2) {2}−\ , {1}−\    (13.3) {1}−\ , 
{2}−\    (13.4) { 1}− −\ , {2}−\    (13.5) (1, )∞ , (1, )∞    (14.1) \ , [0, )∞    

(14.2) [0, )∞ , [0, )∞    (14.3) \ , [ 4, )− ∞    (14.4) [ 1, )− ∞ , [3, )∞    (14.5) [ 4,4]− , 
[ 4,4]−    (14.6) [ 4,4]− , [0,4]   (14.7) [ 4,1]− , [0,5/4]   (14.8) [ 1,7]− , [ 6,2]−    
(15.1) {0,1}−\ , ( 4,0]− −\    (15.2) { 1,4}− −\ , ( 1,0]− −\    (15.3) 
[ 1, ) {0}− ∞ − , [0, )∞    (15.4) ∅ , ∅    (15.5) [ 2, 1) (1, )− − ∪ ∞ , \    (15.6) 
( ,46/25] (2, )−∞ ∪ ∞ , {3, 2}− −\    (16.1) { 7,1}− −\ , ( 3/4,0]− −\   (16.2) 
\ , [0, )∞    (16.3) \ , [0, )∞    (17.1) { 2,2}− −\    (17.2) { 2,2}− −\    (17.3) 

{2}−\    (17.4) [ 3, 1/2] [2, )− − ∪ ∞    (18) {1}    (19) 5    (20) 2   (21) ( 1/4,0]−    
(22) ข.   (23.1) [ 4,4]− , [ 4,4]−    (23.2) [0,4], [ 2,2]−    (23.3) \ , [ 3, )− ∞    (23.4) 
[ 3,2)− , [ 3,6)−    (24.1) 1   (24.2) 0.5    (24.3) 1   (24.4) หาคาไมได   (25) 6.75    
(26.1) 6    (26.2) 3    (26.3) π    (26.4) 4π    (27) 85.33    (28) 0    (29) 
[ 55, 5] [5, 55]− − ∪    (30) [ 1,8]−    (31) ขอ (31.2) และ (31.3) ถูก   (32) 4  
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2r  

ฟงกชัน (Function) 
 
•  จากที่ศึกษาผานมาแลววา ความสัมพันธ คือเซตของคูอันดับ (และที่พบบอยจะเขียนอยูในรูป
สมการ) หากความสัมพันธใดมีลักษณะดงัตอไปน้ีดวย จะเรียกวาเปน ฟงกชัน (Function : f ) 
 “สมาชิกตัวหนาแตละตัว จะคูกับสมาชิกตัวหลังไดเพียงแบบเดียวเทานั้น” 
หรือกลาววา สําหรับ x  แตละตัว จะคูกับ y  ไดเพียงแบบเดียวเทานั้น 
 

•  เชน 1r {(0,1),(1,2),(1,3),(2,4)}=  ไมเปนฟงกชัน เพราะ 1 คูกับทั้ง 2  และ 3  
2r {(0,1),(1,2),(3,1),(2,4)}=  เปนฟงกชัน เพราะไมมีการใชสมาชิกตวัหนาซ้ําเลย 
สังเกต : หามใชสมาชิกตวัหนาซ้ํา แตใชสมาชิกตัวหลงัซํ้าได 
 
 
 
 
        ไมเปนฟงกชัน          เปนฟงกชัน 
 

•  2
3r {(x,y) | y x}= =  ไมเปนฟงกชัน สมมติ x 4=  จะไดวา y 2=  หรือ 2−  

2
4r {(x,y) | y x }= =  เปนฟงกชัน เพราะไมวาจะแทน x  คาใด ก็ได y  เพียงคาเดียว 
สังเกต : เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ จะเห็นไดชดัเจนวา x  แตละตัว คูกับ y  เพียงตัว
เดียวหรือไม (ลากเสนแนวตัง้ ดูวาที่ x  แตละคา เสนนี้ตัดกราฟไมเกินหนึ่งจุดหรือไม) 
 
 
 
 
 
 
       ไมเปนฟงกชัน         เปนฟงกชัน 
หมายเหตุ  1. ความสัมพันธที่เขียนในรูป y ...(x)...=  ได จะเปนฟงกชันเสมอ 
* 2. ถา f  เปนฟงกชัน จะเขยีนแทน y  ดวยคําวา f (x)  (อานวา เอฟเอกซ) เชน 2f (x) x=  
 
ลักษณะของฟงกชัน 
•  “ฟงกชันจาก A  ไป B ” (from A into B หรือ f : A B> ) 
คือฟงกชันซึ่ง fD A=  และ fR B⊂  
“ฟงกชันจาก A  ไปทั่วถึง B ” (from A onto B หรือ ontof : A B> ) 
คือฟงกชันซึ่ง fD A=  และ fR B=   ... ดูตัวอยางหนาถัดไปประกอบ 
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  เปนฟงกชัน        เปนฟงกชันจาก A ไป B   เปนฟงกชันจาก A ไปทั่วถึง B 
 

•  “ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงจาก A  ไป B ” (one-to-one หรือ 1 1f : A − B> ) 
คือฟงกชันที่ fD A=  และ fR B⊂  และ “สําหรับ y  แตละตวั จะคูกับ x  เพียงตัวเดียวดวย” 
“ฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงจาก A  ไปทั่วถึง B ” (one-to-one correspondence หรือ 1 1

ontof : A − B> ) 
คือฟงกชันที่ fD A=  และ fR B=  และ “สําหรับ y  แตละตวั จะคูกับ x  เพียงตัวเดียวดวย” 
 
 
 
 
 
          เปนฟงกชัน 1-1     เปนฟงกชัน 1-1 จาก A ไป B    เปนฟงกชัน 1-1 จาก A ไปทั่วถึง B 
 

สังเกต : เม่ือเขียนกราฟของความสัมพันธ จะตรวจสอบวา y  แตละตวั คูกับ x  เพียงตัวเดียว
หรือไม โดยลากเสนแนวนอน ดูวาที่ y  แตละคา เสนนีต้ัดกราฟไมเกินหนึ่งจุดหรือไม) 
 
 
 
 
 
 
         ไมเปนฟงกชัน     เปนฟงกชัน แตไมเปน 1-1       เปนฟงกชัน 1-1 
 
•  ฟงกชันแบบเฉพาะตางๆ ที่ควรรูจัก 
ฟงกชันคงตัว (Constant Function) f (x) a=  (เสนตรงนอน) 
ฟงกชันเชิงเสน (Linear Function) f (x) ax b= +  (เสนตรง) 
ฟงกชันกําลังสอง (Quadratic Function) 2f (x) ax bx c= + +  (พาราโบลาหงายหรือคว่ํา) 
ฟงกชันพหุนาม (Polynomial Function) n n 1 n 2

n n 1 n 2 0f (x) a x a x a x ... a− −
− −= + + + +  

ฟงกชันตรรกยะ (Rational Function) p(x)
f (x)

q(x)
=  เม่ือ p(x), q(x) เปนฟงกชนัพหุนาม 

ขอสังเกต ฟงกชันสามแบบแรก จัดเปนฟงกชันพหุนามเชนกัน 
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•  ฟงกชันเพ่ิม (Increasing Function) และ ฟงกชันลด (Decreasing Function) มีนิยามดังน้ี 
... สําหรับทุกๆ 1 2x , x [a,b]∈  
ฟงกชัน f  จะเปนฟงกชันเพ่ิมในชวง [a,b] ก็ตอเม่ือ ถา 2 1x x>  แลว 2 1f (x ) f (x )>  
และ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันลดในชวง [a,b] ก็ตอเม่ือ ถา 2 1x x>  แลว 2 1f (x ) f (x )<  
หมายเหตุ การเขียนกราฟของฟงกชันพหุนาม และการหาชวงที่เปนฟงกชันเพ่ิมหรือลด จะได
ศึกษาอยางละเอียดในบทเรยีน อนุพันธของฟงกชัน 
 
ตัวอยางการแกฟงกชัน (1) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา f (3x 1)−  
วิธีคิด จาก f ( ) 2( ) 3= −, ,  จะได f (3x 1) 2(3x 1) 3 6x 5− = − − = −  ... ตอบ 
 

•  f (3x 1) 6x 5− = −  ใหหา f (x)  

วิธีคิด ให A 3x 1= −  น่ันคือ A 1
x

3
+

=  

จะไดวา f (3x 1) 6x 5− = −  กลายเปน A 1
f (A) 6( ) 5 2A 3

3
+

= − = −  

ดังน้ัน f (x) 2x 3= −  ... ตอบ 
 

•  f (3x 1) 6x 5− = −  ใหหา f (2)  
วิธีคิด ให 2 3x 1= −  ไดเลย น่ันคือ x 1=  
จะไดวา f (3x 1) 6x 5− = −  กลายเปน f (2) 6(1) 5 1= − =  ... ตอบ 
 

•  f (x) 2x 3= −  ใหหา f (3x 1)−  ในรูปของ f (x)  
วิธีคิด หา f (3x 1) 2(3x 1) 3 6x 5− = − − = −  กอน 

จากนั้นเปลี่ยน x  เปน f (x)  โดย f (x) 3
f (x) 2x 3 x

2
+

= − → =  

จะไดวา f (x) 3
f (3x 1) 6( ) 5 3 f (x) 4

2
+

− = − = +  ... ตอบ 

 
โจทย 
(1) f  ที่กําหนดใหในแตละขอ เปนฟงกชันจริงหรือไม 
และถาเปนฟงกชันใหระบเุพ่ิมเติมดวยวา เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงหรือไม 
 (1.1) 2f (x) x=    (1.6) f (x) 1/x=  
 (1.2) 2[f (x)] x=    (1.7) 2f (x) x x 1= + +  
 (1.3) f (x) x=    (1.8) 3f (x) x=  
 (1.4) f (x) x=    (1.9) 2f (x) 1/x=  
 (1.5) f (x) x=    (1.10) 2/3f (x) x=  
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(2) ความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม 
 (2.1) r {(x,y) | x y 1}= + <  
 (2.2) r {(x,y) | x y 1}= + =  
(3) ความสัมพันธตอไปน้ีเปนฟงกชันหรือไม 
 (3.1) r {(x,y) | x y 1}= + =  

(3.2) r {(x,y) | x y 1}= + =  
 (3.3) r {(x,y) | x y 1}= + =  

(3.4) r {(x,y) | x y 1}= + =  
(4) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึงหรือไม 
 (4.1) f {(x,y) | 2x y 3 0}= + − =  
 (4.2) f {(x,y) | (x 4)(y 3) 1}= − + =  
 (4.3) 3f {(x,y) | y 3 (x 4) }= − = +  
 (4.4) 2f {(x,y) | x y 3 0}= − + =  
(5) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชัน f : \ >\  หรือไม 
 (5.1) 2f {(x,y) | y 9 x }= = −  
 (5.2) 2f {(x,y) | y 9 x }= = +  
 (5.3) f {(x,y) | y x 1}= =  
 (5.4) f {(x,y) | x y 5 0}= + − =  
(6) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชัน ontof : \ A>  เม่ือ A [0, )= ∞  หรือไม 
 (6.1) 4f {(x,y) | y x }= =  
 (6.2) 2f {(x,y) | y x 2x 3}= = − +  
 (6.3) 2f {(x,y) | y x 4 }= = −  
 (6.4) 3 2f {(x,y) | y x 3x 3x 1 }= = + + +  
(7) ฟงกชันตอไปน้ีเปนฟงกชันเพ่ิมใน \  หรือไม 
 (7.1) f (x) 5x 2= −    (7.4) 2f (x) x 2x 1= + +  
 (7.2) f (x) 2x 5= − +    (7.5) 3f (x) (x 2) 2= − +  
 (7.3) 2f (x) x 3= +    (7.6) 3 2f (x) x 3x 3x 1= + + +  
(8) ใหหาโดเมน และเรนจ ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (8.1) 2f (x) x 2x 4= − +  

 (8.2) 
2x 25

f (x)
x 5

−
=

−
 

 (8.3) 
21 x

f (x)
x

+
=  

(9) กําหนด 2f (x) x=  เม่ือ 2 x 8− ≤ ≤  ถามวา f (t 3)+  เทากับเทาใด และจะมี
ความหมายเมื่อ t  อยูในชวงใด 
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0
1
2

3
4
5
6

f  7
8
9

g  

A  B  C  

f  
g  

A  B  C  

f  
g  

A  B  C  

(10) ใหหาคาของ 
(10.1) f (x)  เม่ือ 2f (x 1) x 3x 9+ = + +  
(10.2) f (2)  เม่ือ 2 2f ( x 1) x 2− = +  

(10.3) f (4x) ในเทอมของ f (x)  เม่ือ x
f (x)

x 2
=

+
 

 
ฟงกชันคอมโพสิท (Composite Function) 
•  ให f  และ g  เปนฟงกชันดังแผนภาพ 
จะไดวา f (0) 3=  และ g(3) 7=  
อาจกลาววา g(f (0)) 7=  ก็ได 
นอกจากนั้น g(f (1)) 8=  
และ g(f (2)) 7=  
•  ฟงกชัน g(f (x))  เปนฟงกชันจาก A  ไป C  
เขียนแทนดวยสัญลักษณ g(f (x)) (gof)(x)=  เรียกวาฟงกชนัคอมโพสิทของ f  และ g  
และอานวา จีโอเอฟเอกซ 
  
•  ฟงกชัน (gof)(x)  จะหาไดก็เม่ือ มีสมาชิกบางสวนของ fR  กับ gD  รวมกัน 
หรือกลาววา (gof)(x)  จะหาได ก็เม่ือ f gR D∩ ≠ ∅  
 
 
 
 
 
    หา gof ได         หา gof ไมได 
* โดยทั่วไป ถา f gR D⊂  จะไดวา gof fD D=  (คือโดเมนของ f  ทุกตัวใชไดหมด) 
แตถา f gR D⊄  (กรณีทั่วไป) จะไดวา gof fD D⊂  เทานั้น (คือโดเมนของ f  บางตัวใชไมได 
เพราะเรนจของตัวน้ันไมไดอยูในโดเมน g ) ... การหาโดเมนของ gof  จึงตองระวัง 
 
•  ตัวอยางเชน f (x) x 1= −  และ 2g(x) x=  ตองการหา gofD  
... จะไดวา (gof)(x) g(f (x)) g( x 1) x 1= = − = −  
ซ่ึงดูจากลักษณะแลว คา x  นาจะเปนจํานวนจริงใดๆ ( gofD = \ ) 
แตที่จริงแลว f (x) x 1= −  น้ัน x 1≥  จากนั้นนํา f (x)  ไปใชกับ g  พบวาใชไดทัง้หมด 
ดังน้ันจึงสรุปวา gofD [1, )= ∞  
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ตัวอยางการแกฟงกชัน (2) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา (gof)(x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) g(2x 3) 3(2x 3) 4 6x 5= = − = − + = −  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา f (x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) 3(f (x)) 4= = +  แตโจทยกําหนด (gof)(x) 6x 5= −  
ดังน้ัน 3(f (x)) 4 6x 5+ = −  ยายขางสมการได f (x) 2x 3= −  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ g(x) 3x 4= +  ใหหา f (2)  
วิธีคิด จาก (gof)(2) g(f (2)) 3(f (2)) 4= = +  แต (gof)(2) 6(2) 5 7= − =  
ดังน้ัน 3(f (2)) 4 7+ =  ยายขางสมการได f (2) 1=  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ f (x) 2x 3= −  ใหหา g(x)  
วิธีคิด จาก (gof)(x) g(f (x)) g(2x 3)= = −  แตโจทยกําหนด (gof)(x) 6x 5= −  
ดังน้ัน g(2x 3) 6x 5− = −  ใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได g(x) 3x 4= +  ... ตอบ 
 

•  (gof)(x) 6x 5= −  และ f (x) 2x 3= −  ใหหา g(1)  
วิธีคิด ตองการ g(1)  จึงให f (x) 1=  จะได 2x 3 1 x 2− = → =  
แทนคา x  ดวย 2  จะได (gof)(2) g(1) 6(2) 5 7= = − =  ... ตอบ 
 
โจทย 
(11) ใหหา gof  และ fog  ของฟงกชันที่กําหนดใหในแตละขอ 
 (11.1) f (x) 2x=  และ g(x) x 3= +  
 (11.2) f (x) x 1= +  และ g(x) x=  
 (11.3) f (x) 4x 1= +  และ 2g(x) x=  

 * (11.4) 4 x ,x 0
f (x)

6 x ,x 4

⎧ − ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

 และ 2g(x) x 1= +  เม่ือ x 2>  

(12) ถา 2(gof)(x) 3[f (x)] 2 f (x) 1= − +  และ 2g(x) x x 2= − +  ใหหา (gof)(1)  

(13) ถา x 1
f (x)

x
+

=  เม่ือ x 0≠  และ (fog)(x) x=  ใหหา g(x)  

(14) ถา 2g(x) x x 2= + +  และ 2(gof)(x) x x 2= − +  แลวใหหา f (x)  
(15) ถา f (x) Ax B= +  โดยที่ A 0>  และ (fof)(x) 4x 9= −  ใหหาคา B  
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ฟงกชันอินเวอรส (Inverse Function) 
•  จากที่ทราบแลววาความสัมพันธ r  ใดๆ สามารถหาอินเวอรส ( 1r − ) ไดเสมอ 
เชนเดียวกบัฟงกชัน f  ใดๆ ก็จะหาอินเวอรส 1f −  ไดเสมอ แต 1f −  อาจไมเปนฟงกชัน 
ถา 1f −  เปนฟงกชันจะเรียกวา ฟงกชันอินเวอรส 
 

•  ขอสังเกต จากหลักการเขียนกราฟของอินเวอรส ทําใหพบวา 
1f −  จะเปนฟงกชัน ก็เม่ือ f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง เทานั้น    

และ 1f ( )− = ∆,  มีความหมายเดียวกบั f ( )∆ = ,  
 
•  สมบัติของอินเวอรส   1 1 1(fog) g of− − −=    และ 1 1(f ) f− − =  
 
ตัวอยางการแกฟงกชัน (3) 
•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา 1f (x)−  
วิธีคิด จาก 1f (x) 2x 3 f (2x 3) x−= − → − =  
จากนั้นใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได 1f (x) 0.5x 1.5− = +  ... ตอบ 
(หมายเหตุ อาจใชวธิีหาอินเวอรส เหมือนในบทเรยีนความสัมพันธ คือสลับตวัแปร x  กับ y ) 
 

•  ถา f (x) 2x 3= −  ใหหา 1f (5)−  
วิธีคิด จาก 1f (x) 2x 3 f (2x 3) x−= − → − =  
แลวให 2x 3 5− =  น่ันคือ x 4=  ดังน้ัน แทนคา x  ดวย 4  จะได 1f (5) 4− =  ... ตอบ 
 

•  ถา f (x 1) 4x 3− = −  ใหหา 1f (x)−  
วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1−− = − → − = −  
จากนั้นใชเทคนิคการแกฟงกชันตามเดิมได 1f (x) 0.25x 0.25− = −  ... ตอบ 
 

•  ถา f (x 1) 4x 3+ = −  ใหหา 1f (5)−  
วิธีคิด จาก 1f (x 1) 4x 3 f (4x 3) x 1−− = − → − = −  
แลวให 4x 3 5− =  น่ันคือ x 2=  ดังน้ัน แทนคา x  ดวย 2  จะได 1f (4) 1− =  ... ตอบ 
 

•  ถา 1 x
f (x)

x 2
− =

−
 และ (fog)(x 2) 3x 6+ = +  ใหหา g(2) 

วิธีคิด ตองการ g(2)  จึงให x 2 2+ =  น่ันคือ x 0=  
แทนคาใน (fog)(x 2) 3x 6+ = +  จะไดวา (fog)(2) 6=  หรือ f ((g(2)) 6=  
จากนั้นใชสมบัติของอินเวอรส กลายเปน 1f (6) g(2)− =  

ซ่ึง 1 6
f (6) 1.5

6 2
− = =

−
 ดังน้ัน g(2) 1.5=  ... ตอบ 
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โจทย 
(16) อินเวอรสของฟงกชันตอไปน้ี เปนฟงกชันหรือไม 
 (16.1) f {(x,y) | y x x }= =  
 (16.2) 2f {(x,y) | y (x 1) }= = +  
 (16.3) 2f {(x,y) | y 9 x }= = −  
 (16.4) f {(x,y) | y 1 / x }= =  
(17) ใหหาฟงกชันอินเวอรส 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 

 (17.1) f (x) 5 x= −   (17.5) x 2
f (x)

x 3
−

=
−

 

 (17.2) f (x) 5x 4= +   (17.6) x
f (x)

2x 1
=

−
 

 (17.3) x 1
f (x)

3
−

=    (17.7) 2x 3
f (x)

3x 2
−

=
−

 

 (17.4) 1
f (x)

x 1
=

−
 

(18) ใหหา 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 
2

2x 2 ,x 0
f (x)

x 1 ,x 0

+ ≥⎧
= ⎨

− − <⎩
 

(19) ใหหา 1f (x)−  เม่ือกําหนดให 
 (19.1) f (3x 4) 4x 3− = +  

 (19.2) x x
f ( 1) 1

2 2
+ = −  

 (19.3) 5x 7
f (x 1)

x 3
−

+ =
−

 

 (19.4) 1f [3 f (2x 1) 3x 2] 2x 1− + − + = +  
(20) ถา 3 2f (x 1) x 3x 3x 5− = − + +  แลวคาของ 1f (5)−  เปนเทาใด 
(21) กําหนดให f (x 3) 4x 5+ = −  และ g(x 3) 2 3x− = −  ใหหาคาของ 
 (21.1) 1(fog )(5)−    (21.3) 1 1(f og )( 4)− − −  
 (21.2) 1(gof )( 1)− −    (21.4) 1 1(g of )(3)− −  

(22) กําหนดให f (x 1) 2x 3+ = +  และ 2x 1 , x 0
g(x)

3x 1 , x 0
+ ≥⎧

= ⎨
+ <⎩

 ใหหาคาของ 

 (22.1) 1 1(f og )(0)− −    (22.2) 1 1(g of )(0)− −  
 
พีชคณิตของฟงกชัน (Algebra of Function) 
•  (f g)(x) f (x) g(x)∗ = ∗    ซ่ึง f g f gD D D∗ = ∩  
เครื่องหมาย ∗  เปนไดทั้ง , , ,+ − × ÷  (โดยกรณีหาร g(x) 0≠ ) 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   77 

โจทย 

(23) กําหนดให 2x, x 0
f (x)

3 , x 0
− ≥⎧

= ⎨
<⎩

 และ 
2x , x 3

g(x)
x , x 3

⎧ >
= ⎨

− ≤⎩
 ใหหา 

 (23.1) (f g)(x)−  
 (23.2) f /gD  
(24) ถา f (x) x 1= + , g(x) 1 x= −  และ 2h(x) 1 x= −  แลว ใหหา 
 (24.1) [(gof) h](x)+  

 (24.2) fog
( )(x)

h
 

(25) ถา f (2x 3) 3x 2− = −  และ 2(f g)(x) x x 3+ = + −  แลว ใหหา 
 (25.1) 1(g f )(x)−+  

 (25.2) g
( )(x)
f

 

(26) ถา f (x) x 5= +  และ 2(gof)(x) x 25= −  แลว ใหหา f
( )(x)
g

 

(27) ถา f (x) 4x= , 2g(x) x 1= +  และ x 1, x 0
h(x)

x 1, x 0
+ ≥⎧

= ⎨
− <⎩

 แลว ใหหา 

 (27.1) 1 1(f g h )( 2)− −+ + −  
 (27.2) 1[(gof ) h](2)− ⋅  
(28) ถา (f g)(x) 2x 1+ = +  และ (f g)(x) 3 4x− = −  แลว ใหหา 
 (28.1) 1(fog) ( 2)− −  
 (28.2) 1 1[(g f )of](1)− −+  

(29) ถา 1 x
f (x)

x 2
− =

−
 และ (fog)(x) x 2= +  แลว ใหหา 

 (29.1) (f g)(2)+  
 (29.2) 1[(gof) f ](4)−⋅  
(30) ถา 1f (x 1) 2x 3− + = +  และ (fog)(x 1) 5x 1− = +  แลว ใหหา 

 (30.1) 1f
( f )(3)
g

−+  

 (30.2) 1[(fg)of ](1)−  
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เฉลย 
(1) ขอ (1.2) และ (1.5) ไมเปนฟงกชัน ขอ (1.3), (1.6), (1.8) เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง   (2.1) 
ไมเปน   (2.2) เปน   (3) ขอ (3.4) เทานั้นที่เปน   (4) ขอ (4.4) เทานั้นที่ไมเปน   (5) ขอ (5.2) 
เทานั้นที่เปน   (6) ขอ (6.2) เทานั้นไมเปน   (7) ขอ (7.1), (7.5), (7.6) เปน   (8.1) \ , [3, )∞    
(8.2) {5}−\ , {10}−\    (8.3) {0}−\ , [ 2,2]−    (9) 2(t 3)+  เม่ือ 5 t 5− ≤ ≤    

(10.1) 2x x 7+ +    (10.2) 7    (10.3) 4 f (x)
3 f (x) 1+

   (11.1) (gof)(x) 2x 3= + , 

(fog)(x) 2x 6= +    (11.2) (gof)(x) x 1= +  เม่ือ x 1≥ − , (fog)(x) x 1= +  
เม่ือ x 0≥    (11.3) 2(gof)(x) (4x 1)= + , 2(fog)(x) 4x 1= +    (11.4) 

2

5 x ,x 0
(gof)(x)

(6 x) 1 ,x 8

− <⎧
= ⎨

− + >⎩
 และ 2(fog)(x) 5 x= −  เม่ือ x 2>    (12) 7/4  

หรือ 2    (13) 1
x 1−

 เม่ือ x 1≠    (14) x 1−  หรือ x−    (15) 3−    (16) ขอ (16.1) 

เทานั้นที่เปน   (17.1) 25 x−  เม่ือ x 0≥    (17.2) 
2x 4
5
−  เม่ือ x 0≥    (17.3) 3x 1+    

(17.4) 1
1

x
+  เม่ือ x 0≠    (17.5) 3x 2

x 1
−
−

 เม่ือ x 1≠    (17.6) x
2x 1−

 เม่ือ 1
x

2
≠    

(17.7) 2x 3
3x 2

−
−

 เม่ือ 2
x

3
≠    (18) 1

0.5x 1 ,x 2
f (x)

x 1 ,x 1
−

+ ≥⎧⎪= ⎨
− − − < −⎪⎩

   (19.1) 3x 25
4
−    

(19.2) x 2+    (19.3) 4x 12
x 5

−
−

 เม่ือ x 5≠    (19.4) 4x 7
3
+    (20) 1−    (21.1) 33−    

(21.2) 19−    (21.3) 4    (21.4) 4−    (22.1) 1/3    (22.2) 3    (23.1) 3 x, x 0+ <  และ 
x, 0 x 3− ≤ ≤  และ 22x x , x 3− − >    (23.2) {0}−\    (24.1) 21 x 1 1 x− + + −  

เม่ือ 1 x 0− ≤ ≤    (24.2) 
2

1 1 x

1 x

+ −

−
 เม่ือ x ( ,1) { 1}∈ −∞ − −    (25.1) 2 x 1

x
6
−

+    

(25.2) 
23(2x x 3)

2(2x 5)
− +

−
 เม่ือ x 5≠    (26) x 5

x(x 10)
+
−

 เม่ือ x 0,10≠    (27.1) 7
2

   

(27.2) 15
4

   (28.1) 2    (28.2) 2    (29.1) 6    (29.2) 7
2

   (30.1) 1
7

43
   (30.2) 13

2
−  
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กําหนดการเชิงเสน (Linear Programming) 
 
•  กําหนดการเชิงเสน เปนเทคนิคที่เริ่มใชในป ค.ศ. 1947 ในชวงที่สหรัฐอเมริกากําลังประสบ
ปญหาทรัพยากรไมเพียงพอ และตองหาวธิีจัดสรรใหไดประโยชนสูงทีสุ่ด เทคนิคการแกปญหา
แบบน้ีนําไปใชในหลายดาน เชน การผลิตสินคาแตละประเภทดวยวัตถุดิบที่มีใหไดกําไรสูงที่สุด 
การขนสงใหสิน้เปลืองนอยที่สุด การหาปริมาณวัตถุผสมใหไดสวนประกอบตามตองการโดยเสีย
คาใชจายนอยที่สุด การมอบหมายงานใหแตละกลุมเพ่ือใหงานสําเร็จในเวลานอยที่สุด ฯลฯ 
 
•  ตัวอยางสถานการณ ในการผลิตเกาอ้ีสองชนิดคือขนาดเล็กและขนาดใหญ พบวา เกาอ้ีขนาด
เล็กแตละตัวตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 1 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 ชั่วโมง ขายไดกําไร
ตัวละ 30 บาท สวนเกาอ้ีขนาดใหญตองเสียเวลาในการเลื่อยไม 2 ชั่วโมง ประกอบและตกแตง 2 
ชั่วโมง และขายไดกําไรตัวละ 50 บาท ถาหากคนงานเลื่อยไมทํางานไดวันละไมเกนิ 8 ชั่วโมง 
และคนงานประกอบตกแตงทํางานไดวันละไมเกิน 10 ชั่วโมง ตองการทราบวาในแตละวันควร
จะผลิตเกาอ้ีแตละชนิดเปนจํานวนเทาใดจึงจะไดกําไรมากที่สุด และไดกําไรเทาใด 
 
•  ขั้นตอนการแกปญหา จะเร่ิมจากการเปลี่ยนสถานการณใหเปน แบบจําลองทางคณิตศาสตร
กอน โดยสมมติตวัแปร x และ y แทนจํานวนผลติที่เราตองการทราบ น่ันคือ 
 ให x แทนจํานวนเกาอ้ีขนาดเล็กที่ผลติใน 1 วัน 
     y แทนจํานวนเกาอ้ีขนาดใหญที่ผลติใน 1 วัน 
 
1. สิ่งที่เราตองการคือกําไรมากที่สุด ดังน้ันถาให P แทนกําไรที่ได จะเขียนเปนสมการไดดังน้ี 
    P 30x 50y= +  
เรียกวา สมการจุดประสงค หรือ ฟงกชันจุดประสงค (P เปนฟงกชันที่ขึ้นกับตัวแปร x และ y) 
 
2. เง่ือนไข (หรือขอจํากัด) ที่มีอยู ไดแกจํานวนชั่วโมงทํางานของคนงานเลื่อยไม และคนงาน
ประกอบตกแตง ซ่ึงนํามาเขียนเปนอสมการไดดังน้ี 
      (เลื่อยไม)   x 2y 8+ ≤  
      (ประกอบตกแตง) 2x 2y 10+ ≤  
คา x และ y เปนจํานวนเกาอ้ี จึงไมสามารถเปนคาติดลบได 
    x 0≥  
    y 0≥  
เน่ืองจาก x และ y ตองอยูภายใตเง่ือนไขเหลานี้ จึงเรยีกอสมการทั้งสี่วา อสมการขอจํากัด 
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   80 

O 

  y 

  x 

5 
4 

    5        8 

x + 2y = 8 

2x + 2y = 10 

3. เขียนกราฟของระบบอสมการขอจํากัด และแรเงาบริเวณที่ “ตรงตามเงื่อนไขทกุขอ” 
     เรียกบริเวณทีแ่รเงานี้วา อาณาบริเวณที่หาคําตอบได  
     (Feasible Region) เน่ืองจากคา x และ y ที่เปนไปได 

จะตองอยูในบริเวณที่แรเงาเทานั้น 
 
 
 
 
 
4. หาจุดยอดมุมทั้งหมดของบริเวณที่แรเงา (ถาเปนจุดที่เกิดจากเสนตรงตัดกัน ไมไดอยูบนแกน 
x หรือ y ก็ตองใชวธิีแกระบบสมการเพื่อหาจุดตัด) 
ในตวัอยางนี้หาจุดยอดมุมไดเปน (0,0),(0,4),(2,3),(5,0)  
คูอันดับ x และ y เหลานี้เทานั้น ที่มีโอกาสทําใหเกิดคา P มากที่สุดดังตองการ 
 
5. นําคูอันดับ x และ y ทั้งสี่จุดที่ได ไปหาคา P 
จะพบวาคา P ที่มากที่สุดเกิดเม่ือ (x,y) = (2,3) คือ 
    P 30(2) 50(3) 210= + =  
สรุปวา ใน 1 วัน ควรผลิตเกาอ้ีขนาดเล็ก 2 ตัว ขนาดใหญ 3 ตัว จึงจะทําใหไดกําไรมากที่สุด 
และกําไรที่มากที่สุดนั้นเทากับ 210 บาท 
 
•  ขอสังเกต (1) ฟงกชันที่ตองการคาสูงสุดมักใหชื่อเปน P (Profit), คาต่ําสุดเปน C (Cost) 
(2) ในทุกสถานการณ นอกจากขอจํากัดที่โจทยใหมาแลว มักจะตองเพ่ิมอสมการ x 0≥ , 
y 0≥  ดวยเสมอ (คือ คา x และ y โดยสวนมากไมสามารถเปนคาลบได) 
(3) ในบางสถานการณ คา x หรือ y อาจตองเปนจํานวนเต็มเทานั้น หากคาที่ไดเปนคําตอบ
ไมใชจํานวนเต็ม ก็จําเปนจะตองเลือกจุดขางเคียง (ภายในบริเวณทีแ่รเงา) ที่เปนจํานวนเต็ม 
และใหผลใกลกับคาทีต่องการมากที่สุด ดังแสดงใหเห็นในตวัอยางถัดไป 
(4) ในบางครัง้อาณาบริเวณที่แรเงาอาจลอมรอบดวยเสนประ (เชน กรณีที่ในขอจํากัดใชคําวา
ระหวาง, นอยกวา, หรือ มากกวา) จุดยอดมุมที่ไดเปนคําตอบยังไมสามารถใชได ก็ตองใชวธิี
เลือกจุดขางเคียงภายในบริเวณที่แรเงา เชนเดียวกัน 
 
•  ตัวอยาง โดยปกติเครื่องบนิลําหนึ่งมีที่น่ัง 15 ที่น่ัง บรรจุผูโดยสารและสินคารวมกันได 1,500 
กก. แตถาน้ําหนักสินคามากกวาน้ําหนักผูโดยสารเกิน 200 กก. เครื่องบินจะเอียงและบินไมได 
(สมมติวาผูโดยสารแตละคนมีนํ้าหนักเฉลี่ย 75 กก.) ถามวาเที่ยวบนิแตละเที่ยวจะมีรายไดมาก
ที่สุดเทาใด หากคาโดยสารที่น่ังละ 6,000 บาท และคาขนสงสินคากโิลกรัมละ 100 บาท 
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O 

  y 

  x 

7,500 
 
 
  200 

15     20 

(8.67,850) 
(15,375) 

O 

  y 

  x 

6000x + 100y = 140000 

6000x + 100y = 0 

6000x + 100y = 70000 

O 

  y 

  x 

6000x + 100y = 137000 

วิธีคิด ใหจํานวนผูโดยสารเปน x คน และน้ําหนักสินคาเปน y กิโลกรัม 
และ Z เปนรายไดตอเที่ยวที่ตองการ ดังน้ันฟงกชันจุดประสงคคือ Z 6000x 100y= +  
สวนเง่ือนไขทีมี่ไดแก (1) ที่น่ังผูโดยสารมี 15 ที่น่ัง  0 x 15≤ ≤  
 (2) เครื่องบินบรรทุกได 1,500 กก.   75x y 1500+ ≤  
 (3) นํ้าหนักสินคามากกวาผูโดยสารไดไมเกิน 200 กก. y 75x 200− ≤  
 (4) (เพ่ิมเติมเอง) นํ้าหนักสินคาไมเปนคาติดลบ  y 0≥  
หาอาณาบริเวณที่เปนคําตอบไดดังกราฟ และจุดยอดมุมทั้งหมดไดแก  
     (0,0), (0,200), (8.67,850), (15,375), และ (15,0) 
     เม่ือแทนคาในฟงกชันจุดประสงคแลว พบวาจุด 

(8.67,850) ใหคารายไดมากที่สุด คือ Z = 137,000 
แตมีปญหาวา x เปนจํานวนผูโดยสาร ตองเปนจํานวน
เต็มเทานั้น เม่ือพิจารณาจุดใกลเคียงในบริเวณที่แรเงา 
จะมี (8,800) ซ่ึงใหคา Z = 128,000 บาท  
และ (9,825) ซ่ึงใหคา Z = 136,500 บาท 
ดังน้ันจึงตองเลือกจุดหลงั และไดคําตอบวา 

เที่ยวบินแตละเที่ยวจะมีรายไดมากที่สุด 136,500 บาท (เม่ือมีผูโดยสาร 9 คน, สนิคา 825 กก.) 
 
หมายเหต ุ(1) การแกปญหาดวยกําหนดการเชิงเสน นอกจากใชหาคาสูงสุดของฟงกชัน
จุดประสงคแลว ยังใชกับหาคาต่ําสุดไดเชนกัน โดยจุดคําตอบจะเปนหนึ่งในบรรดาจุดยอดมุม ที่
ทําใหคาฟงกชันนอยกวาจุดอ่ืนๆ 
(2) การที่คําตอบทุกขอจะเปนหนึ่งในจุดยอดมุมเสมอ ก็เพราะฟงกชนัจุดประสงค Z = a x + b y 
มีลักษณะเปนสมการเสนตรงที่แปรเปลี่ยนระดับไปตามคา Z ดังภาพ จะเห็นวาคาสูงสุดหรือ
ต่ําสุดของ Z ยอมเกิดที่จุดยอดมุมสุดทาย กอนเสนตรงเสนน้ีจะหลุดออกนอกบริเวณที่แรเงา 
 
 
 
 
 
 
 
 
(3) ตัวอยางขอน้ีหากเปลี่ยนตัวเลขเปน คาโดยสารที่น่ังละ 8,000 บาท จะทําใหฟงกชัน
จุดประสงคเปลี่ยนเปน Z 8000x 100y= +  (ความชันเปลี่ยน) ซ่ึงจุดยอดมุมที่ทําใหเกิดคา
มากที่สุดกลายเปนจุด (15,375) ก็จะไมมีปญหาเรื่องคา x เปนทศนิยม 
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โจทย 
(1) จงเขียนกราฟแสดงบริเวณที่เปนคําตอบของระบบอสมการแตละขอ พรอมทั้งหาจุดยอดมุม
ที่เกิดขึ้นทั้งหมดดวย 
 

 (1.1) 
x y 4
3x 2y 6
x 0, y 0

+ ≤
− ≤

≥ ≥
   (1.2) 

x y 4
2x y 4
x 0, y 0

+ ≤
− ≤

≥ ≥
 

 

 (1.3) 
x 2y 4
2x 4y 12
x 0, y 0

+ ≥
+ ≤

≥ ≥
   (1.4) 

5x 3y 0
x 2y 0
2 x 4

+ ≥
− ≥
≤ ≤

 

 

 (1.5) 

3x y 6
x y 1
x y 4
x 0, y 0

+ ≤
− ≤
+ ≤
≥ ≥

 

 

(2) สําหรับขอ (2.1) ถึง (2.3) ใหหาคา P ที่สูงที่สุด หรือคา C ที่ต่ําทีสุ่ด 
และสําหรับขอ (2.4) ถึง (2.8) ใหหาทั้งคาสูงสุดและต่ําสุดของฟงกชันจุดประสงค 
 

 (2.1) 

P 5x 3y
2x 5y 300
x y 90
0 x 70
y 0

= +
+ ≤

+ ≤
≤ ≤
≥

  (2.2) 

C 2x 3y
x y 4
5x 2.5y 25
0 x 5
0 y 5

= +
+ ≥

+ ≤
≤ ≤
≤ ≤

 

 

 (2.3) 

P 2x 3y
2x 3y 30
y x 5
x y 5
x 10, y 0

= +
+ ≤

− ≤
+ ≥
≥ ≥

   (2.4) 

Z 3x 2y
2x 3y 12
2x y 8
x 0, y 0

= +
+ ≤
+ ≤

≥ ≥

 

 

 (2.5) 

Z 20x 30y
4x 2y 100
2x 4y 140
x 60, y 40

= +
+ ≥
+ ≥

≤ ≤

  (2.6) 

Z 40x 35y
3x 5y 62
5x y 30
x 0, y 0

= +
+ ≥
+ ≥

≥ ≥

  

 

 (2.7) 

Z x 2y 4
x y 4
x 2y 2
x y 2
x 3

= − +
+ ≤
+ ≥ −
− ≥ −
≤

   (2.8) 

Z 8x 5y
3x y 6
x 5y 8
x y 4
x 0, y 0

= +
+ ≥

+ ≥
+ ≥
≥ ≥
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x - y = 2 
x + y = 3  

O 

  y 

  x 

450 
400 

 600      1200 

(3) บริเวณที่แรเงาเปนกราฟของระบบอสมการใด 
 (3.1)      (3.2) 
 
 
 
 
 
 
 (3.3) 
 
 
 
 
 
 
(4) โรงงานลิ้นจ่ีกระปองและสับปะรดกระปองแหงหน่ึง ขายลิ้นจ่ีไดกําไรกระปองละ 4 บาท 
สับปะรดกําไรกระปองละ 7 บาท โดยกรรมวิธีการผลติมี 2 ขั้นตอน คือ 
 - ปอกและตมในน้ําเชื่อม (เครื่องจักรทํางานไดไมเกินครั้งละ 30 ชั่วโมง) 
 - บรรจุกระปอง (เครื่องจักรทํางานไดไมเกินครั้งละ 20 ชั่วโมง) 
ลิ้นจ่ี 1 กระปองตองผานขั้นตอนแรก 3 นาที ขั้นตอนหลัง 1 นาที 
สับปะรด 1 กระปองตองผานขั้นตอนแรก 4 นาที ขั้นตอนหลัง 3 นาที 
การผลิตแตละครั้งควรผลิตอยางละกี่กระปอง จึงจะไดกําไรมากที่สุด 
 

(5) โรงงานผลิตจานและชามพลาสติก มีรายละเอียดการใชเครื่องจักร และกําไรที่ได ดังแสดงใน
ตาราง ใหหาวาควรผลติอยางละกี่ใบใน 1 วัน จึงจะไดกําไรสูงสุด 

 จาน 1 ใบ ชาม 1 ใบ เคร่ืองจักรทํางานได 
เคร่ืองจักร A 2 นาที 1 นาที ไมเกินวันละ 3 ช.ม. 
เคร่ืองจักร B 1 นาที 3 นาที ไมเกินวันละ 5 ช.ม. 
กําไร 1.00 บาท 1.20 บาท  

 

(6) โรงงานผลิตสินคาสองชนิด แตละวนัจะใชเหล็ก 250 กก. สินคาชนิดที่หน่ึงใชเหล็กชิ้นละ 10 
กก. ชนิดที่สองใชเหล็กชิ้นละ 25 กก. และสําหรับเวลาที่ใชผลิตแตละวันมี 260 นาที ทั้งสอง
ชนิดใชเวลาชิน้ละ 20 นาทีเทากัน สวนการทาสีมีเวลารวมวันละ 100 นาที ชนิดแรกใชเวลาทาสี
ชิ้นละ 10 นาที ชนิดที่สองชิ้นละ 4 นาท ีถาสินคาชนดิแรกกําไรชิ้นละ 30 บาท ชนิดที่สองกาํไร
ชิ้นละ 25 บาท ควรจะผลิตอยางละกี่ชิ้นใน 1 วันจึงไดกําไรสูงที่สุด 
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(7) โรงงานผลิตสินคาทําสนิคาออกมาสองชนิด คือ x กับ y โดยสินคาแตละอยางตองผาน
กระบวนการ 3 ขั้นตอน ดังตาราง หากกําไรตอชิ้นของสินคา x เปน 5,000 บาท สนิคา y เปน 
3,500 บาท ควรจะผลติอยางละกี่ชิ้นใน 1 วัน 

 สินคา x 1 ชิ้น สินคา y 1 ชิ้น เคร่ืองจักรทํางานได 
ข้ันตอนที่ 1 3 ช.ม. 2 ช.ม. 24 ช.ม. ตอวัน 
ข้ันตอนที่ 2 1 ช.ม. 2 ช.ม. 16 ช.ม. ตอวัน 
ข้ันตอนที่ 3 1 ช.ม. 1 ช.ม. 9 ช.ม. ตอวัน 

 

(8) บริษัทผลติวทิยุแหงหน่ึงผลิตวิทยุออกมา 2 รุน คือรุน A กับรุน B โดยที่รุน A มีกําไรเครื่อง
ละ 250 บาท รุน B 300 บาท แตละวันตั้งใจจะผลิตรุน A ไมนอยกวา 80 เครื่อง รุน B ไมนอย
กวา 100 เครือ่ง แตผลิตไดรวมกันไมเกินวันละ 200 เครื่อง ควรจะผลิตอยางไรจึงจะไดกําไร
สูงสุด และกําไรสูงสุดนั้นเปนเทาใด 
 

(9) โรงงานเฟอรนิเจอรทําตูและเตียงซึ่งจะใชแรงงานชางไมกับชางทาสี โดยตู 1 ใบชางไมใช
เวลาทํา 15 ชัว่โมง ชางทาสีอีก 12 ชั่วโมง และเตียง 1 หลังชางไมใชเวลาทํา 5 ชัว่โมง ชางทาสี 
4 ชั่วโมง ถาแตละวันชางไมทุกคนชวยกันทํางานไดเวลารวมกันอยางมาก 60 ชั่วโมง ชางทาสี
รวมกัน 40 ชัว่โมง สวนกําไรนั้นตูใบละ 500 บาท เตยีงหลังละ 400 บาท ควรจะผลิตตูและเตียง
อยางละเทาใดตอวัน 
 

(10) ผูจัดการบริษัทตองการซื้อตูเก็บเอกสารใหมจํานวนหนึ่ง เขาสอบถามไดขอมูลวาตูยี่หอ A 
ราคาตูละ 400 บาท ใชพ้ืนที่วาง 6 ตารางฟุต จุเอกสารได 8 ลูกบาศกฟุต สวนตูยี่หอ B ราคาตู
ละ 800 บาท ใชพ้ืนทีว่าง 8 ตารางฟุต จุเอกสารได 12 ลูกบาศกฟุต หากเขามีงบไมเกิน 5,600 
บาท และมีพ้ืนที่ไมเกิน 72 ตารางฟุต เขาควรจะซื้ออยางละกี่ตูเพ่ือใหเก็บเอกสารไดมากที่สุด 
และถามวาเกบ็เอกสารไดเทาใด 
 

(11) ตองการจางคนงานสองคนมาทําความสะอาดตู 5 ตู โตะ 12 ตวั และห้ิงหนังสือ 18 ห้ิง โดย
คนงานคนที่หน่ึงสามารถทําความสะอาดตูได 1 ตู โตะ 3 ตัว และห้ิงหนังสือ 3 ห้ิงตอชั่วโมง คน
ที่สองทําความสะอาดตู 1 ตู โตะ 2 ตวั และห้ิงหนังสือ 6 ห้ิงตอชั่วโมง คาแรงคนที่หน่ึง 25 บาท
ตอชั่วโมง คาแรงคนที่สอง 22 บาทตอชัว่โมง ควรจะจางคนงานทั้งสองทํางานคนละกี่ชัว่โมงเพ่ือ
เสยีคาแรงนอยที่สุด 
 

(12)  ปุยเคมีสองชนิดมีสวนผสมดังตาราง หากตองการปุยที่มีฟอสฟอรัสไมต่ํากวา 9 หนวย 
ไนโตรเจนไมต่ํากวา 8 หนวย และโพแทสเซียมไมเกิน 7 หนวย จะเสียคาใชจายในการซื้อปุย
นอยที่สุดเทาใด 

 ฟอสฟอรัส ไนโตรเจน โพแทสเซียม ราคาตอถุง 
ชนิดท่ี 1 3 หนวย 1 หนวย 1 หนวย 50 บาท 
ชนิดท่ี 2 1 หนวย 2 หนวย 1 หนวย 40 บาท 
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(13) บริษทัแหงหน่ึงมีเหมืองอยู 2 แหง ในแตละวันเหมืองแรกผลิตแรเกรด A ได 1 ตัน เกรด B 
3 ตัน และเกรด C 5 ตัน สวนเหมืองที่สองผลิตแรทั้งสามเกรดไดเกรดละ 2 ตันเทากัน หาก
บริษัทตองการผลิตแรสงลูกคาโดยเปนแรเกรด A 80 ตัน เกรด B 150 ตัน และเกรด C 200 ตัน 
ใหหาวาบรษิทัควรจะเปดเหมืองเพ่ือผลิตแรแหงละกีว่นัจึงจะเสียคาใชจายนอยทีสุ่ด (คาใชจาย
ในการขุดแรแตละเหมืองเปน 6,000 บาทตอวัน เทากัน) 
 

* (14) อาหารปลาชนิดแรกราคาถุงละ 6 บาท มีอัตราสวนระหวางโปรตีน ไขมัน และ
คารโบไฮเดรต เทากับ 1 : 2 : 2 ในขณะที่อาหารปลาชนิดที่สองราคาถุงละ 4 บาท มีอัตราสวน
เปน 1 : 1 : 5 ใหหาอัตราสวนระหวางอาหารชนิดที่หน่ึงกับชนิดที่สองที่ผูเลี้ยงปลาควรจะซื้อ ถา
อัตราสวนระหวางโปรตีน ไขมัน และคารโบไฮเดรต ทีจํ่าเปนตองใช ไมต่ํากวา 3 : 4 : 10 
 
 

เฉลย   (1.1) (0,0), (0,4), (2,0), (14/5,6/5)  (1.3) (0,2), (0,3), (4,0), (6,0) 
     และ (1.2) (0,0), (0,4), (2,0), (8/3,4/3) 
 
 
 
 
 
 

(1.4) (2,1), (4,2), (2,-10/3), (4,-20/3)  (1.5) (0,0), (0,4), (1,0), (1,3), (7/4,3/4) 
 
 
 
 
 
 
(2.1) 410   (2.2) 8   (2.3) 30   (2.4) 13, 0   (2.5) 2400, 1100   (2.6) หาคาไมได, 434   
(2.7) 12, -1   (2.8) 64, 23   (3.1) x y 2, x y 3, x 0, y 0− ≤ + ≤ ≥ ≥    (3.2) 5x 8y 40+ ≤  
15x 4y 60, x 0, y 0+ ≤ ≥ ≥    (3.3) 3x 4y 1800, x 3y 1200, x 0, y 0+ ≤ + ≤ ≥ ≥    (4) ลิ้นจ่ี 
120 กระปอง, สับปะรด 360 กระปอง   (5) จาน 48 ใบ, ชาม 84 ใบ   (6) ชนิดที่หน่ึง 8 ชิ้น, 
ชนิดที่สอง 5 ชิ้น   (7) สินคา x 6 ชิ้น, สินคา y 3 ชิ้น   (8) รุน A 80 เครื่อง, รุน B 120 เครือ่ง, 
กําไร 56,000 บาท   (9) ผลิตเตียง 10 หลังโดยไมผลิตตูเลย   (10) ยี่หอ A 8 ตู, ยี่หอ B 3 ตู, 
เก็บได 100 ลบ.ฟุต   (11) คนแรก 2 ช.ม., คนที่สอง 3 ช.ม.   (12) 220 บาท (ชนิดที่ 1 สองถุง 
ชนิดที่ 2 สามถุง)   (13) เหมืองแรก 36 วัน, เหมืองที่สอง 22 วัน หรือเหมืองแรก 34 วัน, 
เหมืองที่สอง 24 วัน ก็ได   (14) 5 : 14 
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ฟงกชันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) 
 
•  ตรีโกณมิติ (Trigonometry) เปนวิชาทีเ่กี่ยวกับการวดัสวนประกอบของรูปสามเหลี่ยม เชน 
ความยาวดาน, ขนาดของมุม, และขนาดพื้นที่ โดยมีฟงกชันที่เกี่ยวของอยู 6 ฟงกชัน เรียกวา 
ฟงกชันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) ไดแก ฟงกชันไซน (Sine; sin) โคไซน (Cosine; 
cos) แทนเจนต (Tangent; tan) โคแทนเจนต (Cotangent; cot) เซแคนต (Secant; sec) 
และโคเซแคนต (Cosecant; cosec หรือ csc) 
 

•  แตละฟงกชนัมีโดเมนเปนขนาดของมุม θ และคาเรนจที่ไดออกมานั้นเปนจํานวนจริง ซ่ึงจะ
พบวา หาก 0 90° < θ < °  แลว คาฟงกชนัที่ไดคือ “อัตราสวนระหวาง 2 ดานในรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มุมหน่ึงมีขนาดเทากับ θ” 

a
sin

c
b

cos
c
a

tan
b

θ =

θ =

θ =

          

1 c
cosec

sin a
1 c

sec
cos b

1 cos b
cot

tan sin a

θ = =
θ

θ = =
θ

θ
θ = = =

θ θ

 

 
•  คาของฟงกชันตรีโกณมิติทีค่วรทราบ 

 

θ 0° 30° 45° 60° 90° 

sin θ 0  1/2  1/ 2  3/2  1  

cos θ 1  3/2  1/ 2  1/2  0  

tan θ 0  1/ 3  1  3  หาคาไมได 
 
•  เอกลักษณของตรีโกณมิติ ที่สําคัญ ไดแก 
 1. 2 2sin cos 1θ + θ =   เปนความสัมพันธระหวางคา sin  และ cos  ของมุมใดๆ 
ซ่ึงไดมาจากทฤษฎีบทปทาโกรัสในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ( 2 2 2a b c+ =  นํา 2c  หารสองขาง) 
นอกจากนี้ เม่ือนํา 2sin θ  หารทั้งสองขางของสมการอีก จะได 2 21 cot cosec+ θ = θ  
หรือถานํา 2cos θ  หารทั้งสองขางของสมการ ก็จะได  2 2tan 1 secθ + = θ  
 

 2. sin cos (90 )θ = °−θ   เปนความสัมพันธแบบ โค-ฟงกชัน (Co-function) ซ่ึง
สังเกตไดจากความสัมพันธในรูปสามเหลีย่มมุมฉากเชนกัน กลาววา “ถามุมสองมุมรวมกันได 
90°  แลว คา sin  ของมุมหน่ึงจะเทากับคา cos  ของอีกมุม” และนอกจากนี้ยังมีอีกสองคู คือ 
tan cot (90 )θ = °−θ  และ sec cosec (90 )θ = °−θ  

c a 

b 
θ 
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ฟงกชันตรีโกณมิติในวงกลมหนึ่งหนวย 
•  จากความสัมพันธที่วา 2 2sin cos 1θ + θ =  เสมอ (ทุกๆ คา θ ) ถาให sin ,cosθ θ  
เปนแกน x,y  แลว จะไดกราฟเปนรูปวงกลมรัศมี 1 หนวย โดยมีขอตกลงที่ใชเปนมาตรฐาน 
คือให  แกน x  เปน cos θ  และแกน y  เปน sin θ   กําหนดแบบนี้ก็เพ่ือให θ  เปนมุมที่ทํา
กับแกน x โดยเริ่มวัดเปน 0°  ในแนว +x และเพิ่มขึ้นในทิศทวนเข็มนาฬิกา เรียงไปตามลําดับ 
ควอดรันต (คอืเปน 90°  ในทิศ +y, เปน 180°  ในทิศ –x, ...) พอดี 
 

             

sin 45 1/ 2
cos 60 1/2
sin 90 1
cos 90 0

sin 120 3/2
cos 120 1/2
sin 180 0
cos 180 1

sin 225 1/ 2

cos 225 1/ 2

sin 300 3/2
cos 300 1/2

° =
° =
° =
° =

° =
° = −
° =
° = −

° = −

° = −

° = −
° =

 

 
•  ประโยชนของวงกลมหนึ่งหนวย คือ เราสามารถหาคาฟงกชันของมุม θ  ตางๆ ไดงายขึ้น, 
สามารถขยายฟงกชันใหใชกับ θ  ใดๆ ก็ได ไมวาจะเกิน 90°  หรือจะเปนคาติดลบก็ตาม (วัด
ตามเข็มนาฬกิา), และยังชวยใหเห็นแนวโนมของคาฟงกชันเม่ือ θ  มีคาอยูในควอดรันตตางๆ 
 
•  ขอสังเกต จากกราฟวงกลมนี้ทําใหเราไดทราบวา 
1. sin ,cosθ θ  มีคาไดตั้งแต 1−  ถึง 1 เทานั้น 
2. sin ( ) sin−θ = − θ   ... เพราะ ,θ −θ  จะอยูเหนือแกนและใตแกนตรงขามกันเสมอ 
และ cos ( ) cos−θ = θ  ... เพราะ ,θ −θ  จะอยูซายหรือขวาเทาๆ กันเสมอ 
ดังน้ัน tan ( ) tan−θ = − θ   ... ไดจากการนํา sin ( )−θ  หารดวย cos ( )−θ  
 
โจทย 
(1) ใหหาคาของ 
 (1.1) sin x sin 2x sin 4x+ +   เม่ือ x 60= °  
 (1.2) cos 4x cos 3x cos x− +  เม่ือ x 120= °  
 

0° (1,0)   θ 

90° (0,1) 

180° 
(-1,0) 

270° (0,-1) 

45° (
1

2
, 1

2
) 

1/2  

60° (
1

2
, 3

2
) 

   y 

   x 

30° (
3

2
, 1
2

) 

3

2
 

2/2  

3/2  

2

2
 

1

2
 

            120° 

(
1

2
− , 3

2
) 

     225° 

(
1

2
− , 1

2
− )  300° (

1

2
, 3

2
− ) 

O 
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(2) จงหา sin cosθ + θ  หากกําหนดเงื่อนไข θ  ดังแตละขอ 
(2.1) ปลายสวนโคง θ  อยูบนเสนตรงซึ่งเชื่อมจุด (0,0)  กับ (3,4)   
(2.2) ปลายสวนโคง θ  อยูบนเสนตรง y 2x 1= −  

(3) ใหหาคาของ 
(3.1) 2 2 2 2 2 2cos 35 sec 70 cosec 47 sin 35 tan 70 cot 47° + ° − ° + ° − ° + °  

 (3.2) 
2

2 2 2 2 2
2

sec x
cot x cot x sin x sin x cosec x

2 2 tan x
+ + + −

+
 

(4) จงเขียนใหอยูในรูปอยางงาย 

 (4.1) 
2 2 2 2

1 1 1 1
1 sin 1 cos 1 sec 1 cosec

+ + +
+ θ + θ + θ + θ

 

 (4.2) 6 6 4 42(sin x cos x) 3(sin x cos x) 1+ − + +  
 [Hint: กระจาย 2 2 3(sin x cos x)+  และ 2 2 2(sin x cos x)+  กอน] 
(5) ถา sin cos aθ − θ =  แลว sin cosθ θ  มีคาเทาใด 
(6) ถา 2 2(sin cos ) aθ − θ =  แลว cosec secθ − θ  มีคาเทาใด 
(7) ถา ABC  เปนสามเหลี่ยมมุมฉากซึ่งมี A  เปนมุมฉาก และ tan B 3/4=  แลว ใหหาคา
ของ sec C cot B cosec A  
(8) กําหนดสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  มีมุม B  เปนมุมฉาก หากลาก BD   ตั้งฉากกับ AC  ที่
จุด D   แลวพบวา AB 10= , BD 8=  จงหาคา sin, cos  ของมุม A  และขนาดของ 
BC , CD  
(9) จากภาพ หาก BC 10=  และพ้ืนที่สามเหลี่ยม 
ABC  เปน 10 3  ตารางหนวย ใหหาขนาดพื้นที่ 
สามเหลี่ยม ACD  
 
(10) ถา sin 0.7310θ =  และ 0 90< θ < °  ใหหาคา θ  น้ัน 
(ตารางระบุคา cos43 0.7314° =  และ cos 43 10' 0.7294° = ) 
 
การวัดมุมในระบบเรเดียน 
•  นอกจากการวัดมุมในระบบ องศา (Degree; ° ) แลว ยงัมีอีกระบบหนึ่งซ่ึงวัดจากความยาว
สวนโคง (เสนรอบวง) ของวงกลมหนึ่งหนวย เรียกวา เรเดียน (Radian; rad ) น่ันคือ 
     360°  คิดเปน 2π  เรเดียน (ความยาวเสนรอบวง)   180°  คิดเปน π  เรเดียน  
     90°  คิดเปน /2π  เรเดียน      60°  คิดเปน /3π  เรเดียน 
     45°  คิดเปน /4π  เรเดียน      30°  คิดเปน /6π  เรเดียน 
ขอสังเกต หนวยเรเดียนนี้ เปนคาจํานวนจริง ( 3.1416...=π ) 
•  การแปลงหนวยระหวางองศา กับเรเดียน ใชวธิีเทียบบัญญัติไตรยางศ ตามปกต ิ

C                         D      B         E 

 A 

 120° 
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•  ความสัมพันธระหวางมุม θ  (หนวยเรเดียน) กับ 
ความยาวสวนโคง a  ในวงกลมรัศมี r  ใดๆ คือ a /rθ =  
 
หมายเหตุ การวัดมุมเปนเรเดียน มักละหนวยไว ไมตองเขียนกํากับวา  rad ก็ได 
หากไมมีสัญลักษณองศากํากับ แสดงวาเปนมุมเรเดียน เชน sin 30 ไมเทากับ 1/2  
 
การลดรูปขนาดมุม 
•  หากขนาดของมุมที่จะหาคาฟงกชันตรโีกณมิติน้ัน มี nπ  หรือ n /2π  ไปบวกลบอยู เชน 
sin(2 )−θπ , cos( )+θπ , sin( /2 )−θπ , ฯลฯ เราสามารถกําจัดคาคงที่เหลานีท้ิ้งได ให
เหลือเพียงมุม θ  เชน sin( 2 ) sinθ± = θπ    

cos( 2 ) cosθ± = θπ    
sin( ) sinθ± = − θπ  
cos( ) cosθ± = − θπ  

  sin( /2) cosθ± = ± θπ  
  cos( /2) sinθ± = θπ ∓  
ความสัมพันธเหลานี้ พิจารณาไดจากวงกลม 
หน่ึงหนวย 
 
 
•  ขอสังเกตคือ เม่ือตัดมุม nπ  ออก ฟงกชันยังคงเปนชื่อเดิมไมเปลี่ยน แตถาตัดมุม n /2π  
ออก ฟงกชันจะเปลี่ยนชื่อเปนโคฟงกชันเสมอ (แตนอกจากนี้ยังตองดูเครื่องหมายบวกลบดวย 
วาเปลีย่นหรือไม) 
 
 

a 

r 
θ 

y 

   x 

θ 

θ+π 
    θ-π 

θ-π/2 

θ+π/2 

0 

 π/2 

 π 

y 

3π/2 

π/3 

   x 

π/4 
 π/6 

2π/3 
3π/4 

5π/6 

7π/6 
5π/4 

4π/3 5π/3 
  7π/4 

11π/6 
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โจทย 
(11) วงกลมวงหนึ่งมีรัศมี 24  ซม. ใหหาความยาวสวนโคงที่รองรับมุมที่จุดศูนยกลางขนาด 
 (11.1) 2/3  เรเดียน 
 (11.2) 130°  
(12) มุมที่จุดศูนยกลางวงกลมที่รัศมียาว 4  ซม. และสวนโคงรองรับมุมน้ียาว 8  ซม. จะมี
ขนาดเปนกี่เรเดียน 
(13) ใหหารัศมีวงกลมซึ่งมุมที่จุดศูนยกลางมีขนาด 5  เรเดียน และสวนโคงที่รองรับมุมน้ี ยาว 
20  น้ิว 
(14) สามเหลีย่มหนาจ่ัวมีมุมยอด 22.5°  บรรจุอยูในวงกลม โดยจุดยอดอยูที่จุดศูนยกลางของ
วงกลม ถาสวนโคงของวงกลมที่ถูกแบงดวยฐานของสามเหลี่ยม ยาว 4  ซม. ใหหาความยาว
รัศมีของวงกลมนี้ 

(15) ใหหาคาของ 
2 4 5

3 3 3
3 7

3 4 6

sin cos tan

cos tan sin

− −

+ +

π π π

π π π  

(16) ถา f ( ) cos
3
−θ⎛ ⎞

θ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π  แลว คาของ f (2 ) f (0)−π  เปนเทาใด 

(17) ตอบคําถามตอไปน้ี 
(17.1) เม่ือ 0 /2< θ < π  คาของ θ  กับ sin θ  คาใดมากกวากัน   
(17.2) ถา θ  มากขึ้นจาก /2π  ไปสู π  แลว คา cosec θ  เปนอยางไร 

(18) ประโยคใดจริงหรือเท็จบาง 
 (18.1) sin 1 sin 1° >   (18.4) sin( /6) 0− <π  
 (18.2) tan 1 tan 2<   (18.5) sin( 11 /6) 0− <π  
 (18.3) sin(1 ) sin1− =π   (18.6) tan( /7) tan(6 /7)=π π  
(19) ใหหาคาของ 

(19.1) sin(2 ) tan( ) cot(3 )
cot(2 ) tan( )

−θ −θ −θ
+θ +θ

π π π
π π  

(19.2) 2 2[sin sin( )] [cos cos( )]
2 2

θ + − θ + θ − − θ
π π  

(20) ใหหาคาของ cos300 sin450 tan495° + ° + °  

(21) ใหหาคาของ 
2 2 2

2 2

sin ( 253 ) cos (287 ) sin (323 )
1 sin (217 ) cos (37 )
− ° + ° °

−
− ° °

 

(22) ตอบคําถามตอไปน้ี เม่ือ 0 x 2< < π  
(22.1) คามากที่สุดของ 2 cos 2x−  เปนเทาใด เม่ือ x  เปนเทาใด 
(22.2) คาต่ําสดุของกราฟ y 3 sin (2x /2)= −π  เปนเทาใด เม่ือ x  เปนเทาใด 

(23) [Ent’ต.ค.42] จงหาเซต {cos A | 0 A 4 /3≤ ≤ π  และ 5 3sin3A−  มีคามากที่สุด}  
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ขอควรระวงัในสมการตรีโกณมิต ิ
1. การทราบคาฟงกชันคาหนึ่ง เชน ทราบวา sin 1/2θ =  จะยังไมสามารถสรุปไดทันทีวา θ  
อยูตําแหนงใด เพราะจะมีสองคําตอบอยูในคนละควอดรันตเสมอ (เชนในกรณีน้ี θ  อาจเปน
ตําแหนง 30°  หรือ 150° ) ดังน้ันเราตองทราบเพิม่เติมดวยวา คา θ  น้ีอยูในควอดรันตใด 
 

•  โดยปกติเราสามารถทราบควอดรันตไดจากเครื่องหมายของคาฟงกชันอ่ืน เชนถาทราบเพิ่ม
วา cos 0θ >  ก็แสดงวาเปนควอดรันต 1 คือ 30°  แตถาทราบวา cos 0θ <  ก็ตองเปน 
ควอดรันต 2 คือ 150°  
 

•  แผนภาพตอไปน้ีเปนการสรุปเครื่องหมาย เพ่ือความสะดวกในการหาคําตอบ 
 
     1Q  เปนบวกทั้ง 6 คา 
     2Q  มีเฉพาะ sin  และ cosec  ที่เปนบวก 
     3Q  มีเฉพาะ tan และ cot  ที่เปนบวก 
     4Q  มีเฉพาะ cos  และ sec  ที่เปนบวก 
 
 
2. สมมติวาตองการคา θ  ในชวง 0 2≤ θ ≤ π  แตสมการที่ไดน้ันเปนคา 2θ  (เชน 
sin 2 1/ 2θ = ) จะตองขยายชวงคําตอบเปน 0 2 4≤ θ ≤ π  (แลวจึงนําคําตอบ 2θ  ที่ได
ทุกคําตอบหารดวยสอง) หากไมขยายชวง จะกลายเปน 0 2 2≤ θ ≤ π  คําตอบที่ไดจะไมครบ 
 
3. คําตอบบางคําตอบ (โดยเฉพาะที่อยูบนแกน x  หรือแกน y ) อาจใชไมได ในกรณีที่สมการมี
คําวา tan , cosec , sec , cot  เพราะคาเหลานีม้าจากการหารกันของ sin,cos  ตอง
ตรวจสอบดวยวามีคําตอบใดหาคาเหลานี้ไมได (คือ ตัวสวนเปน 0 ) หรือไม 
 
4. ถาโจทยไมไดระบุชวงของคําตอบ ใหตอบในรูปทัว่ไปที่การหมุนของ θ  เปนกี่รอบก็ได เชน 
ถาการหมุนรอบแรกในชวง [0,2 ]π  มีคําตอบ 1 จุด คือ /4π  ใหตอบวา /4 2n±π π  แต
หากมีคําตอบหลายจุดในการหมุนรอบแรก อาจลดรูปลงเหลือประโยคเดียวได เชน ถาคําตอบ
เปน /3,2 /3π π  ก็อาจตอบรูปทั่วไปโดยยึดจุดกึ่งกลาง วา /2 /6 2n± ±π π π  
 
โจทย 
(24) เม่ือ cos 4/5θ =  และ 0 /2≤ θ ≤ π  แลว ใหหาคาของ 25tan 4secθ + θ  
(25) เม่ือ sin 3/5θ = −  และ tan 0θ >  ใหหาคาของ tan cosθ − θ  
(26) เม่ือ tan 15/8θ =  และ 3 /2< θ <π π  ใหหาคาของ sin cosθ + θ  
(27) เม่ือ sinx 5/13=  และ cosx 0<  ใหหาคาของ sin(x ) cos(x )− + −π π  

    sin +     ALL + 
 
     tan +    cos + 
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(28) กําหนดให sec 5/3θ =  และ 0 < θ < π  แลว ใหหาคาของ sin cos
tan csc

θ − θ
θ − θ

 

(29) [Ent’ต.ค.43] ถา sinx 3/5=  และ tanx 3/4= −  แลว จงหาคาของ 
cosec x sec x

1 cos x
det 2

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 

(30) ตอบคําถามตอไปน้ี เม่ือ 0 2< θ < π  
(30.1) ใหหาคา θ  ที่ทําให cos 3/2θ =  
(30.2) ใหหาคา θ  ที่ทําให cos 2 3/2θ =  

(31) เม่ือ tan x sec x 2+ =  ใหหาคาของ cos x  
(32) เม่ือ cosec cot 5/3θ + θ =  แลว ใหหาคาของ sin θ  
(33) เม่ือ 2sin x sec x=  ใหหาคาของ 4 4sin x cos x+  

(34) เม่ือ 2sin x sec x=  ใหหาคาของ 
2 2sin x cos x

1
1 cot x 1 tan x

− −
+ +

 

(35) เม่ือ sin cos 1/5θ + θ =  และ 0 ≤ θ ≤ π  ใหหาคาของ tan θ  
(36) เม่ือ 22tan sec 1θ − θ =  และ 0 /2≤ θ ≤ π  แลว ใหหาคาของ sec θ  
(37) เม่ือ 24sin x 11cos x 1 0+ − =  และ x 2≤ ≤π π  ใหหาคาของ 
sin ( x) cos ( x) tan ( x)− + − + −  
(38) [Ent’36] กําหนดให 24sin 11cos 1 0θ + θ − =  แลว 2cot ( /2) sec( 3 )θ+ + θ−π π  
มีคาเทาใด 
(39) ใหหาคา x  จากสมการ 2cos 2x 3sin2x 3 0+ − =  
(40) [Ent’38] ใหหาเซตคําตอบของอสมการ 4 22sin x 3sin x 2 0+ − ≥  โดยที่ 
0 x 2≤ ≤ π  
(41) คาของ 0 2≤ θ ≤ π  ที่ทําให sin cos 0θ + θ ≤  จะอยูในชวงใด 

(42) [Ent’35] สําหรับจํานวนจริง x  ใดๆ ให xA  เปนเมตริกซซ่ึง 
2

2x

2 sin x 2 sin x

2 cos x cos x
A

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
  

ถามวา S {x | 2 x 2= − ≤ ≤π π  และ xA  เปนซิงกูลารเมตริกซ}  มีจํานวนสมาชิกกีต่ัว 
(43) จงหาผลบวกคําตอบทัง้หมดของสมการ 3 2x 9x 23x 15 0− + − =  เม่ือเอกภพสัมพัทธ 

{x A | cos( x) cosx}= ∈ − ≥ −∪  และ A [0,2 ]= π  
(44) [Ent’39] กําหนดให 2f (x) cos x cosx= +  แลว ขอใดตอไปน้ีถูก 
 ก. ถา 0 x≤ ≤ π  แลว f (x) 2cosx=  
 ข. ถา x 2≤ ≤π π  แลว f (x) 2cosx=  
 ค. ถา /2 x 3 /2≤ ≤π π  แลว f (x) 0=  
 ง. ถา 3 /2 x 2≤ ≤π π  แลว f (x) 0=  
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กราฟของฟงกชันตรีโกณมิต ิ
•  การศึกษาเรือ่งกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ โดยเฉพาะฟงกชัน sin  และ cos  จะเปน
ประโยชนในการศึกษาเรื่องอ่ืนๆ ได เชน คลื่น, เสียง, การเคลื่อนที่แบบเปนคาบ (การแกวง) 
 
 

        
sin

sin

D

R [ 1,1]

period 2
amplitude 1

=

= −

=
=

π

\

 

 
 
 
 

        
cos

cos

D

R [ 1,1]

period 2
amplitude 1

=

= −

=
=

π

\

 

 
 
 
 

               
tan

tan

D { /2 n }

R

period

= − ±

=

=

π π

π

\
\  

 
 
 
 
 

               
cosec

cosec

D { n }

R ( 1,1)

period 2

= − ±

= − −

=

π

π

\
\  

 
 
 
 

y = sin x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 

y = cos x 

 x 

1 

-1 
O              π              2π 

y = tan x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 

y = cosec x 

 x 

1 

-1 
O              π               2π 
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sec

sec

D { /2 n }

R ( 1,1)

period 2

= − ±

= − −

=

π π

π

\
\  

 
 
 
 
 

               
cot

cot

D { n }

R

period

= − ±

=

=

π

π

\
\  

 
 
 
 
โจทย 
(45) ให A ( /2,0) (0, /2)= − ∪π π  ฟงกชันใดตอไปน้ีเปนฟงกชันลด บนเซต A  
 ก. sin x  ข. cos x  ค. cosec x      ง. sec x  
(46) กราฟของ y sin x=  และ y cos x=  เม่ือ 0 x 2≤ ≤ π  ตัดกันกี่จุด และจุดใดบาง 
 
 

เฉลย 
(1.1) 3/2    (1.2) 2−    (2.1) 7/5    (2.2) 7/5  หรือ 1−    (3.1) 1   (3.2) 1/2    (4.1) 
2    (4.2) 0    (5) 2(1 a )/2−    (6) 22a/(1 a )± −    (7) 20/9    (8) 
4/5, 3/5,13.33, 10.67    (9) 8 3  ตารางหนวย   (10) 46 58'°    (11.1) 16  ซม.   
(11.2) 52 /3π  ซม.   (12) 2  เรเดียน   (13) 4  น้ิว   (14) 32/π  ซม.   (15) 
(3 3 1)/2− +    (16) 0    (17.1) θ    (17.2) เพ่ิมขึ้นจาก 1 ถึง ∞    (18) เทจ็ทุกขอ ยกเวน 

(18.4) เปนจริง  (19.1) sin− θ    (19.2) 2    (20) 1/2    (21) 1  (22.1) เปน 3  เม่ือ 
x /2, 3 /2= π π    (22.2) เปน 3  เม่ือ x = π    (23) {0, 3/2}−    (24) 10    (25) 
31/20    (26) 23/17−    (27) 7/13    (28) 12/5     (29) 1/3−   (30.1) 

/6, 11 /6π π    (30.2) /12, 11 /12, 13 /12, 23 /12π π π π    (31) 4/5    (32) 
30/34    (33) 1/2    (34) 1/2    (35) 4/3−    (36) 3/2    (37) (1 3 15)/4− +    (38) 
19    (39) /4 n±π π    (40) [ /4,3 /4] [5 /4,7 /4]∪π π π π    (41) [3 /4,7 /4]π π    
(42) 9    (43) 1 5 6+ =   (44) ค.  (45) ค.  (46) 2  จุด คือ ( /4,1/ 2),(5 /4, 1/ 2)−π π  
 

y = sec x 

 x 

1 

-1 
O              π              2π 

y = cot x 

1 

-1 

 x O              π               2π 
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ตรีโกณมิติและการประยุกต (Applied Trigonometry) 
 
ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวก และผลตางมุม 
•  โดยทั่วไปการคํานวณคาตรีโกณมิติอาจเกี่ยวของกับมุมที่เกิดจากการบวกกัน หรือลบกัน 
ดังน้ันในหัวขอน้ีจะเปนการสรุปสูตรทีส่ําคัญ เพ่ือนําไปใชประโยชน 
 
•  สูตรชุดที่หน่ึง สูตรเบื้องตน 
เราสามารถพิสูจนสูตรหลัก คือ cos ( ) cos cos sin sinα−β = α β + α β  (วิธีพิสูจนไมได
แสดงไวในที่น้ี) และจากนั้นถาแทน β  ดวย −β  จะไดสูตร cos ( )α + β  
รวมทั้งไดสูตร sin ( )α+β  กับ sin ( )α−β  จาก sin ( ) cos (90 ( ))α+β = ° − α+β  
 

(1) cos ( ) cos cos sin sinα+β = α β − α β  
(2) cos ( ) cos cos sin sinα−β = α β + α β  
(3) sin ( ) sin cos cos sinα+β = α β + α β  
(4) sin ( ) sin cos cos sinα−β = α β − α β  

 
tan tan

tan ( )
1 tan tan
tan tan

tan ( )
1 tan tan

α + β⎧ α+β =⎪ − α β⎪
⎨

α − β⎪ α−β =
⎪ + α β⎩

 

 
•  สูตรชุดที่สอง สูตรผลคูณ 
เกิดจากสมการที่ (1) บวกลบกับ (2) และสมการที่ (3) บวกลบกับ (4) 
 

(5) 2cos cos cos ( ) cos ( )α β = α+β + α−β  
(6) 2sin sin cos ( ) cos ( )− α β = α+β − α−β  
(7) 2sin cos sin ( ) sin ( )α β = α+β + α−β  
(8) 2cos sin sin ( ) sin ( )α β = α+β − α−β  
 
•  สูตรชุดที่สาม สูตรผลบวก และผลลบ 
มีที่มาเดียวกบัสูตรชุดที่สอง คือสมการที่ (1) บวกลบกบั (2) และสมการที่ (3) บวกลบกับ (4) 
แตถาให A = α + β  และ B = α − β  จะไดวา 
 

(9) A B A B

2 2
cos A cosB 2cos ( ) cos ( )

+ −
+ =  

(10) A B A B

2 2
cos A cosB 2sin ( ) sin ( )

+ −
− = −  

(11) A B A B

2 2
sinA sinB 2sin ( ) cos ( )

+ −
+ =  

(12) A B A B

2 2
sinA sinB 2cos ( ) sin ( )

+ −
− =  
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•  สูตรชุดที่สี่ สตูรมุมสองเทา และมุมครึ่ง 
สูตรสําหรับมุมสองเทาไดจากสมการชุดที่หน่ึงเชนกัน คือใชมุมเปน 2α + α = α  
 

sin (2 ) 2sin cosα = α α  
2 2cos (2 ) cos sinα = α − α  หรือ 2 2cos (2 ) 1 2sin 2cos 1α = − α = α −  

2

2 tan
tan (2 )

1 tan
α

α =
− α

 

 
สูตรสําหรับมุมครึ่ง ไดจากการยายขางสมการ 2 2cos (2 ) 1 2sin 2cos 1α = − α = α −  
โดยมองวา α  กลายเปน /2α  และ 2α  กลายเปน α  
sin ( /2) (1 cos )/2α = ± − α  
cos ( /2) (1 cos )/2α = ± + α  
และ tan ( /2) (1 cos )/(1 cos )α = ± − α + α  
 
•  นอกจากนี้ยังสามารถพิสูจนสูตรมุมใดๆ ตอไปอีก โดยอาศัยหลักการเดียวกันกับสี่ชุดขางตน 
เชน อาจหาสูตรมุมสามเทา sin(3 ),cos(3 ), tan(3 )α α α  หรือใชสูตรชุดที่หน่ึงชวยในการ
ลดรูปขนาดของมุม nθ ± π , n /2θ ± π  เปนตน 
 
โจทย 
(1) ใหหาคาของ sin (75 )° , cos (5 /12)π , และ tan ( /12)π  
(2) กําหนด cot A 2.4=  โดย A ( ,3 /2)∈ π π  และ sinB 0.6=  โดย B ( /2, )∈ π π  
 (2.1) cos (A B)+  และ sin (A B)+  มีคาเทาใด 
 (2.2) มุม A B+  อยูในควอดรันตใด 
(3) จงหา cos A  เม่ือ sin (A B) 1/5+ = , cos (A B) 2/5− =  และ sin B 3/5=  
(4) จงหา cos B  เม่ือ A B 5 /4+ = π  และ tan A 1=  โดยที่ 0 B≤ ≤ π  
(5) ใหหาคาของ 
 (5.1) 2cos75 cos15° °  
 (5.2) 2sin25 cos5 sin20° ° − °  
 (5.3) 4sin75 cos15 2cos15 cos165° ° + ° °  
 (5.4) sin108 cos42 sin42 cos108° ° + ° °  
 (5.5) cos68 cos78 cos22 cos12 cos10° ° + ° ° − °  
 (5.6) 2cos35 cos70 cos35 cos15° ° − ° + °  
(6) ใหหาคาของ 
 (6.1) 2cos3 sin2 2cos4 sin 2cos2 sinθ θ − θ θ − θ θ    
 (6.2) sin3 sin6 sin sin2 sin4 sin5θ θ + θ θ − θ θ  
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(7) ใหหาคาของ 
 (7.1) 2 2 2sin A sin (60 A) sin (60 A)+ °+ + °−  
 (7.2) 2 2 2cos A cos (60 A) cos (60 A)+ °+ + °−  
(8) ใหหาคาของ 

 (8.1) cos10 sin40
sin70

° + °
°

 

 (8.2) sin75 sin15
cos75 cos15

° − °
° + °

 

 (8.3) tan178 tan108
1 tan178 tan108

° − °
+ ° °

 เม่ือ tan10 B° =  

 (8.4) cot A cotB
1 cot A 1 cotB

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 เม่ือ A B 225+ = °  

 (8.5) sin3 cos3
sin cos

θ θ
−

θ θ
 

(9) ใหหาคาของ 
 (9.1) sin50 sin10 cos20° + ° − °  
 (9.2) sin10 cos40 cos20° + ° − °  
 (9.3) cos20 cos100 cos140° + ° + °  

 (9.4) cos10 cos20 cos40 cos50
sin10 sin20 sin40 sin50

° + ° + ° + °
° + ° + ° + °

 

(10) ใหหาคาของ sin 40 sin 20° + °  ในรูปของ sin 5°  
(11) ใหหาคาของ 

 (11.1) 3
cos cos

5 5

π π      [Hint: นํา 2sin
5

π  คูณเศษและสวน] 

 (11.2) 3
cos cos

5 5
+

π π  

 (11.3) 2 4
cos cos cos

7 7 7

π π π  

 (11.4) 5
sin cos

24 24

π π  

 (11.5) 8sin70 sin50 sin10° ° °  
(12) ใหหาคาของ tan9 tan27 tan63 tan81° − ° − ° + °  
(13) กําหนด 24sin A 3cos2B 2+ = −  และ sin2A sec A sinB=  เม่ือ 
A,B [0, /2]∈ π  ใหหาคาของ 2cos (A B)+  
(14) ถา 3cos A 2cos2B 3− = −  และ sinA 2sinB 0− =  เม่ือ A,B [0, /2]∈ π  
แลว ใหหาคาของ sin (A B)+  
(15) กําหนด 3sin3 sin 1 4sinθ + θ = − θ  จงหาคาของ sec2 cos (3 /2 )θ + π + θ  
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 x = sin y 1 -1 

π 

y  

−π 

O  x 1 -1 

y = arcsin x 

−π/2 
O 

π/2 

(16) ถา 3 4 3
cos ( )

10
−

α+β =  และ 3 4 3
cos ( )

10
+

α−β =  แลว 

จงหาคา sin2 sin2α β  

(17) ถา tan x 2=  แลว จงหาคา sin 2x
1 cos 2x+

 

(18) จงหาคา sin4θ  เม่ือ tan 1/3θ =  และ 0 /2< θ < π  

(19) ถา 5 1
cos A

4
+

=  จงหา sin(A B) sin(A B) sin(2A B) sin(2A B)+ − − + − − +  

(20) ขอใดตอไปน้ีผิด 
 ก. cos(x y) cos(x y) 2cosx cosy+ + − =  
 ข. 2 2sin(x y)sin(x y) sin x sin y+ − = −  
 ค. 2 2cos(x y)cos(x y) cos x sin y+ − = −  
 ง. cos5x cosx sin5x sinx cos6x+ =  
 
ฟงกชันอินเวอรสของตรีโกณมิต ิ
•  ฟงกชันตรีโกณมิติทั้งหกฟงกชัน (เชน y sin x= ) สามารถหาอินเวอรสไดโดยสลับที่
ระหวางโดเมนและเรนจตามปกติ (กลายเปน x sin y= ) แตอินเวอรสที่ไดเหลานี้ไมเปน
ฟงกชันเลย เน่ืองจาก x  คาเดียว ใหคา y  ไดหลายคาไมสิ้นสุด ดังน้ันหากจะกําหนดอินเวอรส
ใหเปนฟงกชนัดวย เราจําเปนตองจํากัดชวงของเรนจ และเราเรียกชือ่ฟงกชันอินเวอรสเหลานี้
โดยใชคําวา arc  นําหนา (เชน อินเวอรสของ y sin x=  คือ y arcsin x= ) 
หมายเหตุ 1. ความหมายของ x sin y=  ตางจาก y arcsin x=  เพราะเรนจไมเทากัน 
2. บางตําราใชสัญลักษณ -1sin x , -1cos x , -1tan x , … แทนคาํวา arc −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
•  ชวงของเรนจที่ใชกันเปนมาตรฐานสําหรบัฟงกชัน arcsin , arccos , arctan  จะแสดงไว
ในกราฟตอไปน้ี โดยมีวงกลมหนึ่งหนวยกํากับเพ่ือชวยในการจํา สวนฟงกชัน arccosec , 
arcsec , arccot  จะไมกลาวถึงเนื่องจากไมนิยมใช 
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 x 1 -1 

y = arcsin x 

−π/2 
O 

π/2 

 x 1 -1 

y = arccos x 

O 

π 

 x 1 -1 

y = arctan x 

−π/2 

O 

π/2 

π/2 

−π/2 
0 π 

π/2 

−π/2 

0 = sin 

-1 

1 0     = cos 

1 -1 0 = tan 

∞

−∞

 
 
 
 
 
 

arcsin

arcsin

D [ 1,1]

R [ /2, /2]

= −

= −π π      arccos

arccos

D [ 1,1]

R [0, ]

= −

= π   arctan

arctan

D

R ( /2, /2)

=

= −π π
\  

 
 
 
 
 
 

ขอสังเกต ฟงกชัน arcsin  (กับ arctan ) จะอยูในชวงที ่cos  เปนบวกเสมอ สวนฟงกชัน 
arccos  จะอยูในชวงที่ sin  เปนบวกเสมอ 
 
•  ความสัมพันธที่มีประโยชนในเรื่องอินเวอรสของฟงกชัน คือ 

x y
arctan x arctan y arctan

1 xy
+

+ =
−

 

ซ่ึงสามารถพิสูจนไดจากการใสฟงกชัน tan ทั้งสองขางของสมการ 
โดยความสัมพันธน้ีใชไดเม่ือ arctan x arctan y+  ยังอยูในชวง ( /2, /2)−π π  
 
โจทย 
(21) ใหหาคาของ arcsin ( 3/2)  และ arccos ( 1/2)−  
(22) คาของ 2arcsin ( 3/2) arccos (1/ 2) arccos ( 1)− + + −  เปนเทาใด 

(23) ใหหาคาของ 2 2
cos(arcsin(cos ) )

7 7
+

π π  

(24) ใหหาคาของ 
 (24.1) cos (arccos (4/5) arccos (12/13))+  
 (24.2) sin (arccos (3/5) arcsin ( 4/5))+ −  
 (24.3) cos (2arcsin (3/5))  
 (24.4) tan (2arccos ( 1/ 5))−  

(25) ใหหาคาของ sin( 2arctan( 2 1))
2

+ −
π  

และ cos (3 /2 2arctan x)π −  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   100 

(26) ใหหาคาของ A 2B+  เม่ือกําหนด tan A 1/7=  และ sin B 1/ 10=  โดยที่ 
0 A,B /2< < π  
(27) จงหาคา 7 tan( /4 A)+π  เม่ือกําหนดให sin A 1/3=  และ /2 A< <π π  
(28) กําหนดให tan A 1/2= , tan B 1/5= , tan C 1/8=  จงหาขนาด A B C+ +  
ที่เปนมุมแหลม 
(29) ใหแสดงวา arccos (12/13) arcsin (16/65) arcsin (3/5)+ =  
(30) ใหหาคา x  จากสมการตอไปน้ี 
 (30.1) arccos (4/5) arcsin ( 3/5) arccos x− − =  
 (30.2) 2arctan (x /3 x) arc sin (7/25) arccos (4/5)− = +  
 (30.3) arctan (1/7) arctan (1/8) arctan (1/18) arccot x+ + =  
 (30.4) arctan (2x 1) arctan (2x 1) arccos (1/ 5)+ + − =  
 (30.5) arctan x 2arctan 1 3 /4+ = π  
 (30.6) arctan (1 x) arctan (1 x) /4+ + − = π  
 (30.7) arccos ( 1/2) ( /2) arcsin x− + =π  

(31) หาคาของ arctan 3x arctan x
tan

2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เม่ือ arctan 3x arctan x /6− = π  

(32) ถา 24cos (arctanx) 1 0− =  และ 1/xe 1<  จงหา x tan(arctan(x/2))+  
 
เอกลักษณและสมการตรโีกณมิต ิ
•  สมการใดๆ ที่มีฟงกชันตรโีกณมิติปรากฏอยู จะเรียกวา สมการตรโีกณมิติ การแกสมการ
ตรีโกณมิติน้ันมีขอควรระวัง ซ่ึงไดกลาวไปในบทที่แลวทั้งหมด และหากสมการตรีโกณมิติน้ัน
เปนจริงเสมอสําหรับทุกๆ คา (ที่หาคาฟงกชันได) จะเรียกวาเปน เอกลักษณของตรีโกณมิต ิ
 

•  เอกลักษณของตรีโกณมิติที่สําคัญมีหลายชุด ไดศึกษาผานมาตั้งแตบทที่แลวจนถึงบทนี้ เชน 
2 2sin cos 1θ + θ = , sin cos (90 )θ = °−θ , sin ( ) sin−θ = − θ , 

cos( ) cosθ± = − θπ , cos ( ) cos cos sin sinα+β = α β − α β , 
2cos cos cos ( ) cos ( )α β = α+β + α−β , sin (2 ) 2sin cosα = α α  ฯลฯ 
ซ่ึงนอกจากนี้ยังมีเอกลักษณอีกมากมาย ดังจะไดฝกพิสูจนเอกลักษณในแบบฝกหัดตอไปน้ี 
 
โจทย 
(33) ใหหาคําตอบของสมการตอไปน้ี ภายในชวงที่กําหนดให 

 (33.1) 1 1
4

sinx 1 sinx 1
− =

+ −
    0 x 2≤ ≤ π   

 (33.2) sin4 sin2 2cosθ + θ = θ     0 2≤ θ ≤ π  
 (33.3) 2sin 2 3cot 2 3cosec 2 0θ + θ − θ =     0 /2≤ θ ≤ π  
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 (33.4) 4 4cos x sin x 1− =      0 x 2≤ ≤ π  
 (33.5) 2 24sin x 6 tanx 2sec x 0− + =    0 x /2< < π  
 (33.6) 4sinx cosx 2 2 cosx 2sinx 2 0+ + + =  0 x 2< < π  

 (33.7) sinx 3 cosx sec(x )
3

+ = +
π    0 x 2≤ ≤ π  

 (33.8) 2 22sin x 1 sinx 2 2sin x sinx+ = − + +   0 x 2≤ ≤ π  
 (33.9) sinx sin2x sin3x 0− + =     0 x 2≤ ≤ π  
(34) ใหหาชวงคําตอบของอสมการตอไปน้ี 
 (34.1) 4 22sin x 3sin x 2 0+ − ≥   0 x 2≤ ≤ π  
 (34.2) 3 sinx cosx 1+ <    0 x 2≤ ≤ π  
(35) ใหหาคําตอบรูปทัว่ไปของสมการ cos2 sinθ = θ  
(36) จงแสดงวาเอกลักษณตอไปน้ีเปนจริง 

(36.1) tan (90 A) cot A° − =  

(36.2) 21 cosx x
tan

1 cosx 2
−

=
+

 

(36.3) sinx siny x y
tan

cosx cosy 2
+ +

=
+

 

(36.4) 2 2 2 2tan x sin x tan x sin x− =  

(36.5) 
2

A A
cos sin 1 sinA

2 2
⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(37) ถา A,B,C  เปนมุมในรูปสามเหลี่ยม จงแสดงวา sinA sinB C
cot

cos A cosB 2
+

=
+

 

 
กฎของไซนและกฎของโคไซน 
•  กฎของไซน และกฎของโคไซน เปนความสัมพันธที่ใชกับรูปสามเหลี่ยมใดๆ ที่ทราบบาง
สวนประกอบ (ความยาวดาน และขนาดมุม) เพ่ือหาคาของสวนประกอบที่เหลือ มีประโยชนกบั
การศึกษาเรขาคณิตวิเคราะห และเวกเตอร 
 

1. กฎของไซน (Law of Sine) 
“อัตราสวนของคาไซนของมุมๆ หน่ึง ตอความยาว
ดานตรงขาม จะเทากันทั้งสามมุม” 
sinA sinB sinC

a b c
= =  

     โดยกฎของไซนน้ีพิสูจนมาจาก พ้ืนที่สามเหลี่ยม 

( 1 1 1
bc sinA ca sinB ab sinC

2 2 2
= = ) 

 

c a 

b 
A 

B 

C 
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2. กฎของโคไซน (Law of Cosine) 
“เราสามารถหาความยาวดานที่เหลือ ไดจากความยาวดานสองดานและขนาดมุมตรงกลาง” 

2 2 2a b c 2bc cos A= + −  
ขอสังเกต ถามุมตรงกลางนั้นเปน A 90= ° กฎนี้จะกลายเปนทฤษฎีบทปทาโกรัส 
 
โจทย 
(38) กําหนดสามเหลี่ยม ABC  มีดาน a  ยาว 10  หนวย, b  ยาว 10 3  หนวย และ c  ยาว 
10  หนวย ใหหาขนาดมุมทั้งสาม 
(39) ABC+  มีดาน a 2 5= , b 4 5=  และ c 3 5=  ใหหาคา sin (B/2)  
(40) สามเหลีย่มรูปหน่ึงมีอัตราสวนความยาวดานทั้งสามเปน a :b : c 4 :5 : 6=  ใหแสดง
วาสามเหลี่ยมรูปน้ีมีมุมหน่ึงขนาดเปนสองเทาของอีกมุมหน่ึง 
(41) ABC+  มีมุม B 65= ° , ดาน a 4= , c 8=  ใหหาความยาวดาน b  (กําหนด 
cos65 0.422° = ) 
(42) ABC+  มีดาน c 15= , a 12=  และ A 27= ° , sinA 0.454=  จงหามุม C  
(43) ABC+  มีมุม A  ขนาด 45°  และ a 2 2= , b 2 3=  จงหาขนาดของมุมที่เหลือ 
(44) ABC+  มีมุม B 30= °  และดาน c 150= , b 50 3=  ใหพิจารณาวาสามเหลี่ยมนี้
เปนสามเหลี่ยมชนิดใด  
(45) ABC+  มีมุม A 20= ° , B 47= °  และดาน b 12=  หนวย ใหหาความยาวดาน a  
(กําหนด sin20 0.342,sin47 0.731° = ° = ) 
(46) สามเหลีย่ม ABC  มีคา (a b c)(b c a) 3bc+ + + − =  จงหาขนาดของมุม A  
(47) สามเหลีย่ม ABC  มีคา (a b c)(a b c) 3bc+ + − − = −  และ 2 24a 6b=  จงหาคา 

21 2sin (3A 2B)+ −  
(48) ถาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมเปน x , y , 2 2x xy y+ +  ตามลําดับ ใหบอก
ลักษณะของสามเหลี่ยมนี้ 
(49) เครื่องบนิขับไลสองลาํบินในแนวราบ ออกจากฐานทัพพรอมกัน โดยทิศทางการวิ่งทํามุม
กัน 38°  ถาเครื่องบินมีความเรว็ 320  และ 380  ไมลตอชั่วโมง ตามลําดับ จงหาระยะทาง
ระหวางเครื่องบินสองลํานี้เม่ือเวลาผานไปหนึ่งชั่วโมง (cos38 0.788° = ) 
 
การประยุกตหาระยะทางและความสงู 
•  ในชีวติจริงการวัดระยะทางหรือความสูงของสิ่งตางๆ ไมสามารถใชเครื่องมือวัดโดยตรงได
เสมอไป เราจึงใชความรูเรื่องตรีโกณมิติในรูปสามเหลีย่มมุมฉากชวยในการคํานวณ 
•  ศัพทที่ใชเรียกมุมที่เกิดจากการสังเกตนัน้ คือ มุมกม (Angle of Depression) และ มุมเงย 
(Angle of Elevation) โดยมุมกมคือมุมที่วัดลงไปจากแนวราบ (ระดับสายตา) สวนมุมเงยคือมุม
ที่วัดขึ้นจากแนวราบ 
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โจทย 
(50) ชายคนหนึ่งอยูริมเขื่อนซึ่งสูงเหนือระดับนํ้าทะเล 300  เมตร มองเห็นเรือ A  กับ B  อยู
ในระนาบเดียวกัน เปนมุมกม 33°  และ 20°  ตามลําดับ เรือสองลํานี้อยูหางกันเทาใด 
(กําหนด sin33 0.5446, cos33 0.8387, sin20 0.3430, cos20 0.9397° = ° = ° = ° = ) 
(51) หากมองจากจุด A  ซ่ึงอยูทางทิศใตของตึก จะเห็นยอดตึกเปนมุมเงย 45°  แตหากมอง
จากจุด B  ซ่ึงอยูทางทิศตะวนัออกของจุด A  อีก 40  เมตร จะเห็นยอดตึกเปนมุมเงย 30°  
แสดงวาความสูงของตึกเปนกี่เมตร 
(52) สามเหลีย่มมุมฉาก PQR  และ PQS  ซอนทับกันโดยมีมุม Q  เปนมุมฉากรวมกัน และ 
QR :RS 1: 3=  ใหหาคา ˆtan SPQ  เม่ือกําหนด ˆSPR arctan0.6=  
[Hint: ใชความสัมพันธ arctan x arctan y+ ] 
 
 
เฉลย 
(1) ( 3 1) /2 2+ , ( 3 1) /2 2− , ( 3 1) /( 3 1)− +    (2.1) 63/65 , 16/65−    
(2.2) 4Q    (3) 5/7    (4) 1±    (5.1) 1/2    (5.2) 1/2    (5.3) 3/2−    (5.4) 1/2    
(5.5) 0    (5.6) 1/ 2    (6.1) 0    (6.2) 0    (7.1) 3/2    (7.2) 3/2    (8.1) 3    (8.2) 
1/ 3    (8.3) ( 3 B) /(1 3B)+ −    (8.4) 1/2    (8.5) 2    (9.1) 0    (9.2) 0    (9.3) 0    
(9.4) 3    (10) 21 2sin 5− °    (11.1) 1/4−    (11.2) 1/2    (11.3) 1/8−    (11.4) 
( 2 1)/4+    (11.5) 1   (12) 4    (13) 1−    (14) 1   (15) 39/28    (16) 12 3/25    
(17) 2    (18) 24/25    (19) sin B    (20) ง.   (21) 60° , 120°    (22) 7 /12π    (23) 
0    (24.1) 33/65    (24.2) 0    (24.3) 7/25    (24.4) 4/3    (25) 1/ 2 , 

22x/(1 x )− +    (26) /4π    (27) 9 4 2−    (28) /4π    (29) ...   (30.1) 7/25    (30.2) 
1,4−    (30.3) 3    (30.4) 1/2, 1−    (30.5) 1   (30.6) 2±    (30.7) ไมมีคําตอบ   (31) 

1   (32) 3 3/2−    (33.1) /4π    (33.2) /6, /3,5 /6,3 /2π π π π    (33.3) /6π    
(33.4) 0, ,2π π    (33.5) /4π    (33.6)  2 /3,5 /4,4 /3,7 /4π π π π    (33.7) 
11 /12,23 /12π π    (33.8) [ /6,3 /2]π π    (33.9) 0, ,2 , /2,3 /2, /3,5 /3π π π π π π    
(34.1) [ /4,3 /4] [5 /4,7 /4]∪π π π π    (34.2) (2 /3,2 )π π    (35) /6 3n /2±π π    
(36) ...   (37) ...   (38) 30 ,120 ,30° ° °    (39) 7/8    (40) C 2A=  เน่ืองจาก 

2cosC 2cos A 1= −    (41) 7.3    (42) 35 ,145° °    (43) 75 ,60° °  หรือ 
15 ,120° °    (44) สามเหลี่ยมมุมฉาก A 90= °  หรือสามเหลี่ยมหนาจ่ัว A 30= °    (45) 
5.6    (46) 60°    (47) 3    (48) เปนสามเหลีย่มที่มีมุมหน่ึงเปนมุมปาน 120°    (49) 
234.86  ไมล   (50) 362.3  เมตร   (51) 20 2    (52) 1 หรือ 4  
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ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และลอการิทึม (Exponential & Logarithm) 
 
•  การเพิ่มขึ้นหรือลดลงของจํานวนประชากรตามธรรมชาติ ปริมาณรังสี หรือเงินฝากใน
ธนาคาร โดยทั่วไปไมไดเปนแบบเสนตรง แตเปนแบบทวีคูณ (หรือหาร) ทําใหเราจําเปนตอง
ศึกษาเกีย่วกบัเลขยกกําลัง รวมทั้งศึกษาฟงกชันที่เกี่ยวของ คือ ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และ
ฟงกชันลอการิทึม 
 
ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล และกฎของเลขยกกําลงั 
•  เลขยกกําลังจะอยูในรูป na , เรียก a  วาฐาน และเรียก n  วาเลขชี้กําลัง 

na  ใชแทน a  คูณกันเปนจํานวน n  ตัว     หรือ  

โดยมีนิยามให 0a 1=  และ n
n

1
a

a
− =  ดวย (a 0≠ ) 

และทฤษฎบีทที่เกี่ยวกับเลขยกกําลังไดแก

     

m n m n

m
m n

n

m n mn

m
mn n

a a a

a
a

a

(a ) a

a a

+

−

⎧ ⋅ =
⎪• ⎨

=⎪⎩
⎧ =⎪• ⎨
⎪ =⎩

    

n n n

n n n

n n n

n
n

n

(ab) a b

(a/b) a /b

ab a b

aa
b b

⎧ = ⋅⎪• ⎨
=⎪⎩

⎧ = ⋅
⎪⎪• ⎨

=⎪
⎪⎩

 

โดย n  เปนจํานวนจริงใดๆ (ไมจําเปนตองเปนจํานวนเตม็) และกรณีกรณฑ n 0≠  
 
หมายเหตุ คําวา รากที่สอง และเครื่องหมายกรณฑ ( •  หรือ 1/2• ) มีความหมายตางกัน 
“รากที่สอง ของ 16 ” ไดแก 4  และ 4−  
แต “ 16  หรือ 1/216 ” มีคาเทากับ 4  อยางเดียวเทานั้น 
 
•  การหารากที่สองของ M N±  มีหลักการดังน้ี 
พิจารณา 2( a b) (a b) 2 ab+ = + +  และ 2( a b) (a b) 2 ab− = + −  
ดังน้ัน ถาเราให a b M+ =  และ 4ab N=  แลวแกระบบสมการหาคา a, b  ก็จะไดคําตอบ 
สรุป รากที่สองของ M N+  ไดแก ( a b)± +  
รากที่สองของ M N−  ไดแก ( a b)± −       เม่ือ a b M+ =  และ 4ab N=  
 

เชน รากที่สองของ 6 35−  หาไดจาก a b 6+ =  และ 4ab 35=  
น่ันคือ a, b 3.5, 2.5=  จึงไดคําตอบวา 3.5 2.5−  และ 2.5 3.5−  
 

รากที่สองของ 72 40+  หาไดจาก a b 72 6 2+ = =  และ 4ab 40=  
น่ันคือ a, b 5 2, 2=  จึงไดคําตอบวา 5 2 2+  และ 5 2 2− −  

na a a a ... a

n

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅���	��
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O 

y 

x 
(0,1) 

 
O 

y 

x 
(0,1) 

 

•  ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล คือฟงกชันเลขยกกําลัง กําหนดรูปทั่วไปเปน xf (x) a=  
โดยคาของฐาน a  อยูในชวง (0,1)  หรือ (1, )∞  เทานั้น นํามาเขียนกราฟไดดังน้ี 
 
 
 
 
 
 

        x a 1y a , >=     x 0 a 1y a , < <=  
  ฟงกชันเพ่ิม         ฟงกชันลด 
 

ขอสังเกต 1. คา x เปนอะไรก็ได แตคา y เปนบวกเสมอ ... expD = \ , expR += \  
2. ในที่น้ีกราฟผานจุด (0,1)  เสมอ ... เน่ืองจาก 0a 1=  ทุกๆ คา a  ที่ไมใชศูนย 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะไดสมการเอกซโพเนนเชียลเปน x hy k a −− =  
 
โจทย 
(1) จงทําใหเปนรูปอยางงาย 

 (1.1) 7 1732 4 −⋅    (1.4) 
1

n 2n n

n n

729 81
27 243

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 (1.2) 3 2 0 2(x y z )− − −    (1.5) 
n n 1 2n 2n 1

n 2n 2 n 2n 1

4 9 3 2
9 2 4 3

+ +

+ +

⎛ ⎞⋅ + ⋅
⎜ ⎟⋅ + ⋅⎝ ⎠

 

 (1.3) 
2 1

2 1

4x 4x 1
2x x

− −

− −

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
 

(2) จงทําใหเปนรูปอยางงาย 

 (2.1) 
2

3 a 75 4a
a a

5 33 3

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (2.2) 
2 4 2

2

x x 2x 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

 
 

(3) ใหหาคาของ 

 (3.1) 1 1 1 1
...

1 2 2 3 3 4 8 9
⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

 

 (3.2) 5 2 5 2

5 2 5 2

⎛ ⎞− +
+⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

 (3.3) ( )18 320+  
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 (3.4) ( )10 84 10 84+ − −  

 (3.5) 
2 3 5

12 2 35 7 2 10 9 2 14

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

 (3.6) 
3 2 3 2(6 35) (6 35)

13 10

⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

(4) ตอบคําถามตอไปน้ี 

 (4.1) ใหหาคาของ 2 2x 4xy y− +  เม่ือ 6 3
x

6 3

+
=

−
 และ 6 3

y
6 3

−
=

+
 

 (4.2) ใหเรียงลําดับจํานวนจากนอยไปมาก 
  ก. 25 33  ข. 20 35  ค. 15 37  ง. 10 39  

 (4.3) ถา 2.44 7.17
0.56

3.9 8
×

=
×

 แลว ใหหาคาของ 0.0244 71.7
390 0.008

×
×

 
 

(5) ขอความตอไปน้ีถูกหรือผิด 
 (5.1) ถา xa 1>  และ 0 a 1< <  แลว x 0>  
 (5.2) ถา x 0<  และ a 1>  แลว x0 a 1< <  

 (5.3) 2 3
5 5<  

 (5.4) 3 2(sin 1 ) (sin 1 )° < °  
 (5.5) 2 3(tan 46 ) (tan 46 )° < °  
 
การแกสมการที่เปนเอกซโพเนนเชยีล หรือมีเครื่องหมายกรณฑ 
(1) สมการที่มี ax b+  บวกลบกันอยูหลายพจน ควรยายขางใหจํานวนพจนเทาๆ กัน และ
สัมประสิทธิ์หนา x  รวมเทาๆ กันที่สุด จากนั้นจึงยกกําลังทั้งสองขางไปจนกวาเครื่องหมาย
กรณฑจะหมดไป ... การยกกําลังเชนน้ี มักทําใหไดคําตอบเกิน ดังน้ันตองตรวจคําตอบเสมอ 
(2) หากสิ่งที่อยูในเครื่องหมายกรณฑน้ันยาวมาก ใหสมมติสิ่งน้ันเปนตัวแปร A  ไปกอน แลว
ทําตัวแปรที่เหลือในสมการใหอยูในรูป A  ทั้งหมด เพ่ือใหสมการสั้นลงและคํานวณสะดวกขึ้น 
 

(3) สมการในรูป f(x) g(x)a b=  จะตองแปลงฐานทั้งสองขางใหเทากัน เพ่ือกําจัดฐานทิ้งไป 
ตามสมบัตทิี่วา M Na a M N= ↔ =  
(4) ถามีพจนเลขยกกําลังฐานเดียวกัน บวกลบกันอยู เชน x 2xa , a  อาจสมมติเปนตวัแปร 

2A, A  เพ่ือใหคํานวณสะดวกขึ้นเชนเดิม (ฐานมักจะเปนจํานวนเฉพาะ) แตถามีฐานอื่นอยูดวย 
จะใชตวัแปร B  อีกอันก็ได และเม่ือจัดกลุมเลขยกกําลังเปนพวกๆ แลว จึงทําการคํานวณตอไป 
 

(5) อสมการ ใชสมบัตขิองฟงกชันเพ่ิม/ฟงกชันลด ในการกําจัดฐาน คือ M Na a M N> ↔ >  
เม่ือ a 1>  (ฟงกชันเพ่ิม)     และ M Na a M N> ↔ <  เม่ือ 0 a 1< <  (ฟงกชันลด) 
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โจทย 
(6) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (6.1) 1/2 1/4x x 6 0− − =  
 (6.2) 2x 1 x 1+ = +  
 (6.3) 2x 1 x 3 2+ − − =  
 (6.4) 2x 3 x 2 7x 5− + + = −  
 (6.5) 2 2x 6 x 2x 5 11 2x+ − + = +  
 (6.6) 2 2(x 1) 5( x 2x 2 1)+ = + + −  
 (6.7) 2 2x 3x 15 x 3x 6 9+ + + + + =  
 (6.8) 2 22x 6x 27 x 6x 2 x 5− − − − − = −  
 (6.9) 3 36(5x 6) 5(6x 11) 1+ − − =  
 

(7) ใหหาคําตอบของสมการ 

 (7.1) 
x x 3

1 1
4 2

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (7.5) 
x

2x 11 2 1
2

+⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (7.2) 21 x 2x10 100+ =    (7.6) 8 4x 3x 218 (54 2)− −=  

 (7.3) 
42x 13 8

2 27

−+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (7.7) x(5 2 6) 3 2+ = +  

 (7.4) 
x x 1

4 27 1
9 8

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

(8) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (8.1) x 1 x 54 64 2+ ++ =  
 (8.2) x 2 x 1 4x4 2(4 ) 2+ +− =  
 (8.3) 2x 2 x2 9 2 2 0+ − ⋅ + =  
 (8.4) 2x 1 x 12 9 2 1 0+ −− ⋅ + =  
 (8.5) 2x 2 x 3 x3 3 3 3 0+ +− − + =  
 (8.6) 2x 3 x3 55 28(3 2)+ − = −  
 (8.7) 5x 3x x 5x 16(2 ) 11(2 ) 3(2 ) 2 ++ − =  
 (8.8) 2 21 x x 2 x x 23 9(3 ) 28+ + − − + −+ =  
 

(9) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (9.1) x x3(3 3 ) 10−+ =   (9.2) 2x 2x3(3 3 ) 10−+ =  

(9.3) 
x x 254 3

123 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
  (9.4) x 1 x 13

1 x x 6
−

+ =
−
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O 

y 

x 
(1,0) 

 O 

y 

x 
(1,0) 

 

(10) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (10.1) 2x 1 x x (1/2) 2x 35 25 4 2+ + +− = +  
 (10.2) x x (1/2) x (1/2) 2x 14 3 3 2− + −− = −  
 (10.3) 2x x 2x6(3 ) 13(6 ) 6(2 ) 0− + =  
 (10.4) x x 2x25(16 ) 40(20 ) 16(5 ) 0− + =  
 (10.5) 2 2x 2x x 1 x 13 3 9 27 0+ + +− − + =  
 

(11) ใหหาชวงคําตอบของอสมการ 
 (11.1) x 1 x 110 1/10+ +≤  
 (11.2) 2x 52 1/16− >  
 (11.3) 2x 3x x 3(0.5) (0.5)− −<  

 (11.4) 
2 2x x 8 x 12

1 1
2 4

+ + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 (11.5) x 5 2(sin 1 ) (sin 1 )+° °>  
 (11.6) x 5 2(cot 1 ) (cot 1 )+° °<  
 (11.7) x 2 5(cos 45 ) (sin 45 )+° °<  
 (11.8) 2 7x 8(x 1)a a+ −<  
 
ฟงกชันลอการิทึม และกฎของลอการิทึม 
•  ฟงกชันลอการิทึม เปนอินเวอรสของเอกซโพเนนเชียล เขียนไดในรูป af (x) log x=  
ความสัมพันธระหวางเอกซโพเนนเชียลและลอการิทึมคือ  y

ax a y log x= ↔ =  
โดยคาของฐาน a  จะตองอยูในชวง (0,1)  หรือ (1, )∞  ซ่ึงนํามาเขียนกราฟไดดังน้ี 
 
 
 
 
 
 
      a a 1y log x, >=      a 0 a 1y log x, < <=  
  ฟงกชันเพ่ิม             ฟงกชันลด 
 

ขอสังเกต 1. คา x ตองเปนบวกเสมอ สวนคา y เปนอะไรก็ได ... logD += \ , logR = \  
2. ในที่น้ีกราฟผานจุด (1,0)  เสมอ ... แสดงวา alog 1 0=  ทุกๆ คา a  ที่ไมใชศูนย 
3. จากการเลื่อนแกนทางขนาน จะไดสมการลอการิทึมเปน ay k log (x h)− = −  
4. alog x  อานวา “ลอ็ก x ฐาน a” หรือ “ลอการทิึม x ฐาน a” 
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•  กฎของลอการิทึมไดแก

  

a

a

a a a

a a a

log 1 0

log a 1

log (mn) log m log n

mlog log m log n
n

=⎧
• ⎨

=⎩
= +⎧

⎪• ⎨ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

     

p

a a

a

q
aa

log n log m

log n

c
a

c b

q
log b log b

p

m n

a n

log b 1
log b

log a log a

• =

⎧ =⎪• ⎨
=⎪⎩

• = =

 

หมายเหตุ  a, b, c, m, n +∈ \  โดยที่ a, b, c 1≠  และ p, q ∈ \
 
•  หากลอการิทึมมีฐานเปน 10  เรียกวา ลอการิทึมสามัญ (Common Logarithm) อาจละไวไม
ตองเขียนฐานกํากับ คือเขียนเพียง log x  ก็ได นอกจากนั้น ลอการิทึมที่มีฐานเปนคาคงที่ทาง
วิทยาศาสตร e  ( 2.718≈ ) จะเรียกวา ลอการิทึมธรรมชาติ (Natural Logarithm หรือ 
Napierian Logarithm) และใชสัญลักษณ ln x  แทน elog x  
 
•  การหาคาลอการิทึมสามัญโดยใชตาราง มีหลักการดังน้ี 
หากตองการหาคา log N เราจะตองเขียนจํานวน N  เปนรูป n

0N 10×  เม่ือ 01 N 10≤ <  
และใชกฎของลอการิทึม วา n

0 0log N log (N 10 ) log N n= × = +  
เน่ืองจากในตารางระบุเพียงคา log 1  จนถึง log 9.99  เทานั้น 
 

ตัวอยางเชน log 1,150  มีคาเทากับ 3log (1.15 10 )×  หรือ log (1.15) 3+  
จากตารางพบวา log (1.15) 0.0607≈  ดังน้ัน log 1,150 3.0607≈  
 

หมายเหตุ 1. หากคา 0N  ในตารางไมละเอียดพอ จะตองใชวิธปีระมาณโดยเทียบสัดสวน 
2. เราเรียก n  วา แคแรกเทอริสติก (Characteristic) ของ log N (เปนจํานวนเต็มเสมอ) 
และเรียก 0log N  วา แมนทิสซา (Mantissa) ของ log N (มีคาระหวาง 0  ถึง 1 เสมอ) 
3. ตารางที่กําหนดใหเปนคาลอการิทึมสามัญ (ฐาน 10 ) เทานั้น ถาตองการหาคาลอการิทึมฐาน
อ่ืนๆ ตองอาศัยกฎของลอการิทึมชวยแปลงฐาน น่ันคือ alog b log b log a= ÷  และ 
ln b log b log e= ÷           ( log e 0.4343≈ ) 
 
•  การหาคาแอนติลอการิทึมโดยใชตาราง มีหลักการดังน้ี 
จากตัวอยางทีแ่ลว เราทราบวาคา log ของ 1,150  เปน 3.0607  (โดยประมาณ) 
สามารถกลาวแบบยอนกลบัไดวา คา antilog  ของ 3.0607  เปน 1,150  
 

ตัวอยางเชน ตองการหาคา M ที่ทําให  log M 3.0607=  เราตองทํา 3.0607  ใหอยูใน
รูปผลบวกของแคแรกเทอริสติกกับแมนทิสซากอน น่ันคือ 3 0.0607+  จากนั้นเปดตารางได
เปน 3log 10 log 1.15+  หรือ 3log (1.15 10 )×  ดังน้ัน M 1,150≈  
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หมายเหตุ ตองทําใหแมนทิสซาเปนบวกเสมอ เชน log M 3.0607= −  ไมควรทําเปน 
3 0.0607− −  แตตองทําเปน 4 0.9393− +  เพ่ือใหเปดคาจากตารางได 

 
โจทย 
(12) ใหหาคาของ 
 (12.1) 2 5 50log 0.01 log 0.25 log 0.04 log 0.0004+ + +  
 (12.2) 2 3 8 4log cos60 7log tan30 log sin90 log sin30° + ° − ° + °  

 (12.3) 1 1 2 8
2 8

1 1
log 8 log 2 log log

8 2
+ + +  

 (12.4) 15 24 80log (20) 7log 5log 3log
16 25 81

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 (12.5) 
5 2

2 2 2
log 50 log 50 log 50

+ +  

 (12.6) 2 2

96 12

log 24 log 192
log 2 log 2

−  

 (12.7) 2 3 4 4log 1 log 2 log 3 log 5⋅ ⋅ ⋅  
 (12.8) 2 3 4 n 31log 3 log 4 log 5 ... log (n 1) log 32⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅  
 (12.9) 4 4log (log 81) log (log 3)−  

(12.10) 7 52 3 3
2 9

log7 5 log 4 2 log 3−+ −  
 

(13) ใหหาคาของ 
 (13.1) 7 251 0.25log49 −  

 (13.2) 81 9 3( )
1 8 log 5 log 4 log 5
281 /9

+ + +  
 (13.3) 34096 64 log 9log3 2−  
 (13.4) 5 8 6 24 2 2 51 log 1 log 1 log 2 log25 64 36 4− − − −⋅ ⋅ ⋅  

 (13.5) 
64

5 7

1/233

3 3

1 log1 log

1 log log

16 36

25 49

−−

− −

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 
 

(14) ใหเขียน 
a b c

1 1 1
1 log bc 1 log ca 1 log ab

+ +
+ + +

 เปนรูปอยางงาย 
 

(15) ตอบคําถามตอไปน้ี 
 (15.1) ใหหาคา (gof)(2) เม่ือกําหนด 3g (x) log x=  และ 2f (x) log x=  
 (15.2) ใหหาคา g (2b) เม่ือกําหนด x

2bg (x) log x=  
 (15.3) ใหหาคา log 5  เม่ือทราบวา 8log 3 p=  และ 3log 5 q=  
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 (15.4) ถา 1 4 / 33x log (9 )(27 )− −=  และ 25 5 24
y log 2log log

8 3 9
= − +  

แลว ใหหาคาของ x y+  
 (15.5) ถา 7log (11 6 2) a− =  และ 7log (45 29 2) b+ =  แลว ใหหาคาของ 
3a 2b+  
 (15.6) ถา alog x 1= , blog x 1/10= , clog x 1/100= , dlog x 1/1000=  
แลว ใหหาคาของ abcdlog x  

 (15.7) ถา b b

b

log (log a)
p

log a
=  เม่ือ a, b 1>  แลว ใหหาคาของ pa  

 (15.8) ถา 2 22log a 3log b 4− =  และ 2 23log a 4log b 6− =  แลว ใหหาคา
ของ ( ) 1/22b

2aa log b+  
 (15.9) ถา a a a

log (x m) log x log m− = −  แลวใหหาคาของ 2 2 3x m x m− +  
 

(16) ใหหาโดเมนและเรนจของฟงกชันตอไปน้ี 
 (16.1) 6y log (2 x)= −   (16.4) 2y log x 3= −  
 (16.2) 1/3y log ( x)= −   (16.5) 2

5y log (3x 2)= − −  
 (16.3) y log x=  
 

(17) ใหหาแมนทิสซาและแคแรกเทอริสตกิของคาตอไปน้ี 
 (17.1) log 257    (17.3) 3.3010  
 (17.2) log 0.024    (17.4) 2.3010−  
 

(18) จํานวน 15875  มีกี่หลัก 
[Hint : ถา haracteristic antissalog N c m= +  จะไดวา N  น้ันมีจํานวน c 1+  หลัก] 

 
การแกสมการที่เปนลอการิทึม 
(1) สมการเรื่องลอการิทึม มักจะแกปญหาโดยใชกฎของลอการิทึม เชน การทําใหฐานเทากัน
เพ่ือกําจัด log ทิ้งไป ตามสมบัติทีว่า  a alog M log N M N= ↔ =  
(2) ถามีพจนคลายกันปรากฏอยู อาจสมมติเปนตวัแปร A  เพ่ือใหคํานวณสะดวกขึ้น 
(3) เม่ือไดคําตอบแลว ควรตรวจสอบวาใชไดหรือไม (เชน ภายใน log ตองไมติดลบ) 
 

(4) อสมการ ใชสมบัตขิองฟงกชันเพ่ิม/ฟงกชันลด ในการกําจัดฐาน คือ 
a alog M log N M N> ↔ >  เม่ือ a 1>  (ฟงกชันเพ่ิม)     และ 
a alog M log N M N> ↔ <  เม่ือ 0 a 1< <  (ฟงกชันลด) 
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โจทย 
(19) ใหหาคําตอบของสมการ 

(19.1) log 8x 8 10+ =  
(19.2) log (2/3)x 2/3=  
(19.3) 3 log x 3x 10,000=  
(19.4) 3x log 2x9 3 1+− = −  
(19.5) 

2
7

4 3 2
log (x 2x)log log log 7 0+ =  

(19.6) 1 1 1 2
3 2 6

1
log log log 0

x x 4
=

− +
 

(19.7) 2
x 4 x 4log (x 1) log (5 x)+ +− = −  

 

(20) ใหหาคําตอบของสมการ 
(20.1) 2log (2x 5) log (x 1) log (x x 3)− + + = − +  
(20.2) 2log (2x 1) log (x 1) 2 log x 1− + + = +  
(20.3) 2 3log 2 log (4 5x 6x ) 3 log 2x 1+ − − = −  

 (20.4) 2 2 2 2
2 2x log (x 2x 6) 2x log (x 2x 6) x 2x+ − − + − = −  

 (20.5) 2 2
16 2 163log ( x 1 x) log ( x 1 x) log (4x 1) 0.5+ + + + − = + −  

 

(21) ใหหาคําตอบของสมการ 
(21.1) 2 2(log x) log x=  
(21.2) log x log x=  
(21.3) 2 xlog x 4log 2 5+ =  

(21.4) 3 x

5 7
log x log 3

2 2
+ =  

 

(22) ใหหาคําตอบของ 
 (22.1) สมการ 2(x 7) x 73 6(3 ) 8 0+ +− + =  
 (22.2) ระบบสมการ x y5 4−=  และ 2 y 2 x5 4+ −=  
 

(23) ใหหาชวงคําตอบของอสมการ 
 (23.1) 23 x x(x ) (x)<  
 (23.2) 2x ln2 xe 2<  
 (23.3) x 2 x 2log (2x 3) log (24 6x)− −− > −  
 (23.4) a 5log 5 log a>  
 (23.5) 100log x 1 log x 15< − +  
 (23.6) 4 2

x 1
log (x 8x 2x 1) 4

−
− − + >  
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เฉลย 
(1.1) 2    (1.2) 6 4x y    (1.3) 2 x−    (1.4) 27    (1.5) 11/7    (2.1) 23a /5    (2.2) 2−    
(3.1) 2    (3.2) 14/3    (3.3) 10 8+    (3.4) 2 3    (3.5) 2 5    (3.6) 1   (4.1) 30    
(4.2) ง-ก-ค-ข   (4.3) 0.56    (5) ถูกทุกขอ ยกเวน (5.1) ผิด   (6.1) 81    (6.2) 0, 4    
(6.3) 4, 12    (6.4) 2, 5/2    (6.5) 1   (6.6) 1, 1 15− − ±    (6.7) 5, 2−    (6.8) 
3, 9−    (6.9) 6, 161/30−    (7.1) 3    (7.2) 2 3±    (7.3) 11/2, 13/2−    (7.4) 3    

(7.5) ไมมีคําตอบ   (7.6) 22/17    (7.7) 1/2    (8.1) 2    (8.2) 3/2    (8.3) 2, 1−    (8.4) 
2, 1−    (8.5) 2, 1−    (8.6) 3, 0−    (8.7) 1−    (8.8) 3, 2−    (9.1) 1, 1−    (9.2) 
1/2, 1/2−    (9.3) 1, 1−    (9.4) 4/13, 9/13    (10.1) 1/2    (10.2) 3/2    (10.3) 
1, 1−    (10.4) 1   (10.5) 1/2, 2±    (11.1) ( , 1)−∞ −    (11.2) [ 1,1]− −\    (11.3) 

[1,3]−\    (11.4) [ 4,4]− −\    (11.5) ( , 3)−∞ −    (11.6) ( , 3)−∞ −    (11.7) 
[ 7,3]− −\    (11.8) (3,5) เม่ือ 0 a 1< <  และ (3,5)−\  เม่ือ a 1>    (12.1) 8−    

(12.2) 5−    (12.3) 20/3−    (12.4) 1   (12.5) 4 /(1 log 5)+    (12.6) 3    (12.7) 0    
(12.8) 5    (12.9) 1   (12.10) 19    (13.1) 49/5    (13.2) 4 122 5⋅    (13.3) 3 2−    
(13.4) 144    (13.5) 4.8    (14) 1   (15.1) 0    (15.2) 2b    (15.3) 3pq /(1 3pq)+    
(15.4) log3−    (15.5) 6    (15.6) 1/1111    (15.7) blog a    (15.8) 4    (15.9) 0    
(16.1) ( ,2)−∞  กับ \    (16.2) −\  กับ \    (16.3) +\  กับ [0, )∞    (16.4) {3}−\  กบั 
\    (16.5) ( , 2/3) ( 2/3, )−∞ − ∪ ∞  กับ \    (17.1) แมนทิสซา log 2.57  แคแรก
เทอริสติก 2    (17.2) แมนทิสซา log 2.4  แคแรกเทอริสติก 2−    (17.3) แมนทิสซา 
0.3010  แคแรกเทอรสิติก 3    (17.4) แมนทิสซา 0.6990  แคแรกเทอรสิติก 3−    (19.1) 
0    (19.2) 10    (19.3) 2/310±    (19.4) 0    (19.5) 4, 2−    (19.6) 1, 2−    (19.7) 2    
(20.1) 4    (20.2) 1   (20.3) 3/2−    (20.4) 4, 2−    (20.5) 5/12    (21.1) 1, 100    
(21.2) 41, 10    (21.3) 2, 16    (21.4) 5/23, 3    (22.1) 3 32log 2 7, log 2 7− −    (22.2) 
x 4log2 /(1 log2)= +  และ y 2(log2 1) /(1 log2)= − +    (23.1) [1,3]−\    
(23.2) (0,1)    (23.3) (2,3) (27/8,4)∪    (23.4) (0,1/5) (1,5)∪    (23.5) (0,5)    
(23.6) (1,2) (3, )∪ ∞  
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เมตริกซ (Matrix) 
 
•  เมตริกซ เปนกลุมของจํานวนที่เรียงตัวกันเปนสี่เหลีย่ม ภายในเครื่องหมาย (  ) หรือ [  ] 
เรียกจํานวนแตละจํานวนทีอ่ยูในเมตริกซ วา สมาชิก (Element) ของเมตริกซ 

ตัวอยางเมตริกซ เชน 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 25
06
57

, [ ]201 − , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
22
43  

ขนาดของเมตริกซ เรียกวา มิติ (Dimension) (คิดจาก จํานวนแถว; row คูณ หลัก; column) 
ในตวัอยางเปนเมตริกซที่มีมิติ 22,31,23 ×××  ตามลําดับ 
 

•  การเรียกชื่อเมตริกซนิยมใชตวัพิมพใหญ เชน C,B,A  และอาจเขียนมิติกํากับเปนตวัหอย
ไว เชน 223123 C,B,A ×××  โดยจะเรียกชื่อสมาชิกเปนตวัพิมพเล็ก ที่มีตวัหอยบอกตําแหนง
แถวและหลัก ในรูป ija (แถวที่ i และหลักที่ j) เชน 

[ ]131211

3231

2221

1211

bbbB
aa
aa
aa

A =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  

...2b6a7a 132111 −===  
 
 

•  เมตริกซสองเมตริกซ จะเทากันไดก็ตอเม่ือ “มีมิติเดียวกัน” (แปลวา ขนาดเทากัน) และ
สมาชิกในตําแหนงเดียวกันตองเทากัน ทุกๆ ตําแหนง 
 

•  ทรานสโพส (เมตริกซสลบัเปลี่ยน; Transpose) ของเมตริกซ A  ใชสัญลักษณ tA  หรือ TA  
คือการเปลี่ยนแถวเปนหลัก (หรือเปลี่ยนหลักเปนแถว) เชน 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

205
567

A
25
06
57

A t     

ขอสังเกต เมตริกซมิติ m n×  เม่ือทําการทรานสโพส จะกลายเปนมิติ n m×  
 

•  เมตริกซที่ควรรูจัก 
1. เมตริกซจัตรัุส (Square Matrix) คือเมตริกซที่มีจํานวนแถว เทากบัจํานวนหลัก 
สมมติวามี n หลัก และ n แถว ( nn × ) เรียกสมาชิกในแนว 11, 22, 33, .. จนถึง nn วา เสน
ทแยงมุมหลัก (Main Diagonal) และสมาชิกตวัอ่ืนที่เหลือ จะเปนรูปสามเหลี่ยม เรียกวา 
สามเหลี่ยมบน (Upper Triangle) และสามเหลี่ยมลาง (Lower Triangle) 

[ ]
33

22

11

103
213
126

11
02

5

×
×

×

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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2. เมตริกซศนูย (Zero Matrix; 0 ) คือเมตริกซที่สมาชิกทุกตวัเปนเลข 0  (จัตุรัสหรือไม ก็ได) 

  [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

000
000
000

000
000

0
0

0  

3. เมตริกซหน่ึงหนวย (Unit Matrix; I ) คอืเมตริกซจัตุรัส ที่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลัก 
เปน 1 และสมาชิกตวัอ่ืนที่เหลือทั้งหมดเปน 0  อาจเขียนขนาดกํากับเปนตัวหอยเพียง 1 ตัว 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

100
010
001

I
10
01

I1I 321  

 
การบวก, ลบ, และคูณเมตริกซ 
•  การบวกเมตริกซคูหน่ึง จะทําไดก็ตอเม่ือ เมตริกซทั้งสองมีมิติเดียวกัน 
ผลบวกที่ได จะมีมิติเดิม และสมาชิกของผลลัพธเกิดจากสมาชิกตําแหนงเดียวกันนั้นบวกกัน 
(สําหรับการลบก็เชนกัน; สมาชิกผลลัพธ เกิดจากสมาชิกตําแหนงเดียวกันลบกัน) 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
1031
201

423
120

654
321  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
277
441

423
120

654
321  

ขอสังเกต เอกลักษณการบวกของเมตรกิซ ก็คือ เมตริกซ 0  
 
•  การคูณเมตริกซดวยสเกลาร ผลที่ไดจะเปนการคูณสมาชิกทุกตวัดวยสเกลารน้ัน 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 14100

642
750
321

2  
 

 
•  สวนการคูณเมตริกซคูหน่ึง จะทําไดเม่ือ จํานวนหลักของตัวตั้ง เทากับจํานวนแถวของตวัคูณ 
และผลคูณที่ไดจะมีจํานวนแถวเทาตวัตั้ง จํานวนหลักเทาตัวคูณ 
เขียนงายๆ ไดดังน้ี rmrnnm CBA ××× =×  
       วิธีการหาสมาชิกของผลลัพธ ขอใหสังเกตจากตวัอยาง (ยึดแถวตวัตั้ง ยึดหลกัตัวคูณ) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
201
231

C,
23
10

B,
41
32

A  

จะได  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅−⋅+⋅−

⋅+⋅⋅+⋅
=

712
89

24113401
23123302

AB  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅
−⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅

=
291
201

)2(2230233)1(213
)2(1200130)1(110

BC  
 

ขอสังเกต เอกลักษณการคณูของเมตริกซ ก็คือ เมตริกซ I
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สมบัติการบวกและการคูณ 
การบวกเมตรกิซ 

0)A(A
AA00A
)BA(BA

)CB(AC)BA(
ABBA

ttt

=−+•
=+=+•

+=+•

++=++•
+=+•

 

 การคูณดวยสเกลาร 

kBkA)BA(k

A)kk()Ak(k)Ak(k
Ak)kA(

211221

tt

+=+•

==•
⋅=•

 
 การคูณดวยเมตริกซ 

AIAAI
**AB)AB(

BCACC)BA(
ACAB)CB(A

)BC(AC)AB(
**BAABorABAB

ttt

==•
=•

+=+•
+=+•

=•
=≠•

 

AB = BA เม่ือใดบาง?

 
โจทย 

(1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

45
23

B,
804
132

A  จงหาคาของ 2211 ba +  และ 2112 b3a2 −  

(2) ใหเมตริกซ A  มีมิติ 33 ×  โดยที่ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
>+

=
ij,ji

ji,1
ji,ji

aij  จงเขียนเมตริกซ A  น้ัน 

(3) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ °
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=

−

254
10log30cesoc

B,
512
42

A
4

0  ถามวา BA =  หรือไม 

(4) 01xx2 =+−  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

1x0
11x

B,
x0
xxx

A 2

22

, BA =  หรือไม 

(5) จงหาคาของ

(5.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
214
162

510
231  

(5.2) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
31
51

48
26  

(5.3) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 82
34
12

5

(6) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
23
10

B,
41
32

A  จงหา 0A,)BA(,BA,BA ttt ++++  

(7) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

103
412

A  จงหา A,A2,At −  

(8) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

232221

131211

2221

1211

bbb
bbb

B,
aa
aa

A  จงเขียนเมตริกซ AB  

(9) จงหาคา y,x  เม่ือกําหนดให 
            (9.1) yx3552 CBA ××× =×  
            (9.2) 43yx53 CBA ××× =×  

(9.3) y7522x CBA ××× =×  
(9.4) 525yx2 CBA ××× =×

(10) 4223 B,A ××  จงหามิติของ AB  และ BA  
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(11) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
11
03

B,
01
21

A  จงหา AB , BA  

(12) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

51
43

B,
24
01

A  จงหา 222 BAB2A,)BA(,BA,AB +++

(13) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
23

B,
30
12

A  จงหา )AB(At ××  

(14) ถา C
24
01

32
11
01

211
012
103

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−  จงหาคา 22c  

(15) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

20
12

A  จงหา nA  

(16) กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

10
a1

C,
y2
y2

B,
z3
2yx

A  ถา CAB =  จงหาคา a  

(17) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

57
75

C,
1z
y1
x3

B,
201
021

A  ถา CAB =  จงหาคา zyx −+  

(18) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
b0
0a

X  และ 0IX2X2 =++  จงหา b,a  

(19) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

b2
4a

A  ถา 0I5A4A2 =−+  จงหา b,a  

(20) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

244
420
402

B,
yx3
31y
x1x

A
2

2

2

 ถา BAAt =+  แลว x ,y  เปนเทาใด 

(21) [Ent’39] [ ]yxB,
47
73

A =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=  เซตของจุด )y,x(  ซ่ึงสอดคลองกับสมการ 

[ ]12BABt =  เปนกราฟรูปอะไร 
 
 
ดีเทอรมินันต (ตัวกําหนด; Determinant) 
ดีเทอรมินันต เปนคุณสมบตัิของเมตริกซจัตุรัสเทานั้น และ ดีเทอรมินันตมีคาเปนตัวเลข 
เครื่องหมายแสดง “ดีเทอรมินันตของเมตริกซ A ” คือ A  หรือ )A(det  
 
วิธีหาดีเทอรมินันต 

เมตริกซ 11 ×  
ถา [ ]aA =  
จะไดวา a)A(det =  

 เมตริกซ 22 ×  

ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A     จะไดวา bcad)A(det −=  
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เมตริกซ 33 ×  ใชหลักวา คูณเฉียงขึ้นใสลบ คูณเฉียงลงเครื่องหมายเดิม แลวรวมกัน 

ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A   จะไดวา hdcgbfaeibdiahfgec)A(det +++−−−=  

 
สวนเมตริกซ nn ×  ใดๆ จะใชวธิโีคแฟกเตอร (ใชไดกับทุกขนาด ตั้งแต 22 ×  ขึ้นไป) 

=)A(det สมาชิก 1 แนว คูณกับโคแฟกเตอรของแนวนั้น (ตําแหนงเดียวกันคณูกันแลวรวม) 
คําวา แนว ในที่น้ีหมายถึง แถว หรือ หลัก ก็ได 
 
นิยาม : 
1.ไมเนอร (Minor) ของเมตริกซ A  ใชสัญลกัษณวา )A(Mij  

คือ คา det  ของสับเมตริกซ (เมตริกซยอย; Submatrix) ที่ตาํแหนงน้ัน.. 
(ตัดแถว ตัดหลัก แลวหา det ) 

2.โคแฟกเตอร (ตัวประกอบรวมเกี่ยว; Cofactor) ของเมตริกซ A  ใชสัญลักษณวา )A(Cij  
หรือ )A(Cof  

คือ ไมเนอร )A(Mij  ที่นํามาใสเครือ่งหมาย บวกหรือลบ สลับกันตามรูปแบบ 
ij

ji
ij M)1(C ⋅−= +  (ตําแหนงแรกสุดใสบวก, แลวเติมเครื่องหมายบวกลบสลับกันไป) 

 

ตัวอยางเชน ตองการหาเมตริกซโคแฟกเตอรของ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

805
102
112

A  

เริ่มจากหาคาตัวเลขไมเนอรใหครบทุกตาํแหนง 

2
02
12

M...,,11
85
12

M,0
80
10

M 331211 −======  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+−+
−−+−

+−+
=→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=∴

)2(41
)5(218

0110
)A(Cof

241
5218
0110

)A(M  

 
จากเมตริกซโคแฟกเตอรทีไ่ด ทําใหหาคา )A(det  ไดดังน้ี 

110)1()11(102)A(det −=⋅−+−⋅+⋅=   (คิดจากแถวที ่1) 
11)2(8)4(015)A(det −=−⋅+−⋅+⋅=   (คิดจากแถวที ่3) 

11)4(0210)11(1)A(det −=−⋅+⋅+−⋅=   (คิดจากหลักที่ 2) 
จะพบวา ไมวาจะคิดจากแถว หรือหลักใด ก็จะไดคา )A(det  เทาเดิมเสมอ แตโจทยขอน้ีคิด
จากหลักที่ 2 จะงายที่สุด เพราะพจนที่สองกับสาม เปน 0  ไมจําเปนตองหาคาโคแฟกเตอร 
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12 12 22 22 32 32

12 12 22

det (A) a C a C a C

a M a

= + +

= − +
0

22 32M a
=

−
0

32M

2 1
1 11

5 8

=

= − ⋅ = −

 

 
โจทย 
(22) [ ] [ ]5B,2A −==  จงหา )0(det),B(det),A(det 1  

(23) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
63
42

B,
64
52

A  จงหา )B(det),A(det  

(24) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

40
05

C,
x1
xx

B,
22
51

A  จงหาคา x  ที่ทําให 

)C(det)B(det)A(det <<  

(25) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
=

122
345
043

A  จงหา )A(C),A(C),A(M),A(M),A(det 32113211  

(26) จงหา )A(det  เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

127
503
216

A  โดยใชวิธโีคแฟกเตอร 

(27) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

131
124
535

A  จงหา )A(det  โดยใชวธิ ี∑ ∑
= =

n

1i

n

1j
ijijijij ,Ca,Ca  คูณทแยง 

(28) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−=

1yx
083
4yx

A  โดยโคแฟกเตอรของ 21a  คือ 6− , โคแฟกเตอรของ 

23a  คือ 4  แลว จงหาโคแฟกเตอรของ 33a  

(29) [Ent’39] 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

11c
11b
01a

A  ถา 1)A(C12 =  และ 5)A(det −=  จงหาคา a  

(30) 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

2311
1200
3102
0114

A  จงหา 
4432

2111

CC
CC  

(31) จงหาคา 

3131
0025
0040
6402

−−
−
−

−

 และ 
bac1
cab1
cba1

+
+
+

 และ 
4n3n2n
3n2n1n
2n1nn

+++
+++
++
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สมบัติของดีเทอรมินันต 
 

**Aofsizen,)A(detk)kA(det

I,In,))A((det)A(det

)A(det)A(det

)B(det)A(det)AB(det

n

nn

t

=⋅=•

∈=•

=•

⋅=•

−+

0)0(det
1)I(det

=•
=•

 
หมายเหตุ เมตริกซที่คา det  เปนศูนย เรียกวา เมตริกซเอกฐาน (Singular Matrix) เชน 
- เมตริกซที่มีแนวใดแนวหนึ่งเปน 0  ทุกตวั 
- เมตริกซที่มี 2 แนว ซํ้ากัน หรือเปน k  เทาของกันและกัน 
 
ขอสังเกต เมตริกซที่มีสามเหลี่ยมลางหรอืบน เปน 0  ทุกตัว (เรียกวาเมตริกซสามเหลี่ยม หรือ 
Triangular Matrix) จะมีคา det  เปน “ผลคูณของสมาชิกในเสนทแยงมุมหลัก” 
 
โจทย 

(32) [Ent’36] ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

13
11

A  จงหาคา ))AA(AA2(det tt3 +−  

(33) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
11

A  จงหา ))AA(AA2(det ttn +−  เม่ือ +∈ In  

(34) กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

23
41

D,
12
43

C,
01
50

B,
10
02

A  

ถา CDAXB =  จงหา X  

(35) จงหา )X(det  เม่ือกําหนดให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−

100
850
10412

X
512
034
002

 

(36) ให B,A  เปน non-singular matrix โดย I2A4AB,
yx
22

B,
4
1

A =+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
==  

จงหา yx +  

(37) I,C,B,A  มีมิติ 22 ×  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
===− −

24
16

CAB,4C,I22A t13  

จงหา B  

(38) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
xsin2xcos
xcos2xsin

A  จงหาคา x  ที่ทําให A  เปนเมตริกซเอกฐาน 

(39) จงหาจํานวนจริง x  ทั้งหมดที่ทําให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

53x
012
x01 2

 เปนเมตริกซเอกฐาน 
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(40) จงหาคา x  ที่ทําให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−

121
2x2
121

 เปนเมตริกซเอกฐาน 

(41) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

− x2log
x22log

A
1x

x

 จงหาคา x  ที่ทําให A  ไมเปนเมตริกซเอกฐาน  

(42) [Ent’34] ขอใดถูกหรือผิดบาง เม่ือ A  เปนเมตริกซจัตุรัส มิติ 22 ×  
 ก. ถา tAA −=  แลว สมาชิกในแนวทแยงมุมบนซายถึงลางขวาของ A  เปน 0  หมด 
 ข. ถา BA2 =  และ B  เปนนอนซิงกูลารเมตริกซแลว A  เปนนอนซิงกูลารดวย 
 
อินเวอรสการคูณ (เมตรกิซผกผัน; Inverse Matrix) 
เรื่องเมตริกซไมมีการหาร มีแตการคูณดวยอินเวอรส 
และ อินเวอรสการคูณของเมตริกซ A  ใชสญัลักษณ 1A −   

โดยนิยามให IAAAA 11 =⋅=⋅ −−   (เปรียบเสมือน  
A
I

A 1 =− ) 

 
วิธีหาอินเวอรสการคูณ 

เมตริกซ 11 ×  
ถา [ ]aA =  
จะไดวา 1 1

aA− = ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 เมตริกซ 22 ×  

ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

A    จะไดวา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
⋅=−

ac
bd

)A(det
1

A 1  

 
สวนเมตริกซ nn ×  ใดๆ ตั้งแต 22 ×  ขึ้นไป จะใชวธิีโคแฟกเตอรเชนเดิม 

)A(det
))A(Cof(

A
t

1 =−  และเรียก t))A(Cof(  วา Aadj  ก็ได 

นิยาม : Aadj  หรือ )A(Adj  คือ เมตริกซผูกพันของ A  (ยอมาจาก Adjoint Matrix) 
 
สมบัติของอินเวอรสการคูณ

A
1

AA

A
k
1

)kA(

**AB)AB(

11

11

111

==•

⋅=•

=•

−−

−−

−−−

 A)A(

A)A()A(
11

n1nn1

=•

==•
−−

−−−

และจะสังเกตไดวา เมตริกซที่จะหาอินเวอรสการคูณได ตองเปน เมตริกซไมเอกฐาน (Non-
Singular Matrix) คือ 0det ≠  เทานั้น 
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ขอควรระวังในสมการเมตรกิซ 
1. เม่ือทําการยายขางตวัคณู ไปเปนอินเวอรสอยูอีกฝง ตองคํานึงถึงลําดับดวย เพราะการคูณไม
มีสมบัติการสลับที่.. เชน CAB =  กลายเปน CAB 1−=  ได.. แตเปน 1CAB −=  ไมได 
2. ตรวจสอบเสมอวา สมการยังเปนเมตรกิซทั้งสองขางหรือไม (หากยายขางเมตรกิซ ไปเปนอิน
เวอรสจนหมด อยาลืมเหลือเมตริกซ I  ไวดวย..) เชน จาก C2AB =  หากยายขางเปน 

2ABC 1 =−  แบบน้ีผิด เพราะฝงขวากลายเปนตวัเลข.. ที่ถูกตองเปน I2ABC 1 =−  
3. สมการเมตริกซสามารถคูณเขาทั้งสองขางไดเสมอ แตการตัดออกทั้งสองขางบางครั้งใชไมได 

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

35
81

C,
90
26

B,
22
11

A  พบวา ACAB =  แต CB ≠  

4. ใสเครื่องหมาย det  ทั้งสองขางไดเสมอ แตการตัดออกทั้งสองขางก็มักจะใชไมได 

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

54
32

B,
43
21

A  พบวา )B(det)A(det =  แต BA ≠  

5. ถา 0AB =  แลว ไมจําเปนที่ A  หรือ B  ตองเปน 0  

เชน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

42
63

B,
32
32

A  ก็พบวา 0AB =  ไดเชนกัน 

 
โจทย 

(43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

64
32

B,
24
23

A  จงหา 1
2

1
2

11 I,0,B,A −−−−  

(44) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

54
32

B,
22
34

A  จงหา 111 AB,)AB( −−−  

(45) จงหาอินเวอรสการคูณของ 

 (45.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
32
21   (45.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθ−
θθ

cossin
sincos  (45.3) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
21
42  

(46) [Ent’41] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

12
11

B,
43
21

A  จงหา t1BA2 −  

(47) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−=

13
31

2
1

A  และ B  เปนเมตริกซที่สอดคลองกับสมการ t1 ABA =−  จงหา B  

(48) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

21
03

42
21

X
21
52  จงหาเมตริกซ X  

(49) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
43
21

A
128
64  จงหา A  

(50) ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
40
04

6436
164

A  จงหา 1A −  
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(51) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
==

113
024
103

B,IAB  จงหา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−

1
1
1

A 1  

(52) [Ent’40] กําหนด ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

dc
ba

X,
31
21

B,
32
43

A  และ ABAX =+  จงหา 

cb +  
(53) [Ent’38] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

21
01

C,
31
12

B,
21
10

A  ถา A)CB(X +=  จงหา 

1X −  

(54) [Ent’37] ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

120
213
320

C,
012
103
121

B  และ 0I
2
1

ACAB =−−  จง

หา 1A −  

* (55) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

164
003
212

A  จงหา 1A),A(det,A)Aadj(),Aadj(A,Aadj −  

(56) จงหาอินเวอรสการคูณของเมตริกซ A  เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

130
036
232

A  

(57) [Ent’41] 3 4
A

1 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 30 18
C

12 8
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, B  เปนเมตรกิซที่ทําให CAB =  ขอใดถูก

          ก. 12)B(det 1 =−  
          ข. 24)AB(det 11 =−−  

ค. 24)B2(det t =  
ง. 48)BA(det 2 =

(58) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−

724
003
152

A 1  จงหา 1t )A(det −  

(59) BA2 1 =−  และ 16)B(det)A(det =⋅  จงหามิติของเมตริกซ B  

(60) A  มีมิติ 33 ×  และ 4)A(det = , ถา 0IA3A2 =+−  และ  I
2
3

A
2
1

B 1 −= −  

จงหา )B(det  

(61) 11 BAB2C,
12
11

B,
3x
21

A −− +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  จงหาคา x  เม่ือ 1)C(det =  

(62) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
c1
1c

A  และ 45)A(det)c1()A2(det t1322 =−+ −  จงหา c  

(63) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−=

101
1aa1
0a1

A  จงหาคา a  ที่ทําให 04)A2(det
a4

1
)A(deta t1 =++−  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   124 

(64) [Ent’35] ขอใดถูก 

 ก. ถาเมตริกซ [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==−−=

2
1
1

Y,
1
0
5

V,210X,411U  แลว 

เมตริกซ [ ]3XY2UV3 =−  

 ข. ถา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
aa
12

2  เปนซิงกูลารเมตริกซแลว 2a =  

 ค. ถา B,A  เปนเมตริกซจัตุรัสทีมี่มิติเดียวกัน และ 0)AB(det =  แลว 
0)A(det =  หรือ 0)B(det =  

 ง. ถา A  เปนนอนซิงกูลารเมตริกซมิติ 22 ×  แลว )A2(det))A2((det 11 −− =  

(65) [Ent’41] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

3x7/3
xx

M,
31
12

A  จงหาเซตจํานวนจริง x  ที่ทําให 

)A)AA2((det)M(det 1t −+=  
(66) [Ent’36] กําหนด B,A  เปน non-singular matrix โดย 

2
1

)A(det 1 −=−  และ 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

yx
21

B  จงหา yx +  ถา I2A3AB =+  

* (67) [Ent’39] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

011
112
121

A  ถา IBAAB ==  จงหาคา )Badj(det 1−  

* (68) [Ent’37] ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

101
312
111

A  และ IBAAB ==  จงหาเมตริกซผูกพันของ B  

              ก. A
3
1   ข. A3−        ค. tA

3
1   ง. tA3−  

* (69) B,A  มีมิติ 44 ×  โดย IBA)Aadj(A =−  ถา 0)B(det =  จงหา )A(det  
 
หมายเหตุ จากขอ 55, 67, 68, 69 ซ่ึงเปนการคํานวณเกี่ยวกับ Aadj  น้ัน เราสามารถพิสูจน

ความสัมพันธจากสมการ  
)A(det

Aadj
A 1 =−  กอน เพ่ือความสะดวกในการคํานวณ 

เชน →=→=⋅ −

)A(det
)Aadj(A

I
)A(det
)Aadj(A

AA 1 )Aadj(AI)A(det =⋅  

 

สวนความสัมพันธอ่ืน ก็หาไดจาก 
)A(det

Aadj
A 1 =−   เหมือนกัน เชน 

)A(det
A

Aadj 1 =− , 
1n))A((det)Aadj(det −=   ฯลฯ 
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การดําเนินการตามแถว (Row Operation) 
นําไปใชประโยชนในการหาอินเวอรสการคูณ )A( 1−  ได 
ซ่ึงการดําเนินการตามแถวนั้น สามารถกระทําได 3 แบบ คือ 

a) นําคาคงที่ k  (ที่ไมใช 0 ) ไปคูณไวแถวใดแถวหนึ่ง 
 b) นําคาคงที่ k  ไปคูณแถวใดแถวหนึ่ง แลวเอาไปบวกไวที่แถวอ่ืน 
 c) สลับแถวกนั 1 ครั้ง 
 
หมายเหตุ : การดําเนินการตามแถวทั้งสามแบบ สงผลตอคา det  ดังน้ี 
a) oldnew detkdet ⋅=  
b) oldnew detdet =    (det ไมเปลี่ยน, ใชชวยในการหา det  ได) 
c) oldnew detdet −=  
ทั้งน้ี การดําเนินการตามหลัก ก็ใหผลเชนเดียวกัน เน่ืองจากสมบัติ )A(det)A(det t =  
 
การหาอินเวอรสการคูณ )A( 1−  โดยดําเนินการตามแถว มีหลักอยูวา พยายามหาขั้นตอนทํา 
A  ใหกลายเปน I , แลววธิีเดียวกันน้ันจะทํา I  ใหกลายเปน 1A −  ได 
เขียนเปนสัญลักษณไดวา -1A I ~ I A⎡ ⎤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦   
และเรียกเมตริกซที่ขยายขนาดแลว วา เมตริกซแตงเตมิ (Augmented Matrix) 
 

ตัวอยางเชน ตองการหา 1A −  เม่ือ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
38
24

A  

เราจะเริ่มจาก เขียน A  กับ I  ไวในแถวเดียวกัน แลวพยายามแปลง A  ทางซายมือ ใหเปน I

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=

10
01

38
24

IA  

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ 12

01
70
24

~
21 RR2

 

      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

7/17/2
01

10
24

~
2R

7
1

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
+− 7/17/2

7/27/3
10
04

~
12 RR2

 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
7/17/2
41/128/3

10
01

~
1R

4
1

 
 

    -1I A⎡ ⎤= ⎣ ⎦

เม่ือแปลง A  ทางซายมือ ใหเปน I  เรียบรอยแลว, I  ทางขวามือจะกลายเปน 1A −

ดังน้ัน ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=−

7/17/2
41/128/3

A 1

 
ขอสังเกต 1. เราใชเครื่องหมาย  ~ แทนการดําเนินการแตละขั้นตอน และเขียนวิธีกํากบัไว 
2. นิยมเขียนแถวทีถู่กดําเนินการ ไวดานหลัง เชน 21 RR2 +  แสดงวา 2R  จะเปลี่ยนไป 
3. เทคนิคการทําใหเปน I  โดยเร็วทีสุ่ดคือ ทําใหเปน 0  ทั้งหมดทีละสามเหลี่ยม (ลาง หรือบน) 
4. หากตองการสลับที่ระหวางแถว 21 R,R  ก็จะใชสัญลักษณกาํกับวา 21 RR ↔  หรือ 12R  
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โจทย 

(70) ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ihg
fed
cba

A , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

hig
b2c2a2
efd

B  ถามวา B  เปนกี่เทาของ A  

(71) ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
+−
+−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

zzcr
yybq
xxap

C,
rqp
c2b2a2
z4y4x4

B,3)A(det,
zyx
rqp
cba

A  

จงหา )B3(det 1−  และ )C2(det 1−  
(72) [Ent’38] ให A  เปนเมตรกิซจัตุรัส 44 ×  และ 5)A(M23 =  จงหา t

32 )A2(M  
(73) [จากขอ 43,55,56] จงหาอินเวอรสการคูณของเมตริกซ D,C,B,A  โดยใชวิธีดําเนินการ 

ตามแถว เม่ือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

130
036
232

D,
164
003
212

C,
64
32

B,
24
23

A  

 

การใชเมตรกิซแกระบบสมการเชิงเสน 
ระบบสมการเชิงเสน ที่มีจํานวนตวัแปรเทากับจํานวนสมการ เราจะเขียนใหอยูในรูปสมการ
เมตริกซได เปน BAX =  (เรียก A  วา เมตริกซสัมประสิทธิ,์ X  เปนเมตริกซตวัแปร, และ B  
เปนเมตริกซคาคงที่) สิ่งที่เราตองการหาก็คือเมตริกซ X  

เชน ระบบสมการ 
01z2y3x5

3yx
0zy2x4

=++−
=−

=−+
 มี 3 สมการ และมี 3 ตัวแปร 

แปลงเปนสมการเมตริกซ BAX =  ไดวา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

1
3
0

z
y
x

235
011
124

 

 
วิธีแกสมการเมตริกซน้ี มี 3 แบบ 
1. วิธีอินเวอรส  BAXBAX 1−=→=     เปนวิธีทําแบบตรงๆ 

น่ันคือ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

1
3
0

235
011
124

z
y
x

1

     ก็ตองหาอินเวอรสกอน แลวคณูกันไดเปนคําตอบ 

2. กฎของคราเมอร (Cramer’s Rule)    
)A(det
)A(det

x i
i =  

เม่ือ iA  คือนํา B  มาแทนหลักที ่i  ของ A  

เชน จากตัวอยาง จะได  

235
011
124

231
013
120

x

−
−

−

−−
−

−

= ,  

235
011
124

215
031
104

y

−
−

−

−

−

= ,   

235
011
124

135
311
024

z

−
−

−

−−
−

=  
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3. การดําเนินการตามแถว (Row Operation)        A B ~ I X⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
มีหลักอยูวา พยายามหาขั้นตอนทํา A  ใหกลายเปน I , แลววิธีเดียวกันน้ันจะทํา B  ให
กลายเปน X  ได 

จากตัวอยางกต็องเร่ิมจาก 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

1
3
0

235
011
124

 แลวทําใหเปน  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

z
y
x

100
010
001

 

 
โจทย 
(74) จงหาคําตอบของระบบสมการตอไปน้ี โดยใชวิธอิีนเวอรส 

 (74.1) 
1y2x3

5y2x
−=+

=−   (74.2) 
2y7x3
1y5x2

=−
=−  

 
 

(75) จงหาคําตอบของระบบสมการ 
1zy2x

6zyx3
5z2x3x4

=++−
=−−

=++
 โดยใชวธิีอินเวอรส 

 

(76) จงหาคําตอบของระบบสมการ 
14yx4
6y2x3

=+−
=+  โดยใชกฎของคราเมอร 

(77) จงหาคําตอบระบบสมการนี้โดยใชกฎของคราเมอร

 (77.1) 
2y4x
1zy2x
3zy3x2

−=+−
=++

=++
 

 

(77.2) 
5z4y2x3

1z3y2x
1zyx2

=++
=−−

=++
 

 

(77.3) 
2z2yx
9z4yx2
1z3y2x

−=+−
=−+
=++

 

(78) [Ent’38] กําหนดระบบสมการเชิงเสน 
3z2y3x

2y2x
1zy4x2

=+−−
−=+

=++
 จงหาคา x  

(79) จงหาคําตอบระบบสมการตอไปน้ี โดยการดําเนินการตามแถว 

(79.1) 
09zx2y

13zx3
10zyx

=−−+
=+

=++
  (79.2) 

2z3y3x
3z2y2x3

5zyx2

−=−−
−=+−

=−+
 

 

(80) จงหาคําตอบของระบบสมการ 

(80.1) 
x 2y z 1
4x 3y 2z 5
2x 4y 2z 4

− − =
+ + = −

− + + = −
  (80.2) 

2z2y4x2
5z2y3x4

1zy2x

−=++−
−=++

=−−
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(81) จงหาคําตอบของระบบสมการ 

(81.1) 
2

4

0

z
1

y
3

y
2

x
4

z
1

x
2

=+

=+

=+

   (81.2) 
2y4
1zy2
3zy3

x
1

x
1
x
2

−=+−
=++
=++

 

(82) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

0
2
1

z
y
x

215
112
201

1

 จงหาคา y  

(83) ใหหาคา x  และ y  จากระบบสมการตอไปน้ี ถา s  เปนคาคงที ่

  s(x y) s x 2y   ___(1)
s(x y) y 0    _______(2)

+ − = − −
+ − =

 

(84) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

012
010
321

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

r
q
p

X  ถา 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
6
1

X)Aadj(A2  จงหาคา p  

(85) [Ent’41] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

a11
1a1
211

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

1
0
1

B  จงหาคาของ a   ที่ทําให BAX =  หา

คําตอบได 

(86) [Ent’40] ให 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

z
y
x

X,
c01
b32
a21

A  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0
1
1

B  ถา BAX =  และ 

12 R2R
201
110
321

~A −
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−  แลว x  มีคาเทาใด 

 
 
เฉลย 

(1) 6  และ 9−    (2) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

154
113
211

   (3) เทากัน   (4) เทากัน   (5.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
724
393    (5.2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
19
35    (5.3) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 4010
1520
510

   (6) 2 4 2 2 2 2 2 3
, , ,

2 6 4 6 4 6 1 4
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (7) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

103
412

,
206
824

,
14
01
32

   (8) ...   (9.1) 2  และ 3    (9.2) 5  และ 4    

(9.3) 7  และ 5    (9.4) yx =  และเปนจํานวนนับ   (10) BA,)AB( 43×  ไมมี   (11) 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 20

63
,

03
25    (12) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

2124
4020

,
3733
444

,
1019
813

,
610
43    (13) 

12 18
12 27

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (14) 2    (15) 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅
n

nn

20

2
2
n

2    (16) 2
3

   (17) 3 2 2 3+ − =    (18) 1−  

และ 1   (19) ( 1, 3)− −  หรือ ( 3, 1)− −    (20) 1−  และ 1   (21) กราฟไฮเพอรโบลา 
12y4x3 22 =−    (22) 0,5,2 −    (23) 0,8    (24) x ( 5, 4) (3,4)∈ − − ∪    (25) 

9,2,9,2,2 −−−−    (26) 34−    (27) 60    (28) )2y,1x(14 ==    (29) 2    (30) 

28
451
07

=
−

−    (31) 0,0,360−    (32) 768)12()2()2( 42 −=−−−    (33) 

12)3)(1()1()2( n2 =−    (34) 5−    (35) 2)532/()1512( =⋅⋅−⋅−⋅    (36) 

4yx4)8y2x2)((4
1 =+→=++    (37) 16    (38) ไมมี   (39) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ±

2
535

,1    

(40) 4    (41) 3/2,0x ≠    (42) ก.ถูก, ข.ถูก   (43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− 2/32

11 , ไมมี, ไมมี, ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01    

(44) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
53
4/274  (45.1) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
12
23   (45.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θθ
θ−θ

cossin
sincos   (45.3) ไมมี  (46) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
72
102    (47) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
10
01   (48) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−
24
69   (49) ไมมี   (50) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
169
41    (51) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

3
6
2

  (52) 

1156 =+    (53) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
11
12    (54) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−
224
220
402

   (55) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

3818
663
0110

, I33− , 

I33− , 33− , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

−
3818
663
0110

33
1   (56) 

1/4 1/4 1/2
1/2 1/6 1
3/2 1/2 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  (57) ง.  (58) 

111−   (59) 44 ×    (60) 
2
1

−    (61) 3    (62) 2or2 −    (63) 
2

1
±    (64) ค.   (65) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −5,

7
11    (66) 4−    (67) 36    (68) ก.   (69) 1   (70) 2    (71) 3/8,8/9−    (72) 

40    (73) 57,56,44.probsee    (74.1) 2,1 −    (74.2) 1,3    (75) 
4/27,2/9,4/5 −    (76) 6,2−    (77.1) 1,0,2 −    (77.2) 2,3,1 −    (77.3) 
3/4,9/7,9/13 −    (78) 20−    (79.1) 7/16,7/29,7/25    (79.2) 1,1,2 −    

(80.1) ไมมีคําตอบ   (80.2) มีคําตอบหลายชุด   (81.1) 1,1,2 −    (81.2) 1,0,2/1 −    (82) 

0  (83)
2s(s 1) s

,
2s 1 2s 1

−
−

+ +
 (84) 2/1  (85) 2,1a −≠  (86) 2/3 (a 3, b 5, c 2)− = = =  
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โจทยทบทวน 
ประโยคตอไปนี้ถูกหรือผิด 
    x    (1) ABBA +≠+  
_____ (2) ttt )BA(BA +≠+  
_____ (3) ttt )AB(BA ≠  
_____ (4) 111 )AB(BA −−− ≠  
_____ (5) A0A =+  
_____ (6) A1A =×  
_____ (7) AIA =×  
_____ (8) BAAB =  
_____ (9) kBkA)BA(k +≠+  
_____ (10) BCACC)BA( +=+  
_____ (11) ABAC)CB(A +=+  
_____ (12) )BA(CC)AB( =  
_____ (13) II2 =  
_____ (14) IAAI =  
_____ (15) BAAB ⋅=  
_____ (16) nn AA =  
_____ (17) 11 AA

−− =  
_____ (18) tt AA =  
_____ (19) AkkA =  
_____ (20) 0I =  
_____ (21) 00 =  
_____ (22) 2I 2=

_____ (25) 1nn1 )A()A( −− =  
_____ (26) A)A( 11 =−−  
_____ (27) 1 1(3A) 3A− −=  

_____ (28) 
)A(det
))A(Cof(

Aadj
t

=   

_____ (29) AadjAA 1 =⋅ −  
_____ (30) A (adj A) A= ⋅  
_____ (31) n

AAadj =  เม่ือ A  มีมิติ nn×  
_____ (32) 8AA2 1t =−  เม่ือ A  มีมิติ 33×  
_____ (33) 3BAAA tt1 =−  เม่ือ 3IAB =  

_____ (34) 1
1tan

tan1cos =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

θ−
θ⋅θ  

_____ (35) 0
bac
acb
cba

=  

_____ (36) ถา 0AB =  แลว 
  0A =  หรือ 0B =  

_____ (37) ถา 0AB =  แลว 
   0A =  หรือ 0B =  

_____ (23) )I3A)(I2A(I6A5A2 ++=++  
_____ (24) )B3A)(B2A(B6AB5A 22 ++=++  
 
 
 
 

เฉลย   ขอที่ถูก คือ 
 (3), (4), (6), (7), (10), (11), (13) 
(14), (15), (16), (17), (21), (23) 
(25), (26), (29), (32), (34), (36) 
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A 

B 

C 

D 

เวกเตอร (Vector) 
 
•  ปริมาณในโลกมีสองชนิด คือ ปริมาณสเกลาร (Scalar Quantity) และปริมาณเวกเตอร 
(Vector Quantity) โดยที่ปริมาณสเกลารน้ันระบุเฉพาะขนาด เชน ระยะเวลา มวล ราคาสิ่งของ 
แตปริมาณเวกเตอรน้ันจะระบุทั้งขนาดและทศิทาง เชน แรง ความเร็ว ความเรง โมเมนตัม 
 
•  การเขียนปรมิาณเวกเตอรจะใชลูกศร ใหความยาวลกูศรแทนขนาด และหัวลูกศรแทนทิศทาง 
เชน จากภาพ เวกเตอรมี “ขนาด” 4  หนวย 
และมี “ทิศทาง” ทํามุม °45  กับแกน x  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

•  เขียนชื่อเวกเตอร ตามจุดเริ่มและจุดสิ้นสุดของลูกศร เชน AB
JJJK

 
หรือใชตัวพิมพเล็ก (ที่เติมขีดดานบน) ก็ได เชน w,v,u  
•  ขนาดของเวกเตอร u  เขียนเปนสัญลักษณวา u  
 
•  เวกเตอรสองอันจะเทากัน ก็ตอเม่ือ มีขนาดเทากัน และ 

มีทิศทางเดียวกัน (ไมจําเปนตองมีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเดียวกัน 
เชน AB CD=

JJJK JJJK
 ก็ได ถามีขนาดเทากันและทศิเดียวกัน ดังภาพ) 

 
 
การบวกและลบเวกเตอร 
•  เวกเตอรบวกกัน สามารถหาผลลัพธไดสองวิธี คือ หัวตอหาง และหางตอหาง 
1. หัวตอหาง ใหนําเวกเตอรมาเขียนตอกนั โดยเอาหางลูกศรใหมมาวางตอที่หัวลกูศรเดิม 
เวกเตอรลัพธที่ได คือเวกเตอรที่ลากจากหางแรกสุด ไปถึงหัวลูกศรปลายสุด 

2. หางตอหาง ใหนําหางเวกเตอรชนกัน แลวตอเติมรูปใหกลายเปนสีเ่หลี่ยมดานขนาน 
เวกเตอรลัพธที่ได คือเวกเตอรที่ลากจากหางที่ชนกัน ไปสุดแนวทแยงมุมสี่เหลี่ยมดานขนาน 

A 

y 

x 

u  
B 

 
°45  

u  v  
u  

v  

vu+  

w
 

u  

v  

wvu ++  

w
 

u  v  u  
v  

vu+  
w
 

w
vu+  

wvu ++  

AB BC AC+ =
JJJK JJJK JJJK

 ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 

AB AD AC+ =
JJJK JJJK JJJK

 ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 
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•  การบวกเวกเตอร มีสมบัติเหมือนการบวกจํานวนจริงทุกประการ ไดแก 
สมบัติปด, สมบัติการสลับที,่ สมบัติการเปลี่ยนกลุม, การมีเอกลักษณ, และการมีอินเวอรส 

uvvu +=+    )wv(uw)vu( ++=++  
เอกลักษณการบวกของเวกเตอร คือ เวกเตอรศูนย ( 0 ) เปนเวกเตอรทีมี่ขนาด 0  หนวย 

u0u =+    0)u(u =−+  
“นิเสธของ u ” หรืออินเวอรสการบวก เขยีนสัญลักษณวา u−  หมายถึง เวกเตอรขนาดเทากัน
แตทิศตรงขามกับ u  หรือกลาววา AB BA− =

JJJK JJJK
 น่ันเอง 

 
•  การลบเวกเตอร เปนการบวกดวยนิเสธ )v(uvu −+=−  
ดังน้ันสามารถหาเวกเตอรลัพธไดจากวธิีการบวก ทั้งสองวิธี คือหัวตอหาง และหางตอหาง 

หรือหาไดจากวิธีหางตอหางแบบใหม ใหเขียนเวกเตอรตัวตั้งและตวัลบแบบหางชนกัน 
เวกเตอรลัพธที่ได จะลากจากปลายลูกศรของตัวลบ มายังปลายลูกศรของตวัตั้ง 

•  ขนาดของเวกเตอรลัพธ หาไดจากกฎของโคไซนในเรื่องตรีโกณมิติ ซ่ึงสรุปไดดังน้ี 
(และสามารถนําขนาดที่ไดไปคํานวณหาทิศทาง โดยกฎของไซนกับรูปสามเหลี่ยม) 

θ−+=−

θ++=+

cosvu2vuvu

cosvu2vuvu

22

22

      เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  

หมายเหตุ มุม θ  ระหวาง u  กับ v  ตองวัดระหวางหางกับหางเสมอ 
และใชมุมที่แคบกวาอีกดาน (คือมีขนาดไมเกิน °180 ) 

u  v  
u  

v−  

vu−  
u  

v−  

vu−  

u  v  u  

v  

vu−  

a  

b  

θ++ cosba2ba 22  a  

b  

θ−+ cosba2ba 22  
 θ   θ  

AB AD DB− =
JJJK JJJK JJJK

 ในส่ีเหลี่ยมดานขนาน ABCD 
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โจทย 
(1) กําหนดเวกเตอร u  และ v  ดังภาพ ใหวาดรูปหา vu+  และ 

vu−  โดยวิธีหัวตอหาง และหางตอหาง (สี่เหลี่ยมดานขนาน) 
 

(2) ใหเขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนที่ดวยความเรว็ 40  กม.ตอ 
ชม. ไปทางทิศตะวันออก และ 60  กม.ตอ ชม. ไปทางทิศตะวันตกเฉียงใต 
 

(3) ใหเขียนเวกเตอรขนาด 10  หนวย ทิศ °030 , เวกเตอร 12  หนวย ทิศ °135 , และ
เวกเตอร 5  หนวย ทิศ °330  
หมายเหตุ การบอกมุมในระบบ 3 หลัก (Three Figure System) จะใหทิศเหนือเปน 000 องศา 
และเพิ่มขึ้นในทิศตามเข็มนาฬิกา (เชน 090 องศา แทนทิศตะวันออก, 180 องศา แทนทิศใต) 
 

(4) ถา u  แทนระยะทาง 50  กม. ในทิศ °170  จะไดวา u−  คืออะไร 
 

(5) นาย ก ออกเดินทางไปในทิศ °030  เปนระยะทาง 000,1  กม. แลวเดินทางตอในทิศ 
°150  เปนระยะทาง 500  กม. จงหาวาเขาอยูทางทิศใดของจุดเริ่มตน และอยูหางเทาใด 

 

(6) เครื่องบินบินไปทางทศิเหนือดวยความเร็ว 240  กม.ตอ ชม. ในบริเวณที่มีพายุพัดไปในทศิ
ตะวันออกดวยความเรว็ 180  กม.ตอ ชม. ถามวา ความเรว็จริงๆ ของเครื่องบินจะเปนเทาใด 
 

(7) เครื่องบินบินดวยความเร็ว 200  กม.ตอ ชม. ไปในทิศ °030  ถากระแสลมพัดดวย
ความเร็ว 50  กม.ตอ ชม. ไปในทิศ °330  จงหาอัตราเร็วที่แทจริงของเครื่องบิน 
 

(8) ชายคนหนึ่งพายเรือในน้ํานิ่งไดอัตราเร็ว 4  กม.ตอ ชม. ถาเขาตองการเดินทางไปทางทิศ
เหนือ ขณะที่กระแสน้ําไหลไปทางทิศตะวันออกดวยอัตราเร็ว 3  กม.ตอ ชม. แลว เขาตองออก
แรงพายเรือไปในทิศใด ดวยอัตราเร็วเทาใด จึงไดอัตราเร็วเทากบัการพายปกติในน้ํานิ่ง 
 

(9) เวกเตอร AB
JJJK

 มีขนาด 6  หนวย ขนานแกน x  โดยมีทิศทางไปในแนว x+  และเวกเตอร 
AC
JJJK

 ทํามุม °60  กับเวกเตอร AB
JJJK

 โดยมีขนาดเทากัน จงหาขนาดและทศิทางที่เปนไปไดของ
เวกเตอร u AB AC= +

JJJK JJJK
 และ v AB AC= −

JJJK JJJK
 

 

(10) จงหา vu+  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน °0 , °90 , °180  
 

(11) จงหา vu−  เม่ือ u  กับ v  ทํามุมกัน °0 , °90 , °180  
 

(12) ถา 0wvu =++  และ 2u = , 4v = , 2w =  จงหา vu−  และ vu+  
 

(13) กําหนดให 1u = , 2v = , 3w = , w  ตั้งฉากกับ v  และมีทศิเดียวกบั u  
จงหาคา wvu ++  
 

(14) กําหนด u  และ v  เปนเวกเตอรในระนาบ 
ถา 4u = , 3v = , 31225vu +=−  จงหามุมระหวาง u  กับ v  
 

(15) ถา 10u = , 5v = , 12vu =+  จงหา vu−  
 

v  
u  
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(16) ถา 4u = , 3v = , 6vu =+  จงหา vu−  
 

(17) ถา vu =  จงหามุมระหวาง u  กับ v  ที่ทําให vu2vu −=+  
 

(18) ถา 4u = , 5v = , และ u  ตั้งฉากกับ v  จงหา vu3vu2 −++  
 

(19) [Ent’37] เวกเตอร u , v , w  มีสมบัติวา wu =  และ wvvu +=−  

ถามุมระหวาง u  กับ v  เปน 
5
π  แลว มุมระหวาง v  กับ w  เปนเทาใด 

(20) กําหนด ABCDEF  เปนรูปหกเหลี่ยมดานเทามุมเทา มี O  เปนจุดกึ่งกลาง และ 
AO 2=
JJJK

 ซม. เวกเตอรใดตอไปน้ียาวกวา 4  ซม. 
 ก. AD FD+

JJJK JJJK
       ข. AB ED+

JJJK JJJK
       ค. FO DO+

JJJK JJJK
       ง. OD OB+

JJJK JJJK
 

 
การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
•  ผลที่ไดจากการคูณเวกเตอร u  ดวยสเกลาร a  เปนดังน้ี 
1. ถา 0a =  จะได 0ua =  
2. ถา 0a >  จะได ua  เปนเวกเตอรที่มีทิศเดียวกนักับ u  แตมีขนาดเปน ua ⋅  
3. ถา 0a <  จะได ua  เปนเวกเตอรที่มีทิศตรงขามกับ u  และมีขนาดเปน ua ⋅  
หมายเหต ุการคูณดวยสเกลาร มีสมบัติการเปลี่ยนกลุม และการแจกแจง เชนเดียวกับจํานวน
จริง น่ันคือ u)ab()ub(a = ,  ubuau)ba( +=+ ,  และ vaua)vu(a +=+  
 
•  ความสัมพันธของ “การคูณดวยสเกลาร” และ “การขนานกันของเวกเตอร” 
เม่ือ 0u ≠  และ 0v ≠  จะไดทฎษฎีวา 
1. u  จะขนานกับ v  ก็ตอเม่ือ มีคา 0a ≠  ที่ทําให vau =  
2. ถา u  ไมขนานกับ v , หาก 0vbua =+  แสดงวา 0a =  และ 0b =  
 
โจทย 
(21) กําหนดให w2v3v4u −=+  และ u5w2w4v3 +=−  
ถา 12w =  จงหาคา wvu ++  
 

(22) wv2u −=  โดยที่ 1wv ==  และมุมระหวาง v  กับ w  เปน °120  
จงหามุม θ  ระหวาง u  กับ v  
 

(23) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ u  ขนานกับ v  
จงหาคา x  ที่ทาํให 2 2(x 6x 2)u v (x 2x )u x v+ − − = − +  
 

(24) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ v3u)x1(vu)5x( 2 −−=−−  แลว 
u  จะขนานกับ v  เม่ือ x  มีคาเทาใด 
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A  

C  D  

B  

M 

N  

(25) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ v3u)x1(vu)5x( 2 −−=−−  แลว 
u  กับ v  จะมีทิศทางเดียวกัน เม่ือ x  มีคาเทาใด 

 

(26) u  กับ v  มีทิศทางเดียวกัน ถา v
3
2

u100v)x36(u
5
2 2 +=−+  จงหาคา x  

 

(27) กําหนดให 0u ≠ , 0v ≠  และ u  ไมขนานกับ v  
จงหาคา x  และ y  ที่สอดคลองกับสมการ vyu)y22(v)8x(ux −+=−+  
 

(28) 0u ≠ , 0v ≠  และ u  กับ v  ไมขนานกัน 
ถา )v2u(b)vu3(av8u3 −++=+  จงหาคา a  และ b  
 

(29) ถา u  ไมขนานกับ v  และ v)1ba2(u)b4a(w ++++= , 
v)1b3a2(u)2a2b(s −−++−=  จงหาคา a  กับ b  ที่ทําให s2w3 =  

 
เวกเตอรกับเรขาคณิต 
•  เราสามารถใชความรูเกี่ยวกับเวกเตอร พิสูจนสวนประกอบของรูปเรขาคณิตหลายเหลี่ยมได 
รวมทั้งแกโจทยปญหาประเภท “เขียนเวกเตอรที่กําหนด ในรูปผลรวมเชิงเสนของเวกเตอรอ่ืน” 
 

ตัวอยาง [Ent’35] สี่เหลี่ยมจัตุรัส ABCD  มีจุด M และ N  อยูที่กึ่งกลางดาน BC  และ CD  
ตามลําดับ จงหา AB

JJJK
 ในเทอมของ AM

JJJK
 กับ AN

JJJK
 

 

วิธีคิด วาดภาพตามโจทยไดดังรูป    •  เริม่ตน เขียน AB
JJJK

 ในเทอมของเวกเตอรใดๆ กอน 
เชน     AB AM MB= +

JJJK JJJK JJJK
    ____________________ (1) 

จากนั้นพยายามเปลี่ยน MB
JJJK

 ใหเปน AM
JJJK

 หรือ AN
JJJK

 ใหได 
     •  จากรูป เราเชื่อม MB

JJJK
 กับ AN

JJJK
 ไดดังน้ี 

                  
AB AN NC CB

1
AN AB 2MB

2

= + +

= + +

JJJK JJJK JJJK JJJK

JJJK JJJK JJJK  

หรือจัดรูปสมการไดวา   1 1
MB AB AN

4 2
= −

JJJK JJJK JJJK
 _________________ (2) 

เม่ือแทนคาจากสมการ (2) ลงใน (1) ก็จะไดคําตอบ   1 1
AB AM ( AB AN)

4 2
= + −

JJJK JJJK JJJK JJJK
 

                4 2
AM AN

3 3
= −

JJJK JJJK
         ตอบ 

 

•  เทคนิคทีใ่ชในการแกโจทยปญหาแบบนี้ คือ .. (ดูตัวอยางประกอบ) 
1. เขียนเวกเตอรที่กําหนด ในรูปผลรวมของเวกเตอรอ่ืน แบบใดก็ไดกอน 
2. พยายามเปลี่ยนเวกเตอรที่ไมตองการ เปนผลรวมของเวกเตอรทีต่องการ ไปทีละขั้นๆ 
3. เม่ือเหลือเพียงเวกเตอรที่ตองการแลว ก็จัดเปนรูปอยางงาย แลวจึงตอบ 
4. บางครั้งเราตองอาศัยสมการเวกเตอรอ่ืน เพ่ือชวยแปลงใหเปนเวกเตอรที่ตองการ 
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โจทย 
(30) สี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  มีจุด P  เปนจุดที่เสนทแยงมุมตดักัน จุด Q  อยูบนดาน AB  
โดย 5:3QB:AQ =  ถา AB u=

JJJK
 และ AD v=

JJJK
 จงหา PQ

JJJK
 ในเทอมของ u  กับ v  

 

(31) จากภาพ EF : FB 2 :1=
JJK JJK

 จงหา AF  ในรูปผลรวมของ a  กับ b  

(32) จากภาพ จุด B  แบงครึ่งดาน AC , จุด M แบงครึ่งดาน AD , และจุด N กับ O  แบง
ดาน DC  ออกเปนสามสวนเทาๆ กัน ถา AB a=

JJJK
 และ BD a b= +

JJJK
 จงหา MN

JJJK
 ในรูปของ 

a  กับ b  
 

(33) สามเหลีย่ม ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมใดๆ ให AB a=
JJJK

 และ AC b=
JJJK

 ถา AD
JJJK

, BE
JJJK

, 
CF
JJJK

 คือมัธยฐานของสามเหลี่ยม ตัดกันที่จุด O  จงเขียน DO
JJJK

 ในรูปของ a  กับ b  
 

(34) สี่เหลี่ยม ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน จุด E  อยูบน CB  โดย 1
CE CB

3
=

JJJK JJJK
, จุด F  

เปนจุดตัดของ AC
JJJK

 กับ DE
JJJK

, หาก EF a ED=
JJK JJJK

 และ CF b CA=
JJJK JJJK

 จงหาคา a  กับ b  
 

(35) ให D  เปนจุดแบงดาน AC  ของสามเหลี่ยม ABC  โดยที่ AD : DC m :n=
JJJK JJJK

 
จงหา BD

JJJK
 ในเทอมของ BA

JJJK
 กับ BC

JJJK
 

 

(36) สามเหลีย่ม ABC  มีจุด D  กับ E  เปนจุดกึ่งกลางดาน AB  กับ AC  ตามลําดับ 

จงพิสูจนวา (36.1) DE
JJJK

 ขนานกับ BC
JJJK

 (36.2) 1
DE BC

2
=

JJJK JJJK
 

 

(37) ในสี่เหลีย่มคางหมูรูปหน่ึง จงพิสูจนวา สวนของเสนตรงทีล่ากเชื่อมจุดกึ่งกลางของดานที่
ไมขนานกันน้ัน จะขนานกับฐาน และยาวเปนครึ่งหน่ึงของผลบวกดานคูขนาน 
 
เวกเตอรในระบบแกนพิกัดฉาก 
•  เวกเตอรทีก่ลาวถึงที่ผานมาทั้งหมด เปนการมองในพิกัดเชิงขั้ว (Polar Coordinate หรือ 
r−θ ) คืออางถึงเวกเตอรใดๆ ดวยคา ขนาด (ความยาว) และทศิทาง (มุมที่วัดทวนเขม็นาฬิกา
จากแกน +x) แตนอกจากนั้นเรายังสามารถอางถึงเวกเตอรเหลานี้ในพิกัดฉาก (Cartesian 
Coordinate หรือ x y− ) ได ดวยคาทิศทางในแนวนอน )x(∆  และแนวตั้ง )y(∆  ดังภาพ 
 

E  D  

A  C    B  

  F  
a  a2  

a4  

 b  

Fig. (31)  

D  

A    B  
 C  

 M 

N  
O  

Fig. (32)  
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O 

u  
  P (3,4) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
3

u  

  Q (-1,-6) 

  R (2,-2) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
3

v  v  
A (x1,y1) 

B (x2,y2) 

2 1

2 1

x xx
AB

y yy

−∆ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ −∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦

JJJK
 

 
 
 
 
 
 
•  ความสัมพันธระหวางพิกดัเชิงขั้ว กับพิกัดฉาก 

x r cos
y r sin

∆ = θ
∆ = θ

   
2 2r ( x) ( y)

tan ( y/ x) slope

= ∆ + ∆

θ = ∆ ∆ =
 

•  เวกเตอรสองอันจะเทากัน ก็ตอเม่ือ x∆  เทากัน และ y∆  เทากัน เชน ในภาพ vu =  
•  เวกเตอรสองอันจะขนานกัน ( v//u ) ก็ตอเม่ือความชันเทากัน 
(มีทั้งแบบทศิเดียวกัน และทิศตรงขามกัน) 
และเวกเตอรสองอันจะตั้งฉากกัน ( vu ⊥ ) ก็ตอเม่ือความชันคูณกันได 1−  
•  การบวกลบเวกเตอร และการคูณดวยสเกลาร จะไดผลเชนเดียวกับเมตริกซ น่ันคอื 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
db
ca

d
c

b
a   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

kb
ka

b
a

k  

หมายเหตุ บางตําราใช a,b⎡ ⎤⎣ ⎦ แทน a
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
โจทย 
(38) จงเขียน PQ

JJJK
 ใหอยูในระบบแกนฉาก เม่ือกําหนดจุดดังน้ี 

 (38.1) )7,3(Q),4,2(P   (38.2) )5,4(Q),3,2(P −−  
 

(39) ถา 3
PQ

2
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

JJJK
 ใหหา 

 (39.1) จุดเริ่มตน เม่ือสิ้นสุดที่ )5,2(Q −−  
 (39.2) จุดสิ้นสุด เม่ือเริ่มตนที่ )6,4(P −  
 

(40) คูอันดับ )1,7(C),3,6(B),4,3(A −−  จงหาเวกเตอร AB, AC, BC
JJJK JJJK JJJK

 พรอมขนาด 
 

(41) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
4
3

w,
2
2

v,
4
3

u  จงหา wv3u2 +−  และ wv3u2 +−  
 

(42) เวกเตอรในแตละขอ ขนานกันหรือไม ถาขนานใหบอกวามีทิศเดียวกันหรือตรงขามกัน 

 (42.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
0  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−2
0    (42.2) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
4  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
2  

 (42.3) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
0  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
0
3    (42.4) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−14
7  กับ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−2
1  
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(43) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2
1

w,
1
2

v,
4
3

u  จงเขียน w  ในรูปของ vbua +  
 

(44) ใหเขียนเวกเตอร ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9
6

w  ในรูปผลรวมเชิงเสนของ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4
1

v,
1
4

u  
 

(45) สี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  มี 2 3
AB , AD

3 4
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

JJJK JJJK
 จงหาผลบวกของกําลังสอง

ของความยาวเสนทแยงมุมทั้งสองเสน 
 
เวกเตอรหนึ่งหนวย (Unit Vector) 
•  เวกเตอรหน่ึงหนวยก็คือเวกเตอรที่มีขนาดเปน 1 
เวกเตอรหน่ึงหนวยที่สําคญัในระบบพิกดัฉาก มีอยู 2 ตัว ไดแก i  กับ j  
โดย i  แทนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง +x และ j  แทนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทศิทาง +y 

น่ันคือ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
1

i  และ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

j  

•  จากนี้ เราสามารถเขียนเวกเตอร ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a  ใดๆ ในรูป “ผลรวมเชิงเสนของ i  กับ j ” ไดเสมอ 

หรือ jbia
b
a

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡  น่ันเอง ซ่ึงการเขียนในรูปแบบ jbia +  น้ันก็เปนที่นิยมกวา ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
b
a  

 

•  สวนเวกเตอรหน่ึงหนวยในทิศทางของ AB
JJJK

 ใดๆ (ที่ไมใช 0 ) สามารถสรางไดจากการนํา

ขนาดของ AB
JJJK

 มาหาร (เพ่ือทําใหขนาดเหลือเพียง 1 หนวย) เขียนเปนสัญลักษณไดวา AB

AB

JJJK
JJJK  

 

โจทย 

(46) กําหนดให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
3
5

w,
1
4

v,
2
3

u  จงเขียนเวกเตอรตอไปน้ีในรูป i  กับ j  

 (46.1) u    (46.2) v    (46.3) w  
 (46.4) vu +    (46.5) wu2 −  
 

(47) กําหนดคูอันดับ )3/16,2(D),4,3(C),2,4(B),2,1(A −−−−−  จงหา 
 (47.1) 2AB 3CD−

JJJK JJJK
 ในรูป i  กับ j   (47.2) 2AB 3CD−

JJJK JJJK
 

 

(48) กําหนดให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
8
2

v,
4
3

u  จงหา 

 (48.1) เวกเตอรหน่ึงหนวย ที่มีทิศทางเดยีวกับ u  
 (48.2) เวกเตอรหน่ึงหนวย ที่มีทิศทางตรงขามกับ v  
 (48.3) เวกเตอรขนาด 3 หนวย ที่มีทศิทางเดียวกับ vu+  
 (48.4) เวกเตอรขนาดเทากับ vu−  และมีทิศทางเดียวกับ vu+  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   139 

(49) ถา j4i3u +=  ขนานกับ PQ
JJJK

 ซ่ึงมีขนาด 15 หนวย, จุด P  คือ )4,2(  จงหาจุด Q  
 

(50) กําหนดจุด )d,c(P  และ )bd,ac(Q ++  จงหาเวกเตอรหน่ึงหนวยทิศตรงขามกับ PQ
JJJK

 

(51) จงหาเวกเตอรขนาด 23  หนวย ทํามุม °45  กับ j  และตั้งฉากกับ 1 1
i j

2 2
− +  

 
การคูณเวกเตอร 
•  การคูณเวกเตอรคูหน่ึง จะเกิดผลลัพธได 2 แบบ คือ หน่ึง การคูณแบบดอท (Dot Product) 

vu ⋅  ใหผลลัพธเปนสเกลาร (ตวัเลข) อาจเรียกวาผลคูณเชงิสเกลาร (Scalar Product) และ
สอง การคูณแบบครอส (Cross Product) vu ×  ยังคงใหผลลพัธเปนเวกเตอร อาจเรียกวาผล
คูณเชิงเวกเตอร (Vector Product) ซ่ึงในที่น้ีเราจะศึกษาเฉพาะการคณูแบบแรก (ดอท) เทานั้น 
 

นิยาม   bdac)jdic()jbia(
d
c

b
a

+=+⋅+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡    เปนการคูณแบบดอท ในพิกัดฉาก 

นอกจากนั้น ยังมีสมบัติเพ่ิมเติม เม่ือมองในพิกัดเชิงขัว้ วา   θ=⋅ cosvuvu  
เราสามารถใชสมการทั้งสองรวมกัน ในการคํานวณเกี่ยวกับมุม θ  ระหวาง u  กับ v  ได 
 
ขอสังเกต การหาขนาดผลรวมเวกเตอรดวยกฎของโคไซน อาจเขียนใหมไดวา 

)vu(2vuvu

)vu(2vuvu

22

22

⋅−+=−

⋅++=+
     เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  

 
สมบัติของการคูณเวกเตอรแบบดอท 

vua)vu(a
wuvu)wv(u

uvvu

⋅=⋅•
⋅+⋅=+⋅•

⋅=⋅•
  

2
u u u

0 u 0

u v 0 u v

• ⋅ =

• ⋅ =

• ⋅ = ↔ ⊥

  

 
•  สูตรในการหาพื้นที่สามเหลี่ยม 
เม่ือมีดานประกอบเปนเวกเตอร u  กับ v  

และมุมระหวางเวกเตอรเปน θ  คือ   θsinvu
2
1  

 
โจทย 
(52) จงหา vu ⋅  เม่ือ 

 (52.1) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
3
2

v,
4
3

u   (52.2) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
2
2

v,
10
4

u  

 θ  
u  

v  
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 (52.3) j5i3u −= , j2i4v +−=  (52.4) j
5
4

i
4
3

u −= , j5i2v −=  
 

(53) กําหนดคูอันดับ )4,2(C),5,3(B),2,3(A −−  จงหา 
 (53.1) AB BC⋅

JJJK JJJK
   (53.2) AB (BC AC)⋅ +

JJJK JJJK JJJK
 

 

(54) จงหามุมระหวาง u  กับ v  เม่ือกําหนด 
 (54.1) j32i2u −= , ji3v +=  
 (54.2) j2i32u += , j3i33v +−=  
 (54.3) j3i2u += , j2i3v +−=  
 

(55) จงแสดงวาสามเหลี่ยม ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยอาศัยการคูณเวกเตอร เม่ือ
กําหนดคูอันดับดังน้ี  )14,10(C),4,6(B),2,2(A −  และใหบอกวามุมใดเปนมุมฉาก 
 

(56) jiu +−=  และ jxi2v +=  ถามุมระหวาง u  กับ v  เปน °135  จงหาคาของ x  
 

(57) ถา u  กับ v  ทํามุมกัน °60  และ 2u = , 3v =  จงหามุมระหวาง uv−  กับ u  
 

(58) j4i3u −=  และ  24)vu(u =−  จงหา θcosv  เม่ือ θ  คือ มุมระหวาง u  กับ v  
 

(59) OP 3i 4 j= −
JJJK

, OQ 12i 5 j= +
JJJK

 ลากเวกเตอร QR
JJJK

 ตั้งฉาก OP
JJJK

 ที่จุด R  จงหา OR
JJJK

 
 

(60) กําหนดให )5,6(D),3,7(C),2,1(B),1,1(A −−  เปนจุดยอดของสี่เหลี่ยม 
ABCD  ใหหาขนาดของมุมแหลม ที่เกิดจากเสนทแยงมุมตัดกัน 

 

(61) จงหาพื้นที่สามเหลี่ยมตามที่กําหนด 
(61.1) สามเหลี่ยม OAB  เม่ือ OA 3i 5 j= +

JJJK
, OB 8i 2 j= +
JJJK

 
(61.2) สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  เม่ือ AB 2i 2 j= +

JJJK
, AC 3i 3 j= − +
JJJK

 
(61.3) สามเหลี่ยมที่มี vu+  กับ vu−  เปนดานสองดาน เม่ือ ji2u −= , jiv +=  
 

(62) ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนาน มีพ้ืนที่ 24  ตารางหนวย และ AB AD 3⋅ =
JJJK JJJK

 จงหาคา 
)BÂD(tan  เม่ือ Â  เปนมุมแหลม 

 

(63) [Ent’36] 2 1
u , v

5 2
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ถา 11wu −=⋅  และ 8wv =⋅  จงหา vw−  

 

(64) กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม ที่มี AB u=
JJJK

, BC v=
JJJK

, CA w=
JJJK

 โดย 7u = , 
w 15=  และ 28vu =⋅  จงหาคา )u2v(w −  

 

(65) ใหนิยาม j)adbc(i)bdac(vu −−+=∗  เม่ือ jbiau += , jdicv +=  
ถา j4i3a −= , j3i2b −= , j2i3c +=  จงหา )cb(a ∗⋅  
 

(66) ถา 0wvu =++ , 2u = , 3v = , 4w =  จงหา vu ⋅  
 

(67) jyixa += , j3i4b −= , j5i5c +−=  ถา ba ⊥  และ 3a = , 0ca >⋅  จงหา
คา yx +  
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O 

 3  
  P 

  Q 
  1 

    °60  
R 

 v    u  

 vu+  
v  

 u  
vu+   v−  vu−  

 u  
v  

 u  
vu−  

40 km/h 

 60 km/h 

   5 

12 

10 

(68) j4i3u −= , j3i2v −=  ถา a  เปน unit vector ที่ตั้งฉากกบั u  จงหาคา av ⋅  
 

(69) เวกเตอรใดประกอบกนัเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 ก. j3i2,j5i,j2i3 +++    ข. j3i2,j5i,j2i3 +−−  
 ค. j3i2,j5i,j2i3 +−−−    ง. j2i3,j3i2,j2i3 +−+−  
 

(70) ขอความตอไปน้ีถูกหรอืผิด 
 ก. ถา 1cos2 =θ  โดย θ  เปนมุมระหวาง u  กับ v  แลว v//u  

 ข. ji2 +  ตั้งฉากกับ j
5

12
i

5

6
+−  

ค. vvvu2uu)vu()vu( ⋅+⋅+⋅=+⋅+  
ง. ถา u 3i 4 j, v 2 i j= − = +  แลวมุมระหวาง u  กับ v  เปน )55/2arccos(  

 

 
(71) จากภาพ จงหา PQ RQ⋅

JJJK JJJK
 

 
 
 
 
 
เฉลย 
 
(1)  
 
 
(2)        (3)    (4) ระยะทาง 50  กม. ทิศ °350  
                                                                       (5) ทิศ °060  ระยะทาง 500 3  
                                                                       กม.   (6) 300  กม.ตอ ชม. ในทิศ  
                                                                       037 °  โดยประมาณ   (7) 2150   
                                                                       กม.ตอ ชม.   (8) ทิศ 323 °  โดย 
ประมาณ ดวยอัตราเร็ว 5  กม.ตอ ชม.   (9) u  มีขนาด 36  หนวย ทศิ 60 °  หรือ 120 °  
และ v  มีขนาด 6  หนวย ทศิ 30 °  หรือ 150 °    (10) vu + , 22

vu + , และ 

vu −    (11) vu − , 22
vu + , และ vu +    (12) 6 , 2    (13) 20    (14) 

°150    (15) 106    (16) 14    (17) )5/3(arccos    (18) 415    (19) 4 /5π    
(20) ก. เพราะ AD

JJJK
 ยาว 4  ซม.   (21) 18 6 12 36+ + =    (22) )72/3(arcsin    

(23) 3/1,2,1x −−≠    (24) 2,3x −≠    (25) 2x3 <<−    (26) 3/4x3/4 <<−    
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(27) 6x =  และ 2y =    (28) 2a =  และ 3b −=    (29) 2a =  และ 1b −=    (30) 

v
2
1

u
8
1

−−    (31) 1
a b

3
+    (32) b

6
1

a +    (33) )ba(
6
1

+−    (34) 4/1ba ==  

(ใชเทคนิค ∆  คลาย ADF  กับ CEF )   (35) nBA mBC
n m

+
+

JJJK JJJK
   (36) ...    (37) ...   (38) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
3
1 , ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−8
6    (39) )7,1(P − , )4,1(Q −    (40) 58

7
3

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ , 5
3
4

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ , 

17
4
1

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

   (41) 13 , 2615 −    (42.1) ขนานกนั ทิศตรงขาม   (42.2) ขนานกัน 

ทิศเดียวกัน   (42.3) ไมขนานกัน   (42.4) ขนานกัน ทิศเดียวกัน   (43) v
11
10

u
11
3

−    (44) 

v2uw +=    (45) 50 26 76+ =    (46.1) j2i3 −    (46.2) ji4 +−    (46.3) j3i5 −    
(46.4) ji−−    (46.5) ji−   (47.1) j20i21 +−  

(47.2) 22 2021 +    (48.1) j
5
4

i
5
3

−    (48.2) )j4i(
17

1
−    (48.3) )j4i(

17

3
+    

(48.4) )j4i(
17

13
+    (49) )16,11(  หรือ )8,7( −−    (50) 

22 ba

jbia

+

−−    (51) j3i3 +    

(52) 18 , 28− , 22− , 2/5−    (53) 37− , 11    (54) °30 , °60 , °90    (55) 
AB AC 0⋅ =
JJJK JJJK

 และมุม A เปนมุมฉาก   (56) 0    (57) arccos ( 1/2 7)−    (58) 5/1    

(59) 16
(3i 4 j)

25
−    (60) arccos (2/ 5)    (61.1) 17  ตารางหนวย   (61.2) 6  ตาราง

หนวย   (61.3) 3  ตารางหนวย   (62) 8    (63) 2    (64) 6    (65) 52    (66) 2/3    (67) 

5/215/125/9 =+    (68) 
5
1

±    (69) ข.   (70) ถูกทุกขอ   (71) 
4
1  
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จํานวนเชิงซอน (Complex Number) 
 
•  ระบบจํานวนที่ศึกษาเปนสวนมาก คือระบบ จํานวนจรงิ (Real Number; \ ) แตเราพบวา
สมการบางอยางไมมีผลเฉลยที่เปนจํานวนจริง เชน 2x 4 0+ =  หรือ 2x x 2 0+ + =  ฯลฯ จึง
ไดมีการสมมติคาจํานวนแบบใหมขึ้นมาใชเพ่ิมเติม เพ่ือใหทุกปญหามีคําตอบเสมอ จํานวนแบบ
ใหมน้ีเรียกวา จํานวนจินตภาพ (Imaginary Number; Im ) อยูในรูป bi  โดย b ∈ \  และ 
นิยามให i 1= −  เชน สมการ 2x 4 0+ =  จะได x 4= ± −  น่ันคือ x 2i, 2i= −  

สมการ 2x x 2 0+ + =  ใชสูตรหาคําตอบจะได 1 7
x

2
− ± −

=  น่ันคือ 1 7
x i

2 2
= − ±  

 
•  ระบบจํานวนที่ใหญที่สุด ซ่ึงประกอบดวยสวนจริงและสวนจินตภาพ ในรูป a bi+  (โดย 
a,b ∈ \ ) เรียกวา จํานวนเชิงซอน (Complex Number; ^ ) มี a  เปนสวนจริง (Real Part) 
และ b  เปนสวนจินตภาพ (Imaginary Part) และมักแทนตัวแปรที่เปนจํานวนเชิงซอนดวย z  
 
หมายเหตุ 1. จาก z a bi= +  บางทีเขียนวา a Re(z)=  และ b Im(z)=  ก็ได 
2. สามารถใชคูอันดับ (a,b)  แทนจํานวนเชิงซอน z a bi= +  ได และทาํใหแผนภาพเปลี่ยน
จากเสนจํานวนในแกนนอน 1 มิติ กลายเปนระนาบ 2 มิติ (คือมีแกนจริง; Real Axis กับแกน
จินตภาพ; Imaginary Axis) เรียกวา ระนาบเชิงซอน (Complex Plane) 
3. บางตําราใช j 1= −  แทน i  เพ่ือปองกันการสับสนกับตัวแปรอ่ืน เชน กระแสไฟฟา 
4. ขอสังเกต ... 2i 1= −  ... 3i i= −  ... 4i 1=  
        5i i=  ... 6i 1= −  ... 7i i= −  ... 8i 1=  ... กําลังของ i  มี 4 แบบหมุนเปลี่ยนกัน 
 
•  นิยาม ในการคํานวณเราปฏิบัติเหมือนกบั i  เปนตวัแปรหนึ่ง (ซ่ึง 2i 1= − ) เพียงเทานั้น 
1. การเทากัน  a bi c di+ = +  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d)=  ก็ตอเม่ือ a c=  และ b d=  
2. การบวก  (a bi) (c di) (a c) (b d)i+ + + = + + +  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d) (a c,b d)+ = + +  
3. การคูณ  (a bi) (c di) (ac bd) (ad bc)i+ × + = − + +  

หรือเขียนเปนคูอันดับ (a,b) (c,d) (ac bd,ad bc)× = − +  
•  สมบัติของจํานวนเชิงซอน เหมือนกับสมบัติของจํานวนจริงทุกประการ (เพราะจํานวนจริงก็
คือจํานวนเชิงซอนประเภทหนึ่ง) น่ันคือ มีสมบัติปด, การสลับที่การบวกและคูณ, การเปลี่ยน
กลุมการบวกและคูณ, การแจกแจง, และการมีเอกลักษณกับอินเวอรส โดยเอกลักษณการบวกก็
คือ 0  หรือ 0 0i+  หรือ (0,0)  และเอกลักษณการคูณคอื 1 หรือ 1 0i+  หรือ (1,0)  
เชนเดียวกบัในระบบจํานวนจริง 
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•  ดังน้ัน อินเวอรสการบวกของ z a bi= +  ก็คือ z a bi− = − −  

และอินเวอรสการคูณของ z a bi= +  คือ 1 1 1
z

z a bi
− = =

+
 ซ่ึงสามารถทําใหอยูในรูปปกติ

ไดโดยนํา a bi−  คูณทั้งเศษและสวน จะได 2 2 2 22 2

a b1 a bi
i

a b a ba bi a b
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ++ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

และมีทฎษฎบีทวา 1 1 1
1 2 1 2(z z ) z z− − −=  และ n 1 1 n n(z ) (z ) z− − −= =  

 
•  หมายเหตุ ในระบบจํานวนเชิงซอนจะไมมีการเปรียบเทียบมากกวา, นอยกวา 
 
โจทย 
(1) 1z (2, 3)= − , 2z ( 4, 1)= − − , 3z ( 2,1)= −  จงหาคา 

(1.1) 1 2z z+     (1.4) 1 2z z  
(1.2) 1 3z z−     (1.5) 1 3z z  
(1.3) 1 22z 3z+    (1.6) 1 2 3z (z z )+  

(2) จงหาอินเวอรสการบวก และอินเวอรสการคูณ ของ 
 (2.1) 1z (2, 3)= −    (2.3) 3z ( 2,1)= −  
 (2.2) 2z ( 4, 1)= − −    (2.4) 4z (1,0)=  
(3) จงหาคาของ 
 (3.1) (6,4) (3,5)−    (3.4) (3, 2) (5,4)− ÷  
 (3.2) ( 3, 2) ( 4,2)− − − −   (3.5) (7,2) (0,3)÷  
 (3.3) ( 4,3) (5, 6)− − −   (3.6) (6,3) (3,0)÷  
(4) จงหาคาจํานวนจริง x  และ y  เม่ือ 
 (4.1) (x,y) ( 2,4) ( 4, 1)+ − = − −  
 (4.2) (x,y) (2, 3) ( 5, 3)× − = − −  
 (4.3) (3,1) (x,y) (1, 2)÷ = −  

 (4.4) 1 i 2 i
x 2y i

i i
+ +

− = +  

(5) 2 2x y 2xyi 1 i 0+ + − − =  จงหาคา x  และ y  
(6) ถา 1z (2, 3)= −  จงหาคา 2

12z−  
(7) จงหาคาของ 

 (7.1) 2 3i
4 2i

+
−

 

 (7.2) 2 i 3 4i
2 i 1 2i

+ +
+

− +
 

 (7.3) 14 23i 16 12i
3 4i 4i

− + +
+

+
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(8) จงหาคาของ 
3

3 4i 3 4i
3 4i 3 4i

+ −⎛ ⎞−⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 

(9) ใหหาคาตอไปน้ี 
 (9.1) 29i     (9.3) 451i  
 (9.2) 42i     (9.4) 4,040i  
(10) จงหาคา 135 136 137 138i i i i+ + +  และ 135 136 137 138i i i i  
(11) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 9 10 126z i i ... i= + + +  เม่ือ 2i 1= −  แลว จงหาคา 12z−  

(12) จงหาอินเวอรสของ 
4(1 i)

1 i
+
−

 

(13) จงหาคาของ 
 (13.1) 12(1 i)+  

 (13.2) 
2(1 i) (1 i) 1
1 i

+ + + +
+

 

 (13.3) 
16

10

(1 i)
(1 i)

+
−

 

(14) จงหาคา m I+∈  ที่นอยที่สุด ที่ทําให 
5m m

1 i 1 i
1 i 1 i

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ − ⎠ ⎝ + ⎠

 

 
สังยุค และคาสัมบูรณ 
•  ในเศษสวนหนึ่งๆ เม่ือมีจํานวนเชิงซอน a bi+  เปนตัวสวน จะนํา สังยุค (conjugate) ของ 
a bi+  คือ a bi−  มาคูณทั้งเศษและสวน เพ่ือใหตัวสวนกลายเปนเลขจํานวนจริง ( 2 2a b+ ) 
สัญลักษณที่ใชแทนสังยุคของ z a bi= +  คือ z a bi= −  
 
•  คาสัมบูรณ (absolute value) ของจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนใดๆ คือระยะหางจากจุดนั้น
ไปถึงจุดกําเนิด (0,0)  ดังน้ัน 2 2a bz a bi= = ++  
 
•  สมบัติของสังยุคและคาสัมบูรณ 
1. z z=  ก็ตอเม่ือ z  เปนจํานวนจรงิเทานั้น    และ z z=  เสมอ 
2. 1 1(z ) (z)− −=  และ 11 zz

−− =  
3. n n(z ) (z)=  และ nn zz =          n I+∈  
4. 1 2 1 2z z z z± = ±  
5. 1 2 1 2z z z z=  และ 1 2 1 2z z z z÷ = ÷  
6. 1 2 1 2z z z z=  และ 1 2 1 2z z z z= ÷÷  
7. z  มีคามากกวาหรือเทากับ 0  เสมอ และ 2z z z⋅ =  
8. z z z= =−  
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โจทย 
(15) 1z 2 3i= + , 2z 3 4i= −  จงหาคาของ 

 (15.1) 1 2z z+     (15.4) 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (15.2) 1 2z z−     (15.5) 2
1(z )  

 (15.3) 1 2z z  
(16) ถา 1z 3 4i= +  และ 1 2 2z z z 4 0+ − =  จงหาคา 1

2z−  
(17) จงหาคา z  ที่สอดคลองกับสมการ z i 3 2 z 1 2i+ + − = +  
(18) จงหาคาของ 
 (18.1) 3 4i+    (18.4) 4 0i− +  
 (18.2) 5 12i− +    (18.5) (0, 5)−  
 (18.3) 7i−  
(19) จงหาคา z  เม่ือ z  คือ 

(19.1) 
2 4

2

(1 3 i) ( 3 i)

(1 3 i)

+ −

−
  (19.3) 

4

16

(3 4i)
(1 i)

+
+

 

(19.2) 
5

6

2i(1 3 i)

(1 2 i)

− +

+
   (19.4) 1 4((1,1) )−  

(20) จงหาคาของ 
3

(2 i)(3 2i)(4 3i)(5 4i)
(1 2i)(2 3i)( 4 5i)
− + − +

+ − − −
 

(21) ถา z (1 3 i)( 3 i)(1 i)= + − +  จงหาคา 1z −  

(22) ถา 1 2z z 0+ =  และ 1 2 1z z= =  จงหาคา 
1 2

1 1
z z

+  

(23) จงหาคา z  เม่ือ 

 (23.1) z 1
1

z 3 2i
+

=
+ −

 และ 149z =  

 (23.2) z 1
1

z (3 2i)
+

=
+ −

 และ z z 29=  

(23.3) z 4 1
z 8

− =
−

 และ z 12 5
z 8i 3

−
=

−
 

(24) ถา 2z 12 z 3=+ +  จงหาคา z  

(25) เม่ือ z 1≠  จงหาคา 1 zRe
1 z

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ − ⎠

 

(26) [Ent’ต.ค.41] ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึง (i 1)(z 1) 1+ + = −  แลว จงหาสวนจริงของ
จํานวนเชิงซอน 15z(z z)−  
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(27) ขอใดไมใชกราฟวงกลม 
 ก. z z 1=     ค. 2z z z+ =  
 ข. z z z+ =     ง. 3z i z 3i=+ +  
(28) จงเขียนกราฟของ 

(28.1) 1z (2 3i) =− +  
 (28.2) 3z 2 z 2 4i=+ − +  
 (28.3) 10z 2i z 2i+ =+ −  
หมายเหตุ โจทยขอน้ีอาจเปลี่ยนเปน “จงหาคา z  ที่สอดคลองกับสมการตอไปน้ี” ก็ได และ
คําตอบจะมีไดมากมาย (ทุกๆ จุดในกราฟ) เพราะตัวแปร z  น้ัน สมการเดียวไมเพียงพอ 
 
รูปเชิงข้ัว (Polar Form) 
•  การอางถึงพิกัด (a,b)  ของจํานวนเชิงซอน อาจจะกลาวไดอีกแบบเปน (r, )θ  โดยที่ r  
แทน “ระยะหางจากจุดกําเนิด” (modulus) และ θ  แทน “ทิศทาง” (argument) (มุมวัดทวนเข็ม
จากแกน x+ ) เรยีกรูปแบบน้ีวา รูปเชิงขัว้ ซ่ึงความสัมพันธระหวางสองระบบนี้เปนดังน้ี 

a r cos= θ    2 2r a b z= + =  
b r sin= θ    tan (b/a)θ =  

เราอาจเขียนรูปทั่วไปของ z a bi= +  ไดใหมวา z (r cos ) (r sin )i= θ + θ  
หรือ z r (cos i sin )= θ + θ   
 
หมายเหตุ 1. จาก z r (cos i sin )= θ + θ  บางทีเขียนวา r Abs(z)=  และ Arg(z)θ =  
2. บางตําราใชสัญลักษณ z r= ∠θ  หรือ z r cis= θ  เพ่ือความสะดวกในการเขียน, คํานวณ 
 
•  รูปเชิงขั้วสามารถนํามาใชประโยชนในการคูณ หาร ยกกําลัง และถอดรากของจํานวน
เชิงซอนไดสะดวก โดยมีทฤษฎีอยูดังน้ี 
 ถา 1 1 1 1z r (cos i sin )= θ + θ  และ 2 2 2 2z r (cos i sin )= θ + θ  แลว 
1. 1 2 1 2 1 2 1 2z z r r (cos( ) i sin( ))= θ +θ + θ +θ  
2. 1 2 1 2 1 2 1 2z /z (r /r )(cos( ) i sin( ))= θ −θ + θ −θ  
3. n nz r (cos(n ) i sin(n )) = θ + θ →  ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ (De Moivre’s Theorem) 
4. รากที่ n  ของ z  มีอยู n  คําตอบเสมอ เพราะมาจากสมการ n? z=  

คําตอบแรก คอื n nz r (cos( ) i sin( ))
n n
θ θ

= +  และคําตอบที่เหลือจะมีขนาดเทากันแต

มุมตางๆ กัน หาคามุมไดจากการแบงวงกลม 360° ออกเปน n  สวนเทาๆ กนัโดยมีมุม /nθ  
น้ีเปนจุดๆ หน่ึงในบรรดาคาํตอบ หรือเขยีนเปนสูตรวา 
n nz r (cos( ) i sin( ))

n n
θ θ

= + + +
360° 360°

k k
n n

   โดย k 0, 1, 2,..., (n 1)= −  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   148 

โจทย 
(29) ใหเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปน้ีเปนรูปเชิงขัว้ 
 (29.1) 1 3 i− −    (29.4) 5−  
 (29.2) (4, 4)−     (29.5) 4i  
 (29.3) (10,0)     (29.6) 3i−  
(30) ถา 1z 4(cos30 i sin30 )= ° + °  และ 2z 3(cos180 i sin180 )= ° + °  
จงหาคา 1 2z z  ในรปู a bi+  
(31) ถา 1z 2(cos18 i sin18 )= ° + ° , 2z 3(cos72 i sin72 )= − ° + °  และ 

3z 4(cos30 i sin30 )= − ° + °  จงหาคา 1 2 3z z z  และ 1 2

3

z z
z

 ในรูป a bi+  

(32) ถา 1z 2(cos15 i sin15 )= ° + ° , 2z 2 (cos i sin )
3 3

= −
π π  จงหาคา 6

1z  และ 
8
2z  ในรูป a bi+  

(33) จงหาคา 8( 3 i)+  โดยวิธียกกาํลังโดยตรง และวธิีแปลงเปนเชิงขัว้กอน 
(34) [Ent’ต.ค.42] ถา z 2 2 3 i= − +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 17z  อยูในควอดรันตใด 
(35) จงหาคา 0z  และ 10z−  เม่ือ z 1 3 i= − +  
(36) จงหาคาของ 

 (36.1) 
50

3 i
2 2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 (36.2) 
8 8

1 3 1 3
2 2

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 (36.3) 
30

10

(1 i)

( 2 2 i)

+

−
 

(37) [Ent’มี.ค.44] ถา 32z 1 3 i= +  และ 
18

27

z
a bi

i z
= +

−
 เม่ือ a  และ b  เปนจํานวน

จริง จงหาคา a b+  
(38) [Ent’ต.ค.43] กําหนดให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนที่ 1 2 22z z 1 z= +  และ 

6
1z (cos i sin )

18 18
= +

π π  จงหาอินเวอรสการคูณของ 2z  

(39) จงหาคา 
 (39.1) รากที่สี่ของ 8 8 3 i− +  
 (39.2) รากที่สามของ 8i  ในรปู a bi+  
 (39.3) รากที่สามของ 8i−  
 (39.4) รากที่สองของ 4 4 3 i− +  

(39.5) รากที่สองของ 2 3 2i− −  
 (39.6) รากที่สองของ 15 8i− −  
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(40) จงหารากที่สองของ 3 4i+  โดยวิธีสมมตคิําตอบ 2(x yi) 3 4i+ = +  

[Hint : สูตรลดัในการหารากที่สองคือ r a r a
a bi i

2 2
+ −

± = − ] 

(41) ถาสมการ 2x 2 2 3 i= − −  มีคําตอบเปน 1z  และ 2z  แลว จงหาคา 2 2

1 2z z+  
 
สมการพหุนาม 
•  จากนี้สมการพหุนามดีกรี n  ในรูป n n 1 n 2

n n 1 n 2 0a x a x a x ... a 0− −
− −+ + + + =   จะหา

คําตอบได n  จํานวนเสมอ ซ่ึงใน n  คําตอบนี้ อาจเปนจํานวนจริงและจํานวนเชิงซอนปนกันอยู 
สามารถคํานวณโดยแยกคําตอบที่เปนจํานวนจริงออกจนเหลือเพียงดีกรีสอง แลวอาศัยสูตร 

2b b 4ac
x

2a
− ± −

=  ชวยในการหาคําตอบที่เปนจํานวนเชิงซอน 

ขอสังเกต 
1. จากสูตรนี้ทําใหเราพบวา ในสมการที่สัมประสิทธิท์ัง้หมดเปนจํานวนจริง ถา a bi+  เปน
คําตอบหนึ่งของสมการแลว จะมีสังยุค a bi−  เปนอีกคําตอบดวยเสมอ 
2. ทฤษฎีเศษเหลือ และทฤษฎีตวัประกอบ (หารลงตวั) ของพหุนาม ที่เคยไดศึกษาในหัวขอ
จํานวนจริง ยังคงใชไดกับจํานวนเชิงซอน และนอกจากนี้การหารสังเคราะหก็ยังใชไดเชนกัน 
 
โจทย 
(42) จงหาคําตอบของสมการตอไปน้ี 
 (42.1) 2x 16 0+ =  
 (42.2) 22x 3x 4 0− + =  
 (42.3) 32x x 1 0− + =  
(43) หาคาสัมบูรณของรากสมการ 2 2z (1 z ) 16− =  
* (44) ใหหาคําตอบของสมการ 
 (44.1) 22x (1 2i)x 1 8i+ − + =  
 (44.2) 22ix 3x 3i 0− − =  
 (44.3) 2x 2(i 1)x 1 2i 0+ − − − =  
 (44.4) 2x (2 3i)x 1 3i 0− + − + =  
 [Hint : สูตรของสมการดีกรีสอง สามารถจัดรูปใหมไดวา 2 2(2ax b) b 4ac+ = − ] 
(45) จงแสดงวา 2 3i+  เปนคําตอบหนึ่งของ 3 2x 3x 9x 13 0− + + =  โดยการแทนคา 
และการแยกตวัประกอบ 
(46) จงหาคาสัมบูรณของผลบวกของรากสมการ 3 2x 17x 83x 67 0− + − =  
(47) จงหาผลบวก และผลคณู ของรากทั้งหมดของสมการ 3 2z 2z 9z 18 0+ + + =  

     [Hint : n n 1
n n 1 0a x a x ... a 0−

−+ + + =  มีผลบวกรากเปน n 1

n

a
a

−−  และผลคูณ n 0

n

( 1)
a
a

− ] 
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(48) สมการกําลังสอง 2Ax Bx C 0+ + =  มีรากหนึ่งเปน 4 3i+  จงหาคา A B C+ +  
(49) 2  และ 1 i−  เปนคําตอบของสมการกําลังสาม สมการใด 
(50) จงหาสมการพหุนามกําลังสี่ ซ่ึงมีสัมประสิทธิเ์ปนจํานวนจริง และมี 1z 2 2 3 i= −  กับ 

2z 4i= −  เปนคําตอบของสมการ 
(51) ถา 2 2i+  เปนคําตอบของ 4 3 2x 4x x 28x 56 0− + + − =  จงหาคําตอบที่เหลือ 
(52) จงแกสมการ 4 3x 2x 4x 4+ = +  โดยทราบวามี 1 i− −  เปนคําตอบหนึ่ง 
(53) ถา 1 3 i− +  เปนรากหนึ่งของสมการ 5 3 2x 9x 8x 72 0+ − − =  จงหารากทั้งหมด 
(54) จงหารากของสมการ 

(54.1) 5 4 3 2x x x x x 1 0+ + + + + =  
[Hint : n n 1 n 2(x 1) (x 1)(x x ... x 1)− −− = − + + + + ] 
(54.2) 5 4 3 2x 3x 2x 8x 24x 16 0+ + − − − =  

(55) จงหาผลบวกของรากสมการ 6 5 4 2x x x x x 1 0− + − + − =  
(56) จงหาผลบวกของคาสมับูรณของรากสมการ 
 (56.1) [Ent’มี.ค.43] 4 2z z 2 0+ + =  

(56.2) 4 3 2x 2x 12x 8x 32 0− + − + =  
 * (56.3) 5 4x 3ix 4x 12i 0− + − =  
* (57) 3 2x (5 2i)x (7 10i)x k− − + − +  หาร x 2i+  ลงตัว จงหาคา k  
(58) ถา x 2 3 i= − −  จงหาคา 4 3 22x 5x 7x x 4+ + − +  

 [Hint : จากทฤษฎีเศษเหลอื จะไดวา f ( 2 3 i)− −  คือเศษของ 
2

f (x)
x 4x 7+ +

] 

(59) [Ent’มี.ค.42] ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง 
และสัมประสทิธิ์ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ 1 3 i+  เปนราก
หน่ึงของ P(x)  แลว รากที่เปนจํานวนจริงของ P(x)  มีคาเทาใด 
 
 
เฉลย 
(1.1) ( 2, 4)− −    (1.2) (4, 4)−    (1.3) ( 8, 9)− −    (1.4) ( 11,10)−    (1.5) ( 1,8)−    
(1.6) ( 12,18)−    (2.1) ( 2,3),(2/13,3/13)−    (2.2) (4,1),( 4/17,1/17)−    (2.3) 
(2, 1),( 2/5, 1/5)− − −    (2.4) ( 1,0),(1,0)−    (3.1) (3, 1)−    (3.2) (1, 4)−    (3.3) 
( 9,9)−    (3.4) (7/41, 22/41)−    (3.5) (2/3, 7/3)−    (3.6) (2,1)    (4.1) ( 2, 5)− −    

(4.2) 1 21
( , )

13 13
− −    (4.3) 1 7

( , )
5 5

   (4.4) 3
2,

2
   (5) 1 1

,
2 2

 หรือ 1 1
,

2 2
− −   (6) 

10 24
( , )

169 169
−   (7.1) 1 4

i
10 5

+   (7.2) 14 2
i

5 5
+    (7.3) 5 i+    (8) 

3
48 i
25

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (9.1) i    
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(9.2) 1−    (9.3) i−    (9.4) 1    (10) 0, 1−    (11) 1 i− −   (12) 1 i
4 4
−

+   (13.1) 64−    

(13.2) 5 i
2 2

+    (13.3) 8i    (14) 2     (15.1) 5 i+    (15.2) 1 7i− −    (15.3) 18 i−    

(15.4) 6 17
i

25 25
−

−    (15.5) 5 12i− −    (16) 1 i+    (17) i
2

3
+    (18.1) 5    (18.2) 13    

(18.3) 7    (18.4) 4    (18.5) 5    (19.1) 16    (19.2) 64
81

   (19.3) 625
256

   (19.4) 1
4

   

(20) 125    (21) 1/4 2    (22) 0    (23.1) 7 10i+  หรือ 10 7i− −    (23.2) 2 5i+  

หรือ 5 2i− −    (23.3) 6 17i+  หรือ 6 8i+    (24) 6    (25) 
2

2

1 z

1 z

−

−
   (26) 1

2
   (27) 

ข.   (28.1) กราฟวงกลม รัศมี 1 หนวย มีจุดศูนยกลางที่ (2,3)    (28.2) กราฟวงกลม รัศมี 
4.5  หนวย จุดศนูยกลางอยูที ่ (2.5, 4.5)−    (28.3) กราฟวงรีตามแกน y  มีศูนยกลางที่

จุดกําเนิด แกนเอกยาว 10  หนวย แกนโทยาว 2 21  หนวย   (29.1) 
2(cos240 i sin240 )° + °  หรือ 2 240∠ °    (29.2) 4 2 315∠ °    (29.3) 10 0∠ °    
(29.4) 5 180∠ °    (29.5) 4 90∠ °    (29.6) 3 270∠ °    (30) 6 3 6i− −    (31) 

12 12 3 i− +  และ 3 3 3
i

4 4
+    (32) 64i และ 8 8 3 i− −    (33) 128 128 3 i− −    

(34) 3240 Q° →    (35) 1 0∠ °  และ 102 240− ∠ °    (36.1) 1 3
i

2 2
+    (36.2) 1−    

(36.3) 32    (37) 1/ 2 ( 1/ 2) 0+ − =    (38) 3 i−    (39.1) 2 30∠ ° , 2 120∠ ° , 
2 210∠ ° , 2 300∠ °  (39.2) 2i− , i 3±   (39.3) 2 90∠ ° , 2 210∠ ° , 2 330∠ °   
(39.4) 2 2 60∠ ° , 2 2 240∠ °    (39.5) 2 105∠ ° , 2 285∠ °    (39.6) (1 4i)± −    

(40) (2 i)± +    (41) 8    (42.1) 4i±    (42.2) 3 3
i

4 2
±    (42.3) 1 1

1, i
2 2

±    (43) 2    

(44.1) 1 2i+ , 3
i

2
− +    (44.2) 15 3

i
4 4

± −   (44.3) 2 i, i− −   (44.4) 1 2i, 1 i+ +   

(45) 2(x 1)(x 4x 13) 0+ − + =    (46) 17    (47) z 2, 3i= − ± →  ตอบ 2−  และ 18−    (48) 
18   (49) 3 2x 4x 6x 4 0− + − =    (50) 4 3 2x 4x 32x 64x 256 0− + − + =    (51) 2 2i, 7− ±    (52) 

1 i− ± , 2±    (53) 1 3 i, 2, 3i− ± ±    (54.1) 1 3
1, i

2 2
− ± ±    (54.2) 

1, 2, 1 3 i− ± − ±    (55) 1   (56.1) 4    (56.2) 4 4 2+    (56.3) 3 4 2+    (57) 86i    
(58) 31−    (59) 3/4  
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ลําดับและอนุกรม (Sequence & Series) 
 
ลําดับ (Sequence) 
•  สมมติวาเรามีฟงกชัน 1n)n(f 2+=  เม่ือ ...,3,2,1n =  
เราจะได 2)1(f = , 5)2(f = , 10)3(f = , 17)4(f = , … 
คาของฟงกชันเหลานี้ที่เขียนตอกัน เปน ...,17,10,5,2  จะเรียกวา ลาํดับ 
และนิยมใช n321 a...,,a,a,a  แทน )n(f...,),3(f),2(f),1(f  
 
•  สรุปไดวา ลําดับ คือฟงกชันที่มีโดเมนเปนจํานวนนับ และนิยมเขียนฟงกชันดวย na  
เราเรียก 1a  วา “พจน (term) ที่ 1” ของลําดับ, เรียก 2a  วาพจนที่ 2 ของลําดับ, ไปเร่ือยๆ 
จนถึงพจนที่ n ใดๆ เขียนแทนดวย na  จะเรียกวา พจนทัว่ไป (general term) ของลําดับ 
เชน ลําดับ ...,17,10,5,2  มีพจนทั่วไปเปนดังน้ี 1na 2

n +=  
 
ตัวอยาง 

...,4,3,2,1   มีพจนทั่วไปเปน nan =  หรืออ่ืนๆ 
...,12,9,6,3  มีพจนทั่วไปเปน n3an =  หรืออ่ืนๆ 

...,7,5,3,1   มีพจนทั่วไปเปน 1n2an −=  หรืออ่ืนๆ 
...,16,9,4,1  มีพจนทั่วไปเปน 2

n na =  หรืออ่ืนๆ 

...,
16
7

,
9
5

,
4
3

,1   มีพจนทั่วไปเปน =na  

...,1,1,1,1 −−   มีพจนทั่วไปเปน =na  
...,4,3,2,1 −−   มีพจนทั่วไปเปน =na  

,...179,99,47,17,3  มีพจนทั่วไปเปน =na  
 
คําวา “หรืออ่ืนๆ” ในที่น้ีเน่ืองจากลําดับหนึ่งๆ ที่ใหมา จะหาพจนทั่วไปไดมากกวา 1 แบบเสมอ 
เชน ...,4,3,2,1  อาจมีพจนทั่วไปเปน n)4n)(3n)(2n)(1n(an +−−−−=  

     24n49n35n10n 234 +−+−=    ก็ได 
(เพราะไมไดบังคับวา จากพจนที่ 5 เปนตนไปจะตองเพ่ิมขึ้นทีละ 1) 
 
•  ลําดับที่มีจํานวนพจนที่แนนอน เชน 8 พจน, 15 พจน, หรือ n พจนก็ได จะเรียกวา ลําดับ
จํากัด (finite sequence) สวนลําดับที่มีจํานวนพจนมากจนนับไมได จะเรียกวา ลําดับอนันต  
(infinite sequence) 
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โจทย 
(1) ใหหา 4 พจนแรก ของลําดับตอไปน้ี 

 (1.1) n
n 2a =     (1.3) 

n

n 2
1

a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 (1.2) 2n4an −=    (1.4) 
2

n
n )1n(

n
)1(a

+
−=  

(2) ใหหาพจนทั่วไปของลาํดับตอไปน้ี ขอละ 1 แบบ 

 (2.1) ...,
8
1

,
4
1

,
2
1

,1  

 (2.2) ...,
16
1

,
9
1

,
4
1

,1  

 (2.3) ...,29,13,5,1  
 (2.4) ...,003.0,03.0,3.0,3  
 (2.5) ...,20,12,6,2  
 
ลําดับเลขคณิต และลําดับเรขาคณิต 
•  ลําดับที่เราพบบอย มีสองประเภท คือลาํดับเลขคณิต (Arithmetic Sequence) และลําดับ
เรขาคณิต (Geometric Sequence) 
•  ลําดับเลขคณิต คือลําดับที่ “ผลตางของพจนติดกันเปนคาคงตวั” เรียกคานี้วา ผลตางรวม 
(Common Difference) ใชสัญลักษณ d    น่ันคือ daa n1n =−+  เสมอ 
 พจนทั่วไปของลําดับเลขคณิต เปน d)1n(aa 1n −+=  
•  ลําดับเรขาคณิต คือลําดับที่ “ผลหารของพจนติดกันเปนคาคงตวั” เรียกคานี้วา อัตราสวนรวม 
(Common Ratio) ใชสัญลกัษณ r    น่ันคือ raa n1n =÷+  เสมอ 
 พจนทั่วไปของลําดับเรขาคณิต เปน )1n(

1n raa −⋅=  
 
ขอสังเกต ลําดับเลขคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบ สมการเสนตรง ที่มีความชัน = d  
สวนลําดับเรขาคณิต จะมีพจนทั่วไปเปนแบบ สมการเอ็กซโพเนนเชียล ที่มีฐาน = r  
 
โจทย 
(3) ใหบอกวาลําดับตอไปน้ีเปนลําดับเลขคณิตหรือเรขาคณิต และหาพจนทั่วไปของลําดับดวย 

 (3.1) ...,6,9,12,15    (3.5) ...,
2
5

,5,10 −  

 (3.2) ...,16,8,4,2    (3.6) ...,12,8,4  
 (3.3) ...,4x,2x,x ++    (3.7) ...,3,3,3  
 (3.4) ...,16log,8log,4log,2log  
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(4) ใหหาพจนที่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเลขคณิตตอไปน้ี ...,4,5.3,3  

(5) ใหหาพจนที่ 4, 5, 6 และ 20 ของลําดับเรขาคณิตตอไปน้ี ...,1,
2
1

,
4
1  

(6) พจนทั่วไปของลําดับเลขคณิต ที่มีพจนที่ 4 เปน 20  และพจนที่ 16 เปน 56  คืออะไร 
(7) ลําดับเลขคณิตมีผลบวกพจนที่ 2 กับพจนที่ 13 เปน 0  และผลบวกพจนที่ 4 กับพจนที่ 8 
เปน 12  จงหาสี่พจนแรกของลําดับน้ี 
(8) ถาพจนที่ 7 ของลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราสวนรวมเทากับ 2 คือ 128  จงหาสองพจนแรก 
(9) หาสี่พจนแรกของลําดับเรขาคณติทีมี่อัตราสวนรวมเปนบวก และ 8aa 21 =+ , 

72aa 43 =+  
(10) [Ent’41] ให w,z,y,x  เปนพจน 4 พจนเรียงกันในลําดับเรขาคณิต ถา 6zy =+  และ 

12wz −=+  จงหาคาสัมบูรณของพจนที่ 5 ของลําดับน้ี 
(11) ลําดับเลขคณิต ...,12,16,20  มีเลข 96−  อยูหรือไม ถามีใหบอกวาเปนพจนที่เทาใด 
(12) พจนที่เทาใดของลําดับเลขคณิต ...,11,7,3  มีคา 75  
(13) [Ent’40] พจนแรกที่เปนจํานวนเต็มลบของลําดับเลขคณิต ...,146,164,182,200  มี
คาตางจากพจนที่ 10 อยูเทาใด 
(14) [Ent’39] จงหาคา m ซ่ึงเปนจํานวนเต็มที่นอยที่สดุ ที่ทําใหพจนที่ m ของลําดับเลขคณิต 

...,8,5,2  มีคามากกวา 000,1  
(15) ใหหาลําดับเรขาคณิต ที่มีผลบวกของสามพจนแรกเปน 3−  และผลคูณเปน 8  
(16) ถา 9p6,p5,p +  เปนลําดับเลขคณติ จงเขียน 3 พจนถัดไป 
(17) ตองนําจํานวนเทาใดมาบวกทุกพจนของลําดับ 105,20,3  จึงทําใหกลายเปนลําดับ
เรขาคณิต 
(18) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให c,b,a  เปน 3 พจนเรียงกันในลาํดับเรขาคณติ และมีผลคณูเปน 
27  ถา 2c,3b,a ++  เปน 3 พจนเรียงติดกันในลําดับเลขคณิตแลว cba ++  มีคาเทาใด 
(19) จงหาตัวกลางเลขคณิต ตามเงื่อนไขที่กําหนดให 

(19.1) พจนสองพจนระหวาง 7  กับ 16  ที่ทําให 4 พจนน้ีอยูในลําดับเลขคณิต 
(19.2) สี่พจนกลางระหวาง 130  กับ 55  เม่ือลําดับน้ีเปนลําดับเลขคณติ 

(20) จงหาตัวกลางเรขาคณติ ตามเงื่อนไขที่กําหนดให 
(20.1) พจนกลางสี่พจนของลําดับเรขาคณิตที่อยูระหวาง 3  กับ 96  

(20.2) พจนสามพจนระหวาง 
3
4  กับ 

64
27  ที่ทําให 5 พจนน้ีอยูในลําดับเรขาคณิต 

(21) ลําดับหน่ึงมีรูปทั่วไปเปน n 1 n2a a 3+ = +  และมีพจนที่ 5 เปน 5  จงหาคา 3 6a a+  
(22) เศรษฐี 3 คนแยงกันประมูลสินคา โดยจะเสนอราคาสูงขึ้นเปน 2 เทาเสมอ และผลัดกัน
เสนอราคาทีละคนโดยไมแซงคิวกัน หากเศรษฐีคนที่ 1 เริ่มประมูลโดยเสนอราคา 1 ลานบาท 
ถามวาใครจะเสนอราคาเกิน 250 ลานบาทเปนคนแรก 
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ลิมิตของลําดับอนันต 
•  หากตองการทราบวา ในลาํดับ (อนันต) ลําดับหน่ึงน้ัน ถา n  ยิ่งมากขึ้นจนเขาใกล ∞  
( ∞→n ) แลว คาของ na  จะเขาใกลคาใด ( ?an → ) เราเรียกวา การหาลิมิตของลําดบั 
น่ันเอง และคาที่ไดน้ีเรียกวา ลิมิต (limit)  
 

ลําดับ 
n

n 2
1

a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  หรือ ...,

8
1

,
4
1

,
2
1  พบวา เม่ือ n  มากขึ้นจนเขาใกล ∞  แลว คาของ na  

จะเขาใกล 0  จึงกลาววา “ลิมิตของลําดับน้ีเทากับ 0 ” และเขียนดวยสัญลกัษณ 0alim nn
=

∞→
 

 
•  ลําดับที่หาคาลิมิตได เรียกวา ลําดับลูเขา (Convergent Sequence) 
และลําดับที่ไมมีลิมิต หรือหาคาลิมิตไมได จะเรียกวา ลําดับลูออก (Divergent Sequence) 
เชน ลําดับ ...,4,3,2,1  ถา ∞→n  แลว ∞→na  ดวย แสดงวา nn

alim
∞→

 หาคาไมได 
สวนลําดับ ...,3cos,2cos,cos πππ  พบวาเปน 1−  กับ 1 สลับกันไปตลอด ไมไดเขา
ใกลคาใดคาหนึ่งเลย แสดงวา nn

alim
∞→

 ไมมีคา หรือ ลําดับน้ีไมมีลิมิต 
 
•  การหาคาลิมิต สามารถใชสมบัติการกระจาย แจกแจงไดทุกรูปแบบ ทั้งการบวก ลบ คูณ หาร 
ยกกําลัง ถอดราก คาสัมบูรณ และอ่ืนๆ ตัวอยางเชน 

42

3

n n8n7
1n2n5

a
−

−+
=         จะได ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−+

=
∞→∞→∞→ 8

lim
n8n7

1n2n5
limalim

2

43

n
7

n
1

n
2

n
5

n42

3

nnn
 

         0
80

000
=

−
−+

=  

 
ขอสังเกต 
1. ลําดับใดๆ 

)n(Q
)n(P

lim
n ∞→

 เม่ือ P  และ Q  เปนพหุนาม จะมีไดสามกรณี คือ เปนศูนย เม่ือดีกรี P  

นอยกวา Q , เปนสัมประสิทธิต์ัวแรกหารกนั เม่ือดีกรีของ P  และ Q  เทากัน, และหา
คาไมได เม่ือดีกรี P  มากกวา Q  

2. ลําดับเรขาคณิต 
)r(lim n

n ∞→
 เม่ือ r  เปนคาคงที่ จะมีไดสี่กรณี คือ ไมมีลิมิต เม่ือ 1r −≤ , เปนศูนย เม่ือ 

1|r| < , เปน 1 เม่ือ 1r = , และหาคาไมได เม่ือ 1r >  
3. ลําดับเลขคณิต 

ลิมิตหาคาไมไดเสมอ (ยกเวนกรณีที่ 0d = ) 
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โจทย 
(23) ลําดับตอไปน้ีมีคา nn

alim
∞→

 เปนเทาใด 
 (23.1) 1n2an −=    (23.3) π= nsinan  

 (23.2) 
n
1

an =     (23.4) π= ncosan  

(24) ใหหาลิมิตของลําดับตอไปน้ี 

(24.1) 
1n3
3n4

an +
+

=    (24.4) 
8n
4n5

a
5

2

n +
+

=  

(24.2) 
1n5
3nn2

a
2

2

n −
−+

=   (24.5) 
1n3
7n6

a
2

n −
+

=  

(24.3) 
4n5
7n6

a
2n +
+

=    (24.6) 
1n
4n

a
7

n +
+

=  

(25) ใหหาคาลิมิตของ na  เม่ือ 

 (25.1) 
3

3

n )1n3(
n3n21

a
+
−−

=   (25.4) 
!)1n(
!n)1n2(

an +
+

=  

 (25.2) 
1n

1n
an

−

+
=    (25.5) 

5

n 1n3
5n

a ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=  

 (25.3) 3na 2
n −=  

(26) จงหาคา 

 (26.1) ( )n1
2

n

2
lim

3→ ∞

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (26.2) 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
∞→ n

n2

2

2

n 5
4

1
n3

1n4n2
lim  

 (26.3) ลิมิตของลําดับ ...,333,33,3  

(27) [Ent’41] ถา 
1n3
1nn

a
2

2

n +
++

=  และ 
95
52

b
n

nn

n +
−

=  แลว ลิมิตของลําดับที่มีพจนที่ n เปน 

nnnn baba +−  มีคาเทาใด 

(28) [Ent’38] สําหรับจํานวนเต็มบวก n  ใดๆ ให ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=
1nn/1

nn/1
Mn  และ 

)M(deta nn =  แลว nn
alim

∞→
 มีคาเทาใด 

 
อนุกรม (Series) 
•  อนุกรม คือผลบวกของแตละพจนในลําดับ 
อนุกรมที่พบบอยคือ อนุกรมเลขคณติ (Arithmetic Series) และอนุกรมเรขาคณติ (Geometric 
Series) เชน ลําดับเลขคณติ ...,17,13,9,5  เปนอนุกรมเลขคณติ ...171395 ++++  
ลําดับเรขาคณิต ...,16,8,4,2  เปนอนุกรมเรขาคณติ ...16842 ++++  
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•  ในทํานองเดียวกัน อนุกรมจํากัด (finite series) เกิดจากลําดับจํากัด และอนุกรมอนันต 
(infinite series) เกิดจากลําดับอนันต  
 

•  คาของอนุกรมสามารถเขียนเปนสัญลักษณ ∑
=

n

1i
ia  ได เชน ลาํดับ 

n
1

an =  หรือ 

...,
4
1

,
3
1

,
2
1

,1      จะเขียนเปนอนุกรมไดวา ...
4
1

3
1

2
1

1 ++++  มีคาเทากบั ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1i i
1  

•  “ผลบวกยอย (partial sum) n พจนแรก” ของอนุกรม จะใชสัญลักษณ ∑
=

=
n

1i
in aS  

ดังน้ัน คาของอนุกรมอนันตก็คือ i nn
i 1

S a lim S
∞

∞ → ∞
=

= =∑  

 
สมบัติของ ∑ 

∑ ∑∑

∑∑

∑

= ==

==

=

±=±•

⋅=•

⋅=•

n

1i

n

1i
ii

n

1i
ii

n

1i
i

n

1i
i

n

1i

ba)ba(

akak

knk

      
2n

1i

3

n

1i

2

n

1i

2
)1n(n

i

6
)1n2()1n(n

i

2
)1n(n

i

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=•

++
=•

+
=•

∑

∑

∑

=

=

=

 

 
โจทย 

(29) ถา 1x3)x(f +=  และ 3u1 = , 2u2 = , 1u3 = , 5u4 =  จงหาคา ∑
=

4

1i
ii )u(fu  

(30) จงเขียนอนุกรมตอไปน้ีโดยใชสัญลกัษณ ∑ 
 (30.1) 5150...54433221 ⋅++⋅+⋅+⋅+⋅  

 (30.2) 
n2
1

...
6
1

4
1

2
1

++++  

 (30.3) +++++ ...15731 พจนที่ n  
 (30.4) qp2p1pp ra...rarara +++ ++++  

 (30.5) ...
6
1

5
1

4
1

+++  

(31) หาคาของอนุกรมตอไปน้ี 
 (31.1) 50...4321 +++++  
 (31.2) 22222 10...4321 +++++  
 (31.3) 33333 7...4321 +++++  
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   158 

(32) ใหหาคาของอนุกรมตอไปน้ี  

 (32.1) ∑
=

−
4

1i

2 )3i(i    (32.3) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+6

2k 1k
4k  

 (32.2) ∑
=

+
3

1n

2 )3n(  

(33) [Ent’มี.ค.42] ถา 1x)x(f −=  แลว ∑
=

30

10n

2)n)(fof(  มีคาเทาใด 

(34) จงหาคา 
 (34.1) ผลบวก 10 พจนแรก ของอนุกรม )1n(n...433221 +++⋅+⋅+⋅  
 (34.2) 10S  ของอนุกรม ...963852741 +⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅  

(34.3) 8S  ของอนุกรม 2222 )1n(n...433221 +++⋅+⋅+⋅  
(34.4) 20S  ของอนุกรม )n...321(...)321()21(1 +++++++++++  

(35) [Ent’39] สําหรับแตละจํานวนเต็ม 4n ≥  จงหาคาลิมิตของ 
3333

4

n...321
1n

++++
+  

(36) [Ent’มี.ค.43] ถาลําดับเลขคณติ ...,a,a,a 321  มีพจนที่ 10 และพจนที่ 15 เปน 19−

และ 34−  ตามลําดับแลว ∑
=

+
20

1i
i )i2a(  มีคาเทาใด 

(37) [Ent’ต.ค.42] ให a  เปนจํานวนจริง กําหนดพจนที่ n  ของอนุกรมคือ 
a1

a)2n(1
−
−+  ถา

พจนที่ m  คือ 
a1

a381
−

+  แลวผลบวก m  พจนแรกของอนุกรมมีคาเทาใด 

 
คาของอนุกรม 
1. อนุกรมเลขคณิต 

•  [ ]∑
=

=−+=
n

1i
1n d)1i(aS  )aa(

2
n

n1+  หรืออาจเขียนเปน ∑ เพ่ือคํานวณคา 

•  ∞S  หาคาไมไดเสมอ (ยกเวนอนุกรม 0 + 0 + 0 + 0 +…) 
2. อนุกรมเรขาคณิต 

•  
n

(i 1)
n 1

i 1

S a r −

=

⎡ ⎤= =⎣ ⎦∑  
r1

)r1(a n
1

−
−  

•  ∞S  หาคาไดก็เม่ือ 1|r| <  เทานั้น และคาที่ไดคือ =∞S  
r1

a1

−
 

3. อนุกรมใดๆ ที่ไมใชสองแบบขางตน จะมีวิธีคํานวณตางๆ กันไป 
ขอสังเกต อนุกรมใดๆ จะหาคา ∞S  ได ก็ตอเม่ือ nn

lim r 1
→ ∞

<  และ nn
lim a 0

→ ∞
=  เทานั้น 

หมายเหตุ อนุกรมที่หาคา ∞S  ได เรียกวา อนุกรมลูเขา (Convergent Series) และอนุกรมที่หา
คา ∞S  ไมได เรียกวา อนุกรมลูออก (Divergent Series)  
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โจทย 
(38) ใหหาผลบวกยอย 18 พจนแรก ของอนุกรม ...1062 +++  

(39) ใหหาผลบวกยอย 8 พจนแรก ของอนุกรม ...21
2
1

+++  

(40) จงหาคาของ 101...531 ++++  
(41) ลําดับเลขคณิต มีผลตางรวมเปน 4 และมีพจนที่ 13 เปน 51 จงหาผลบวก 10 พจนแรก 
(42) อนุกรมเลขคณติมีพจนที่สิบเปน 20  พจนที่หาเปน 10  จงหาผลบวกยอย 8a  ถึง 15a  
(43) อนุกรมเรขาคณิตมีคา 80a3 =  และ 65S3 =  จงหาพจนแรก และอัตราสวนรวม 
(44) อนุกรมเรขาคณิตมีพจนแรกเปน 160  และอัตราสวนรวมเปน 2/3  ถาผลบวก n พจน
แรกเปน 110,2  แลว จงหาคา n 
(45) [Ent’ต.ค.43] ให ,...20,x,5  เปนลําดับเลขคณติที่มีผลบวกของ 12 พจนแรกเปน a  
และ ,...20,y,5  เปนลําดบัเรขาคณติทีมี่พจนที่ 6 เปน b  โดยที่ 0y <  แลวจงหา ba +  

(46) [Ent’40] 3a+ ,a , 2a−  เปนลําดับเรขาคณิตที่มีอัตราสวนรวมเปน r  จงหาคา ∑
∞

=

−

1n

1nra  

(47) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวกที่ทาํให ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม
เลขคณติ ...23157 +++  มีคาเทากับ 217  แลว 8n21nn 2/)2...22( +++ +  มีคา
เทากับเทาใด 
(48) [Ent’36] จํานวนเต็มบวก m  ซ่ึงมากที่สุด ที่ทําใหอนุกรม 

...
2

1
2

1
2

1
2
1

3m2m1mm
+−+−

+++
 มีผลบวกมากกวา 01.0  คือเทาใด 

(49) ใหหาผลบวก n พจนแรก ของอนุกรม ...4444444444 ++++  
[Hint : ทําเปนเลข 9 ทุกตวักอน] 

(50) จงหาคาของอนุกรมเรขาคณิตตอไปนี้ 

 (50.1) ...
32

3
...

18
1

6
1

2
1

n
+

⋅
++++  

 (50.2) ...
2
)1(

...
8
1

4
1

2
1

n

1n

+
−

+−+−
+

 

 (50.3) ...10...1.0110100 n3 ++++++ −  

 (50.4) ...
9
8

3
4

23 ++++  

 (50.5) ...
4
3

2
3

36 +−+−  

(50.6) 
2 3

1 1 1
1 ...

0.9 (0.9) (0.9)
+ + + +  

(51) ชายคนหนึ่งเดินลากทอนไมไปตามแนวราบ กาวแรกเขาเดินไดระยะทาง 0.5 เมตร และ
ดวยความลาทําใหกาวถัดไปไดระยะทางเพียง 80% ของกาวกอนหนาเสมอ ถามวาเม่ือเขาเดิน
ครบ 10 กาว จะอยูหางจากจุดเริ่มตนเทาใด และถาปลอยใหเดินไปเรื่อยๆ จะไดระยะทางเทาใด 
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(52) จงหาคา x  ที่ทําให 4...xx1 2 =+++  

(53) [Ent’39] ถาอนุกรม 
x 2x

x x 2

2 2
1 ...

1 2 (1 2 )
+ + +

+ +
 มีผลบวกเทากบั 9  แลว 

จงหาคาผลบวกของอนุกรม ...)x(log)x(logxlog 3
2

2
22 −+−  

(54) [Ent’36] ถา n  เปนจํานวนเต็มบวกซึง่ทําให 
21n2log...2log2log1 2

222 n3 −=++++  แลว 
n2 2...221 ++++  มีคาเทาใด 

(55) [Ent’41] ถา ...,a,a 21  เปนลําดับคอนเวอรเจนต มีลิมิตเปน 1 แลว อนุกรม 

∑
∞

=
+ −+

1n
n1n1 )aa(a  มีผลบวกเปนเทาใด 

(56) จงหาคา 

 (56.1) ...
)3n2)(1n2(

1
...

97
1

75
1

53
1

+
++

++
⋅

+
⋅

+
⋅

 

 (56.2) 30S  ของ ...
)1n2)(1n2(

1
...

75
1

53
1

31
1

+
+−

++
⋅

+
⋅

+
⋅

 

 (56.3) nS  ของ ...
1n

n
log...

4
3

log
3
2

log
2
1

log +
+

++++  

 (56.4) 
2 4 2n

1 1 1

a a a

log m log m ... log m ...+ + + +  

(57) [Ent’35] เราทราบวา 
1n

1
n
1

)1n(n
1

+
−=

+
 ดังน้ันอนุกรม ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
1n

n )1n(n
3

2
5  มี

ผลบวกเทาใด 
(58) จงหาคา 

(58.1) nS  ของ 
n

1 3 5 7 2n 1
... ...

2 4 8 16 2
−

+ + + + + +  

 (58.2) ...
2

1n
...

8
5

1
2
3

2
1n

+
+

+++++
−

 

(59) อนุกรมตอไปน้ีเปนอนุกรมลูเขาหรือลูออก และถาลูเขาใหหาคาอนุกรมดวย 

 (59.1) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1n

n

!n
10    (59.3) ∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

1i
2

2

7i2
6i5  

 (59.2) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1n
n

2

2
n  

(60) เขียนจํานวนตอไปน้ีในรูปเศษสวน 
 (60.1) ...212121.0    (60.3) ...256256.7  
 (60.2) ...61041041.0   (60.4) ...9999.2  
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เฉลย         (ตัวอยาง) 
2n

2n 1

n
a

−
= , n)1(− , n)1( 1n−− , 1)1n(n 2−+    (1.1) 16,8,4,2    

(1.2) 14,10,6,2    (1.3) 1 1 1 1
, , ,

2 4 8 16
   (1.4) 1 2 3 4

, , ,
4 9 16 25

− −    (2.1) 
n 1

1

2

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

(2.2) 
2

1

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.3) 32 1n −+   (2.4) 
n 1

3

10 −
  (2.5) )1n(n +   (3.1) เลขคณิต, n318−    (3.2) 

เรขาคณิต, n2   (3.3) เลขคณิต, 2n2x −+   (3.4) เลขคณติ, 2logn   (3.5)เรขาคณิต, 
n

1

2
( 20) −⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (3.6) เลขคณิต, n4    (3.7) เปนทั้งเลขคณิตและเรขาคณิต, 3an =    (4) 

5.12,5.5,5,5.4    (5) 172,8,4,2    (6) 8n3 +    (7) 26,22,18,14    (8) 4,2    (9) 
54,18,6,2    (10) 48    (11) มี, พจนที่ 30   (12) พจนที่ 19   (13) 54    (14) 334    

(15) 
n

8

( 2)−
 หรือ 

n( 2)

2

−    (16) 63,51,39    (17) 5
4

   (18) 13    (19.1) 13,10    

(19.2) 70,85,100,115   (20.1) 48,24,12,6   (20.2) 3 9
,

4 16
1,  หรือ 3 9

,
4 16

1, −−    

(21) 15    (22) คนที่ 3   (23) 15    (23.1) หาคาไมได   (23.2) 0    (23.3) 0    (23.4) 1   

(24.1) 4

3
   (24.2) 2

5
   (24.3) 0    (24.4)0    (24.5) หาคาไมได  (24.6) หาคาไมได  (25.1) 

9
1

−    (25.2) 1   (25.3) หาคาไมได  (25.4) 2    (25.5) 
5

1

3
   (26.1) 2

3
   (26.2) 4

9
   (26.3) 

9    (27) 1   (28) 2    (29) 128    (30.1) ∑
=

+
50

1i

)1i(i    (30.2) 
n

i 1

1

2i=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑    (30.3) 

∑
=

−
n

1i

i )12(    (30.4) ∑
+

=

−+
1q

1i

1ipra   (30.5) 
i 1

1

i 3

∞

= +
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑   (31.1) 275,1    (31.2) 385    (31.3) 

784   (32.1) 10   (32.2) 23    (32.3) 
12
197    (33) 128,9   (34.1) 440   (34.2) 480,7    

(34.3) 740,1  (34.4) 
20

i 1

i(i 1)

2
1,540

=

+
=∑  (35)4  (36)10  (37) 40 740 a

1 a

+

−
 (38) 

648   (39) 5.117   (40) 601,2   (41)210    (42) 184    (43) 4,5 −  หรือ 4

3
45, −    

(44) 5   (45) 395   (46) 18   (47) 5.127   (48) 6   (49) n4 10
(10 1) n

9 9
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (50.1) 

3

4
   (50.2) 1

3
   (50.3) 1,000

9
   (50.4) 9    (50.5) 4    (50.6) ลูออก   (51) 2.23  และ 

2.5   (52) 3

4
   (53) 2

2

log 3

1 log 3+
   (54) 255    (55) 1  (56.1) 1

6
  (56.2) 30

61
  (56.3) 

)1n(log +−   (56.4) ลูออก   (57) 2    (58.1) 
n

2n 3

2
3

−
−    (58.2) 6    (59.1) ลูออก  

(59.2) 6   (59.3) ลูออก   (60.1) 20

99
   (60.2) 3,049

4,995
   (60.3) 3,592

495
   (60.4) 3  
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ลิมิตและความตอเน่ือง (Limit & Continuity) 
 
ลิมิตของฟงกชัน 
•  ในฟงกชัน y f (x)=  ใดๆ การพิจารณาวา เม่ือ x  มีคาเขาใกลคาจํานวนจริงคาใดคาหนึ่ง 
(เชน เขาใกล a ) แลว คาของ y  หรือ f (x)  จะเขาใกลคาใด น้ันเรียกวา “การหาลิมิตของ y  
หรือ f (x) ” และคาลิมิตที่ไดจะเขยีนเปนสัญลักษณวา 

x a
lim y

→
 หรือ 

x a
lim f (x)

→
 

•  เชน ฟงกชัน y f (x) x 3= = +  พบวา เม่ือ x  มีคาเขาใกล 5  (ไมวา x  จะมากกวาหรือ
นอยกวา 5 ) แลว y  จะมีคาเขาใกล 8  ดังน้ันจึงเขียนเปนสญัลักษณ 

x 5
lim f (x) 8

→
=  

 
•  ทฤษฎบีทเกีย่วกับลิมิต 

    

x a

x a

n n

x a

x a x a

lim c c

lim x a

lim x a

lim c f (x) c lim f (x)

→

→

→

→ →

=

=

=

=

            

n n

x a x a

n n
x a x a

x a x a x a

x a x a x a

x a x a x a

lim [f (x)] [lim f (x)]

lim f (x) limf (x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

lim [f (x) g(x)] lim f (x) lim g(x)

→ →

→ →

→ → →

→ → →

→ → →

=

=

± = ±

⋅ = ⋅

÷ = ÷

 

 
•  การหาคาลิมิตของฟงกชันน้ัน มีรายละเอียดยอย 2 แบบ คือ ลิมิตซาย (Left-handed limit) 
ซ่ึงหาไดจากกรณีที่ x  มีคาเขาใกล a  ทางดานซาย (หรือ x a< ) และ ลิมิตขวา (Right-
handed limit) ซ่ึงหาไดจากกรณีที่ x  มีคาเขาใกล a  ทางดานขวา (หรือ x a> ) สัญลักษณที่
ใชแทนลิมิตซายและลิมิตขวา คือ 

x a
lim f (x)

−→
 กับ 

x a
lim f (x)

+→
 ตามลําดับ 

•  ฟงกชันใดๆ จะมีคา 
x a
lim f (x) L

→
=  ก็ตอเม่ือ 

x a x a
lim f (x) lim f (x) L

− +→ →
= =  เทานั้น 

 
โจทย 
(1) จากกราฟ จงหาคา 

x 1
lim f (x)

→ −
 และ 

x 1
lim f (x)

→
 

 (1.1)     (1.2)  
 
 
 
 
 
(2) จงหาคาของ 

x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ 

 (2.1) f (x) 1 x= +    (2.2) 3 2f (x) x 2x x= + +  
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(3) จงหาคาของ 

 (3.1) 
2

x 1

x 1
lim

x 3→

⎛ ⎞+
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (3.3) 
x 1

x
lim

x 1→

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (3.2) 2

x 3
lim x x

→
+  

(4) จงหาคาของ 

 (4.1) 
x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ x 1,   x 2

f (x)
2,     x 2
+ ≤⎧

= ⎨
>⎩

 

 (4.2) 
x 3
lim f (x)

→
 เม่ือ x 2,   x 3

f (x)
x 5,   x 3

+ ≥⎧
= ⎨

− <⎩
 

 (4.3) 
x 4
lim f (x)

→
 เม่ือ x 5 ,   x 4f (x)

2x 5,   x 4

⎧ + ≥⎪= ⎨
− <⎪⎩

 

 (4.4) 
x 3
lim f (x)

→
 และ 

x 4
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2x ,   x 3
f (x)

2x ,   x 3

⎧ <
= ⎨

≥⎩
 

(5) จงหาคาของ 
2 2

h 0

[(x h) 1] (x 1)
lim

h→

⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(6) [Ent’39] จงหาคา 
x 2
lim f (x)

−→
, 

x 2
lim f (x)

+→
, และ 

x 2
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2(x 2)
f (x)

x 2
−

=
−

 

(7) [Ent’41] กําหนดให 
2x 9

f (x)
x 3

−
=

−
 จงหาคา 

x 3
lim f (x)

→ −
 และ 

x 3
lim f (x)

→
 

* (8) [Ent’มี.ค.43] 
2x ,   x 1   

f (x) x-1,  0 x 1
 0,   x 0

⎧ >
⎪= < ≤⎨
⎪ ≤⎩

   จงหาคา 2

x 0 x 1

f (x 1)
lim f (x ) lim

x 2− +→ →

−⎡ ⎤+ ⎢ ⎥+⎣ ⎦
 

 
 

ลิมิตของฟงกชันในรูปแบบยังไมกําหนด ( 0
0

) 

•  ตัวอยางตอไปน้ี จะพบวาไมสามารถหาลิมิตดวยทฤษฎีบทไดในทันที เพราะจะใหผลเปน 0
0

 

ซ่ึงเรียกวา รูปแบบยังไมกาํหนด (indeterminate form) คือยังสรุปไมไดวาคาลิมิตเปนเทาใด  

ตัวอยาง หาคา 
x 3
lim f (x)

→
 เม่ือ 

2x 9
f (x)

x 3
−

=
−

 

วิธีคิด  
2

x 3 x 3 x 3

x 9 (x 3)(x 3)
lim lim lim (x 3) 6

x 3 x 3→ → →

− + −
= = + =

− −
 

เทคนิคการคํานวณที่ใชคือ พยายามให x 3−  ในเศษและสวนมาตัดกัน เพ่ือไมใหเหลือตัว
ประกอบในเศษและสวนเปนเลข 0  (ในตัวอยางใชวิธีแยกตัวประกอบ แตนอกจากนี้ยังมีอีก
หลายเทคนคิ เชนการนําพหุนามมาคูณทั้งเศษและสวน อาจเปนสังยุค (conjugate) หรืออ่ืนๆ 
แลวแตความเหมาะสม) 
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O 

   y 

    x 3 

   6 •  สาเหตุที่เราสามารถกําจัด x 3−  ทั้งเศษและสวนได 
ก็เพราะการหาลิมิตน้ันไมไดคํานึงถึงตําแหนงที่ x 3=  
อยูแลว จะเห็นวาตวัอยางนี้แม f (3) จะหาคาไมได แต 

x 3
lim

→
 ก็ยังหาคาได (เทากับ 6 ) (ดูกราฟประกอบ) 

 
โจทย 
(9) หาคาของลิมิตตอไปน้ี 

 (9.1) 
2

x 2

x 4
lim

x 2→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (9.3) 
2

2x 1

x 2x 3
lim

x 4x 3→ −

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

 (9.2) 
2

2x 2

x 4
lim

x x 6→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

   (9.4) 
2 2x a

x a
lim

x a→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(10) หาคาของลิมิตตอไปน้ี 

 (10.1) 
x 1

1 x
lim

1 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (10.4) 
x 0

2x
lim

x 9 3→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

 (10.2) 
x 1

x 1
lim

2 x 3→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

  (10.5) 
x 0

x 1 1
lim

x→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 (10.3) 
x 3

x 2 1
lim

x 3→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (10.6) 
2x 2

x 2
lim

x 2x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(11) [Ent’มี.ค.44] 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 มีคาเทากับเทาใด 

(12) จงหาคาของ 

 (12.1) 
3

2x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (12.3) 
x 8 3

1 x 3
lim

2 x→ −

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 (12.2) 
3

x 2

x 1 1
lim

x 2→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (12.4) 
4

x 1 3

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(13) [Ent’38] จงหาคา 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
+  เม่ือ 

1x
,   x 1

1 x
f (x)

1-x
,   x 1

1 x

−⎧
<⎪

−⎪= ⎨
⎪ >⎪ −⎩

 

 
หมายเหตุ การหาลิมิตในรปูแบบยังไมกาํหนด เราจะไดศึกษาวธิีการคํานวณอีกแบบซึ่งงายขึ้น 
เรียกวา กฎของโลปตาล ( ˆL'Hopital's Rule ) ในบทถัดไป (อนุพันธของฟงกชัน) 
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ความตอเน่ืองของฟงกชนั 
•  การพิจารณาความตอเน่ืองของฟงกชัน ณ จุดใดๆ ก็คือการบอกวากราฟของฟงกชันขาด
ตอนที่จุดนั้นหรือไม โดยสําหรับฟงกชัน f (x)  ใดๆ จะตอเน่ืองที่ x = a ก็ตอเม่ือ 

x a x a
lim f (x) f (a) lim f (x)

− +→ →
= =  เทานั้น (และตองหาคาไดทั้งสามตัว) 

 
•  นิยามของ ความตอเน่ืองบนชวง 
1. ฟงกชัน f (x)  ตอเน่ืองบนชวงเปด (a,b)  ก็ตอเม่ือ f (x)  ตอเน่ืองทุกๆ จุดในชวง (a,b)  
2. ฟงกชัน f (x)  ตอเน่ืองบนชวงปด [a,b] ก็ตอเม่ือ f (x)  ตอเน่ืองบนชวง (a,b) , ตอเน่ือง
ทางขวาของ a  [

x a
f (a) lim f (x)

+→
= ], และตอเน่ืองทางซายของ b  [

x b
f (b) lim f (x)

−→
= ] 

 
โจทย 
(14) ฟงกชันตอไปน้ี มีความตอเน่ืองที่ x 2=  หรือไม 

(14.1) 
3x 8

f (x)
x 2

−
=

−
   (14.2) 

2x 4
,   x 2

f (x) x 2
4,      x 2

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

  

(15) ฟงกชันตอไปน้ีมีความตอเน่ืองที่จุดใดบาง 

 (15.1) 
2x x

,   x 0
f (x) x

 1,       x 0

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 (15.3) 
x

,   x 0h(x) x
2,   x 0

⎧
⎪ ≠= ⎨
⎪ =⎩

 

 (15.2) 
2x 9

,   x 3
g(x) x 3

2,      x 3

⎧ −
≠⎪= −⎨

⎪ =⎩

 

(16) ฟงกชัน f (x) x 1= +  ตอเน่ืองที่ x 1= −  หรือไม 

(17) [Ent’มี.ค.42] กําหนดให 
2

-3/2,      x 1  

2x x-1
,  - 1 x 1

2(x 1)f (x)

1- x
 ,     x 1

1-x

≤ −⎧
⎪ +⎪ < ≤⎪ += ⎨
⎪
⎪ >
⎪⎩

 แลว ขอความใดถูกบาง 

 ก. f  ตอเน่ืองที ่x 1= −   ข. f  ตอเน่ืองที่ x 1=  

(18) [Ent’ต.ค.41] กําหนดให 

1
 ,    0 x 1
3x 1
    1,      x 1f (x)

2- 5 x
,  x 1  

x-1

⎧ < <⎪ +⎪⎪ == ⎨
⎪ −⎪ >
⎪⎩

 แลว ขอความใดถูกบาง 

 ก. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
=   ข. f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 1=  
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(19) จงหาคา a  ที่ทําใหฟงกชัน 2

3x a,   x 2
f (x) x 4

,   x 2
x 2

+ =⎧
⎪= −⎨ ≠⎪ −⎩

   มีความตอเน่ืองที่ x 2=  

(20) จงหาคา b  ที่ทําใหฟงกชัน 
21 x ,   x ( ,1)

f (x)
x b,    x [1, )

⎧ − ∈ −∞
= ⎨

+ ∈ ∞⎩
  เปนฟงกชันตอเน่ือง 

(21) จงหาคา b  ที่ทําให 
2

  2,            x 1

x 5
,   1 x 2f (x)

x 2 b

  x 5,        x 2

≤⎧
⎪ −⎪ < <= ⎨ − −⎪
⎪ − ≥⎩

   ตอเน่ืองที่ x 2=  

และถามวา คา b  ที่ไดน้ีทําให f (x)  ตอเน่ืองที่ x 1=  หรือไม เพราะเหตุใด 

(22) ถาฟงกชนั 
ax,   x 1

f (x)  4,    x=1
x b,  x 1

<⎧
⎪= ⎨
⎪ + >⎩

 ตอเน่ืองที่จุดซึ่ง x 1=  แลว จงหาคา a, b  

(23) จงหาคา h, k  ในแตละขอ เม่ือฟงกชันที่กําหนดใหน้ีมีความตอเน่ืองบนชวง [1,3] 

(23.1) 

2

2

(x 2)
,  x 2

x 4
f (x)  h,        x 2

 2x k ,   x 2

⎧ −
>⎪ −⎪= ⎨ =⎪

⎪ + <⎩

  (23.2) 2

h,      x 1
x 1

,  1 x 3f (x)
x 4x
   k ,      x 3

=⎧
⎪ −⎪ < <= ⎨ −⎪
⎪ =⎩

 

(24) [Ent’37] กําหนดให 
3 2

2

x 2x x 2
f (x)

x 1
− − +

=
−

 ถาตองการให  f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบน

เซตของจํานวนจริงแลว จะตองนิยามเพิ่มเติมให f ( 1)−  และ f (1) มีคาเทาใด 

(25) [Ent’ต.ค.42] กําหนดให f  เปนฟงกชันตอเน่ือง โดยที่ 
3 2

2

x x 4x 4
f (x)

4 x
− − +

=
−

 เม่ือ 

x 2≠ ±  และ f (2) a, f ( 2) b= − =  แลว a  และ b  มีคาเทาใด 
 
  
เฉลย   (1.1) 1− , ไมมี  (1.2) 0 , ไมมี  (2.1) 3   (2.2) 18   (3.1) 1−   (3.2) 12   (3.3) 
หาคาไมได   (4.1) ไมมี   (4.2) ไมมี   (4.3) 3    (4.4) ไมมี, 8    (5) 2x    (6) 1− , 1, ไมมี   
(7) 0 , ไมมีลิมิต    (8) 4/3−    (9.1) 4    (9.2) 4/5    (9.3) 2−    (9.4) 1/2a    (10.1) 
1/2    (10.2) 4−    (10.3) 1/2    (10.4) 12    (10.5) 1/2    (10.6) 1/4 2    (11) 1/2    
(12.1) 3/2    (12.2) 1/3    (12.3) 2−    (12.4) 3/4    (13) 0 ( 2) 2+ − = −    (14.1) ไม
ตอเน่ือง เพราะไมมี f (2)    (14.2) ตอเน่ือง   (15.1) ทุกจุดยกเวนที่ x 0=    (15.2) ทุกจุด
ยกเวนที่ x 3=    (15.3) ทุกจุดยกเวนที่ x 0=    (16) ตอเน่ือง   (17) ก.ถูก และ ข.ถูก   
(18) ก.ถูก และ ข.ผิด   (19) 2−   (20) 1−   (21) 3 , ไมตอเน่ืองที่ x 1=  เพราะลิมิตซายไม
เทากับขวา (22) 4, 3   (23.1) 0, 4−   (23.2) 2/3, 4/3− −    (24) 3, 1− −    (25) 1, 3−  
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อนุพันธของฟงกชัน (Derivative) 
 
อัตราการเปลี่ยนแปลง 
ในฟงกชัน y f (x)=  ใดๆ เราพิจารณาหา “อัตราการเปลี่ยนแปลงของคาฟงกชัน” ไดดังน้ี 
 ที่จุด 1x x=      จะได 1y f (x )=  
 ที่จุด 2 1x x x h= = +     จะได 1y f (x h)= +  
ดังน้ัน อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  ในชวง 1x  ถึง 1x h+  คือ 

1 1 1 1

1 1

f (x h) f (x ) f (x h) f (x )y
x (x h) (x ) h

+ − + −∆
= =

∆ + −
 

หรือ “อัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  (ในชวง x  ถึง x h+  ใดๆ)” คือ 
f (x h) f (x)

h
+ −  หรือ y

x
∆
∆

 

และเม่ือเราบบีชวง h  ใหแคบลงจนใกล 0  ก็จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลง ณ จุด x  ที่กําหนด 
ฉะนั้น  “อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  (ที่จุด x  ใดๆ)” คือ 

h 0

f (x h) f (x)
lim

h→

+ −  หรือ 
x 0

y
lim

x∆ →

∆
∆

 

(ไมสามารถแทน h 0=  ลงไปตรงๆ ได เพราะจะเปน 0
0

 จึงตองใชลิมิตชวยในการคํานวณ) 

 
โจทย 
(1) ให 2y x x 1= − +  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลงโดยเฉลี่ยของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง 
x 3=  ถึง 5  
(2) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  
 (2.1)  2y 2x 3x 4= + −   เม่ือ x  มีคาใดๆ 
 (2.2)  2y 3x 7x 1= + +  ที่จุด x 2=  
(3) ให 2y x=  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลง 

(3.1) โดยเฉลีย่ของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง 1x x=  ถึง 1x x h= +  
(3.2) โดยเฉลีย่ของ y  เม่ือเทียบกับ x  ในชวง x 10=  ถึง 13  
(3.3) ของ y  ทีจุ่ด 1x x=  
(3.4) ของ y  ทีจุ่ด x 10=  

(4) ถา 1
f (x)

x
=  จงหาอัตราการเปลีย่นแปลงเฉลีย่ของ f (x)  เทียบกับ x  

 (4.1) ในชวง x 4=  ถึง x 5=  
 (4.2) ในชวง x 4=  ถึง x 4.5=  
 (4.3) ในชวง x 4=  ถึง x 4.01=  
 (4.4) ที่จุดซึ่ง x 4=  
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(5) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงโดยเฉลี่ยของปริมาตรทรงกลม เทียบกับรัศมี เม่ือรัศมีเปลี่ยน
จาก 2  ถึง 3  หนวย 
(6) จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

(6.1) พ้ืนที่รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกบัความยาวดาน ขณะที่ดานยาว 5  ซม. 
(6.2) พ้ืนที่วงกลมเทียบกบัรัศมี ขณะที่รัศมียาว 10  น้ิว 

(7) ใหหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรกรวยกลมตรง 
 (7.1) เทียบกบัรัศมีฐาน r  เม่ือสวนสูง H คงตัว 
 (7.2) เทียบกบัสวนสูง H เม่ือรัศมีฐาน r  คงตัว 
(8) ในการสูบนํ้าออกจากสระแหงหน่ึง หลังจากสูบได t  นาที จะมีนํ้าเหลืออยูในสระเปน

ปริมาตร Q  ลบ.ม. โดยที่ 2t
Q (12 )

10
= −  จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลง 

(8.1) โดยเฉลีย่ ของปริมาตรน้ําในสระ เทยีบกับเวลา ในชวง t 0=  ถึง t 10=  นาที 
(8.2) ของปริมาตรน้ําในสระ เทียบกบัเวลา ขณะที่ t 10=  นาที 

 
 
อนุพันธของฟงกชัน 
อัตราการเปลีย่นแปลง ของ y f (x)=  ที่จุด x  ใดๆ เรียกอีกอยางไดวา อนุพันธ (Derivative) 

ฉะนั้น อนุพันธของ f (x)  ก็คือ 
h 0

f (x h) f (x)
lim

h→

+ −  น่ันเอง 

นอกจากนั้นยังเปนคา ความชัน (Slope) ของกราฟ y f (x)=  ณ จุดนั้นๆ ดวย 

สัญลักษณที่ใชแทนอนุพันธของ f (x)  ไดแก f (x)′  หรือ dy
dx

 หรือ d
f (x)

dx
 หรือ y′  ก็ได 

สวนสัญลักษณที่ใชเจาะจงตําแหนง เชน อนุพันธที่จุดซึ่ง x 3=  จะใช f (3)′  หรือ 
x 3

dy
dx =

  

 
โจทย 
(9) จงหาอนุพันธของฟงกชัน f (x)  ที่จุด x  ใดๆ และที่จุด x 2=  
 (9.1) 2f (x) 2x=  
 (9.2) 2f (x) x 2x 4= − +  
 (9.3) f (x) 3=  
 (9.4) f (x) 2 3t= −  
(10) ถา 2y x 2x= −  เปนสมการเสนโคง จงหา 

(10.1) ความชันของเสนโคงน้ีที่จุด (2, 6)−  
(10.2) สมการเสนสัมผัสโคง ณ จุดเดียวกันนี้ 

(11) ใหหาสมการเสนสัมผัสโคง 3y x=  ณ จุด ( 1, 1)− −  
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   169 

สูตรในการหาอนุพันธ 
เน่ืองจากการใชลิมิตคํานวณนั้นไมสะดวก จึงไดมีการคิดสูตรในการหาอนุพันธไวดังน้ี 
1. สูตรทั่วไป 

n n 1

d
x 1

dx
d

x nx
dx

−

• =

• =
  

d
c 0

dx
d d

c f (x) c f (x)
dx dx

• =

• =
 

2. การบวกลบคูณหารฟงกชัน 

 [ ]d
f (x) g (x)f (x) g(x)

dx
′ ′• = ±±  

 [ ]d
f (x)g (x) g(x) f (x)f (x) g(x)

dx
′ ′• = +⋅  

 
[ ]2

f (x)d g(x)f (x) f (x)g (x)
g(x)dx g(x)

′ ′−⎡ ⎤• =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3. ฟงกชันคอมโพสิท (กฎลูกโซ; Chain Rule) 

 d dg df
g(f (x))

dx df dx
• = ⋅  

กฎลูกโซจะเขยีนยาวกี่ทอดก็ได เชน dg dg dh df dx
dt dh df dx dt

= ⋅ ⋅ ⋅  

 
โจทย 
(12) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (12.1) f (x) 5=    (12.7) 3 2 2f (x) (3x 4x ) (7x 5)= − + −  
 (12.2) f (x) x=    (12.8) 5 3f (x) x x −= −  
 (12.3) f (x) 3x= −    (12.9) f (x) 1/x=  
 (12.4) 2f (x) 3x= −    (12.10) 2f (x) 2/x=  
 (12.5) 2f (x) x x= +    (12.11) f (x) 6 x=  
 (12.6) 2f (x) 3x 5x 1= − +   (12.12) f (x) 1 /3x x=  
(13) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (13.1) 2 3f (x) (6x 4)(3x 5)= + +  
 (13.2) 4 2f (x) (2x 1)(x x 1)= + + +  

 (13.3) 
2

2

4x 7x 1
f (x)

3x 8
+ +

=
+

 

 (13.4) 
2x 4x 7

f (x)
3x 1
+ +

=
−

 

(14) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (14.1) 2f (x) (x 3)= +  
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 (14.2) 2 3f (x) (x 1)= +  
 (14.3) 3 2 2f (x) (x x 2x 1)= − + +  
 (14.4) 4/5f (x) (1 4x)= −  
(15) ตรวจสอบคําตอบขอ (2), (3.3), (3.4), (4.4), (6), (7), (8.2) โดยใชสตูรในการหาอนุพันธ 
(16) จงหาคา f (x)′  เม่ือกําหนด f (x)  ใหดังน้ี 
 (16.1) f (x) (2x 3)(3x 4)= + −  

 (16.2) 
5 3

2

4x 10x 6x 8
f (x)

2x
− + −

=  

 (16.3) 1 3x
f (x)

1 3x
+

=
−

 

 (16.4) 3f (x) (3x 5)= −  
(17) จงหาคาของ 

 (17.1) 
x 1

dy
dx =

 เม่ือ 2 3y f (x) (2x 1) (3x 2)= = + −  

 (17.2) f (1)′  เม่ือ 
23

2
f (x)

x 2x 3
=

− +
 

 (17.3) ความชันเสนสัมผัสโคง ณ จุดที่ x 1=  เม่ือ 2 2 4f (x) x 8(x 3)= + −  
 (17.4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ f (x)  ณ จุดที่ x 1=  เม่ือ 2f (x) x 1= −  
 
อนุพันธอันดับสูง 

สมมติ 3 2f (x) y x 2x x 5= = − + +  ดังน้ัน หาอนุพันธไดเปน 2dy
f (x) 3x 4x 1

dx
′ = = − +  

หากเราหาอนุพันธของ f (x)′  ตอไปอีก จะเรียกวาเปนอนุพันธ อันดับสูง (Higher Order) 

เชน อนุพันธอันดับสอง คือ 
2

2

d y
f (x) 6x 4

dx
′′ = = −  

อนุพันธอันดับสาม คือ 
3

3

d y
f (x) 6

dx
′′′ = =  

อนุพันธอันดับสี่ คือ 
4

(4)
4

d y
f (x) 0

dx
= =   ... ฯลฯ 

ขอสังเกต 1. การเขียนสัญลักษณ อนุพันธอันดับที่ n  จะเปน 
n

n

d y
dx

 หรือ (n)f (x)  

แตอันดับที่หน่ึง สอง และสาม นิยมใชเครื่องหมายขีด เปน f (x), f (x), f (x)′ ′′ ′′′  
2. ตัวอยางทีย่กมาเปนพหุนามดีกรี 3  จะเห็นไดวา อนุพันธอันดับทีส่ี่ขึ้นไปลวนมีคาเปน 0  
 
โจทย 
(18) ใหหาคาอนุพันธอันดับสูง f (x), f (x)′′ ′′′  และ (4)f (x)  ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (18.1) 4 3 2f (x) x 3x 5x 7x 3= + + − −  
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y

x 

A 
B

C

D
E 

Oa   b     c 
d    e 

 (18.2) 5 4 3f (x) x 3x 4x x 1= + − + −  
(19) จงหาคา f ( 3), f ( 3), f ( 3)′ ′′− − −  เม่ือ 2f (x) x x 3= + −  
(20) หาคา (f g )(1)′′ ′′+  เม่ือ f (x) 2 x= −  และ 2g(x) (1 3x)= −  
(21) จงหา (n)f (x)  เม่ือ f (x) 1/x=  
 
ฟงกชันเพิ่ม ฟงกชันลด และคาสุดขีด 
ความหมายของฟงกชันเพ่ิมคือ เม่ือ x  เพ่ิมขึ้นแลว f (x)  ก็จะเพ่ิมขึ้นดวย หรือกลาววา ความ
ชันเปนบวก สวนฟงกชันลดนั้น เม่ือ x  เพ่ิมขึ้นแลว f (x)  กลับลดลง หรือกลาววา ความชัน
เปนลบนั่นเอง ดังน้ันเม่ือพิจารณารวมกับอนุพันธ f (x)′  ซ่ึงก็เปนความชัน จึงไดกฎวา 
 ชวงที่ f (x) 0′ >  เปนฟงกชันเพ่ิม และชวงที่ f (x) 0′ <  เปนฟงกชันลด 
และเนื่องจากตําแหนงที่ฟงกชันจะเปลี่ยนจากเพิ่มไปลด หรือจากลดไปเพิ่ม จะตองมีการวกกลับ
ของกราฟ ซ่ึงทําใหเกิดจุดยอด (จุดสุดขีด; Extreme Point) ขึ้น สามารถหาโดย f (x) 0′ =  
 จุดสุดขีด จะมีคา f (x) 0′ =  เรียกคา x  ณ จุดนั้นวา คาวิกฤต (Critical Value)  
จุดสุดขีด มีสองแบบ คือจุดสูงสุดและจุดต่ําสุด ถาความชันเปลี่ยนจากลดไปเพิ่ม จะเกิดจุดต่ําสุด 
และถาความชนัเปลี่ยนจากเพิ่มไปลด จะเกิดจุดสูงสุด 
 
หมายเหต ุ1. f (x) 0′ =  ไมไดเปนจุดสูงสุดหรือต่ําสุดเสมอไป อาจเปนจุดเปลีย่นเวาเทานั้น 
เราสามารถพิจารณาใหละเอียดไดจาก อัตราการเปลี่ยนแปลงของความชัน หรือ f (x)′′  

หาก f (x) 0′′ >  แสดงวาความชันเปลีย่นจากลดไปเพิ่ม เกิดจุดต่ําสุด 
หาก f (x) 0′′ <  แสดงวาความชันเปลีย่นจากเพิ่มไปลด เกิดจุดสูงสุด 
หาก f (x) 0′′ =  เปนเพียงจุดเปลี่ยนเวา ไมใชจุดสดุขีด 

2. เราใชความรูเรื่องคาสูงสุดต่ําสุด (Maximum & Minimum) ของฟงกชัน ในการคาํนวณโจทย
ปญหาที่เปนเหตุการณจริง เชน มีฟงกชันกําไร P(x)  แลวหาคา x  ที่ทําใหไดกําไรมากที่สุด 
 
•  พิจารณากราฟตอไปน้ี เพ่ือทําความเขาใจเรื่อง สัมพัทธ (Relative) และ สัมบูรณ (Absolute) 
ฟงกชันหนึ่งๆ หากมีการวกกลับของกราฟ ณ จุดใด ก็จะเรียกจุดนั้นวาจุดสุดขีดสัมพัทธ 
(แปลวาเทียบกับจุดขางเคียง, จึงมีจุดสุดขีดสัมพัทธไดหลายจุด) และหากจุดใดมีคาฟงกชันมาก
ที่สุดหรือนอยที่สุดที่สุดของกราฟแลว จะเรียกจุดนั้นวาจุดสุดขีดสัมบูรณดวย (สูงสุดกับต่ําสุด มี
ไดอยางละ 1 จุด) 

จุดสูงสุดสัมพัทธไดแก จุด A,C,E  
จุดสูงสุดสัมบูรณ คือจุด C  เทานั้น 
 

จุดต่ําสุดสัมพัทธไดแก จุด B,D  
จุดต่ําสุดสัมบูรณ ไมมี 
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โจทย 
(22) จากกราฟในตวัอยางขางตน ใหหาชวงที่เปนฟงกชันเพ่ิม และชวงที่เปนฟงกชันลด 
(23) หาคาสูงสุดและต่ําสุด ของฟงกชันตอไปน้ี 
 (23.1) 2f (x) x x= − −  
 (23.2) 2f (x) x x 1= − −  
 (23.3) f (x) 3x 2= +  
(24) จงหาคาสุดขีดทั้งหมด และระบชุวงที่เปนฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด สําหรับฟงกชันตอไปน้ี 
 (24.1) 2f (x) x 4x 5= − +  
 (24.2) 3f (x) x 3x= −  
 (24.3) 3 2f (x) 2x 3x 12x 7= + − −  
 (24.4) 4 3 2f (x) x 3x 3x x= − + −  
 (24.5) 3f (x) x=  
 (24.6) 2f (x) x 2x 1 ; x [ 1,2]= − + ∈ −  
(25) ใหหาคาสูงสุดสัมพัทธ และต่ําสุดสัมพัทธทั้งหมดของฟงกชันตอไปน้ี โดยไมตองวาดกราฟ 
 (25.1) 2f (x) 3 x= −  
 (25.2) 2f (x) x 3x 4= + +  
 (25.3) 3f (x) x 3x 3= − +  
 (25.4) 4 2f (x) x 2x 3= − +  
 (25.5) 3 2f (x) x x 8x 1= + − −  
(26) ใหเขียนกราฟและบอกคาสุดขีดสัมพัทธของ 5 3y 2x 30x= −  
(27) จงหาจํานวนเต็มบวกสองจํานวนซึ่งรวมกันได 8  โดยที่ผลบวกของกําลังสามมีคานอยที่สุด 
(28) วัตถุเคลือ่นที่ไดระยะทาง 2s 3t 2t 1= − +  เมตร ในเวลา t  วินาท ีจงหา 
 (28.1) ความเร็ว v  ของวัตถุ ขณะเริ่มตน และขณะ t 2=  วินาที 
 (28.2) ระยะทางที่ไกลที่สุดจากจุดเริ่มตนที่วตัถุเคลื่อนที่ไปถึง (กอนจะวกกลบั) 
(29) ชาวสวนปลูกมะมวง 22 ตนตอไร จะไดตนละ 500 ผล และเขาพบวาหากปลกูเพิ่มอีกไรละ
ตน จะทําใหผลลดลงตนละ 10 ผล ดังน้ันแลวเขาควรจะปลูกไรละกี่ตนจึงจะไดผลมากที่สุด 
(30) สามเหลีย่มมุมฉากยาวดานละ 90, 120, 150 หนวย ใหหาวาจะ 
บรรจุสี่เหลี่ยมมุมฉากลงไปภายในสามเหลี่ยมนี้ (ใหมีมุมฉากรวมกัน 
ดังภาพ) ไดพ้ืนที่มากที่สุดเทาใด 
(31) จากภาพ บริษัทกอสรางตองการวางทอจากจุด P ไปยัง Q ตามแนว 
PR และ RQ (โดยจุด R อยูที่ใดก็ไดบนเสน TS) จงหาวา R อยูที่คา x 
เปนเทาใด จึงสิ้นเปลืองคาวางทอนอยที่สุด กําหนดใหคากอสราง (หนวย 
เปนลานบาท) ระหวาง P ถึง R เปนสองเทาของกําลังสองของระยะทาง 
และระหวาง R ถึง Q เปนสามเทาของกําลังสองของระยะทาง P 

R 
  Q S 

T 3 km 4 km 

x 5 k
m 
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a 

b 

V B F 

a 

a 

x 
  x 

d

(32) ใหคํานวณคาตางๆ เม่ือตองการทําใหเกิดคามากที่สุด ในแตละรูปตอไปน้ี 
 (32.1) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในสามเหลี่ยมมุมฉาก ใชมุมฉากรวมกัน 

  กวางยาว = ________ 
พ้ืนที่ = ___________ 

 
 
 

(32.2) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในวงกลมขนาดเสนผานศูนยกลาง d  

  กวางยาว = _______ 
พ้ืนที่ = __________ 

 
 
หากเปนครึ่งวงกลม จะไดพ้ืนที่ = _________
 (32.3) พ้ืนที่สี่เหลี่ยมมุมฉากมากที่สุด 
บรรจุในพาราโบลา โดยวางดานหนึ่งบนโฟกัส 

    
BF  = ________ 

 
 
 

 (32.4) ปริมาตรกลองมากที่สุดที่พับได 
เม่ือตัดมุมกระดาษรูปสี่เหลีย่มจัตุรัสออก 
 
      x  = _________ 

 
 
 
 (32.5) ปริมาตรกรวยกลม มากที่สุด 
บรรจุในทรงกลมรัศมี r  
 

  ความสูงกรวย = ______ 
 
 
 
 (32.6) ปริมาตรทรงกระบอกมากที่สุด 
บรรจุในกรวยกลมตรง สูง H 
 

ความสูงทรงกระบอก = ___

 
กฎของโลปตาล ( ˆL'Hopital's Rule ) 

การหาลิมิตรปูแบบยังไมกาํหนด ไดแก 0
0

 กับ ∞
∞

 นอกจากจะหาโดยการจัดรูปแลว สามารถ

หาอยางงายๆ ไดโดยกฎของโลปตาล ซ่ึงกลาววา 

 
x a x a

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)→ →

′
=

′
  เม่ือ f (a) g(a) 0= =  หรือ f (a) g(a)= =∞  เทานั้น 

 
โจทย 
(33) จงหาคาลิมิตตอไปน้ีโดยใชกฎของโลปตาล 

 (33.1) 
2

x 5

x 25
lim

x 5→−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

   (33.8) 
x 1

1 xlim
1 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
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 (33.2) 
2

2x 2

x 4
lim

x x 6→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

  (33.9) 
4

x 1 3

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (33.3) 2 2x a

x a
lim

x a→

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.10) 
x 0

25 x 5lim
x→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (33.4) 
2

2x 2

2x 3x 2
lim

x 4→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (33.11) 
x 1

2 x 3lim
x 1→

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
 

 (33.5) 
3

x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.12) 
2x 2

x 2
lim

x 2x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 (33.6) 
3

2x 1

x 1
lim

x 1→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (33.13) 
3

x 2

x 1 1
lim

x 2→

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(33.7) 
x 9

3 xlim
9 x→

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
   (33.14) 

x 8 3

1 x 3
lim

2 x→−

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

(34)  [Ent’มี.ค.44] 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 มีคาเทากับเทาใด 

(35) จงหาคาของ 

 (35.1) 2x 0

1/x
lim

2/x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (35.4) 
3

3 2x 1

x 3x 2
lim

2x 3x 1→

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

 (35.2) 2 2x

x a
lim

x a→∞

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   (35.5) 
3

2x 0

xlim
x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (35.3) 
2

x

x 2x
lim

x 2→∞

⎛ ⎞−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

โจทยทบทวนเรื่องอนุพันธ 

(36) [Ent’38] กําหนดให 3x 1
f (x)

2x 1
+

=
−

 และ 2g(x) 3x 1= +  อนุพันธของ 

[f (x) g(x)]+  ที่ x 1=  เทากับเทาใด 
(37) [Ent’38] สมการเสนสัมผัสโคง 23y x 2= +  ที่จุดซึ่ง x 5=  เปนสมการใด 

(38) [Ent’มี.ค.44] ถาเสนสมัผัสเสนโคง 2 5
y (x 1) (2x )

4
= − −  ที่จุด 1 1

( , )
2 16

−  ทํามุม θ

กับแกน x  โดยที่ 0
2

≤ ≤θ π  แลว 2sin
2
θ  มีคาเทาใด  

(39) [Ent’39] กําหนดให 2x a
f (x)

x b
−

=
+

 โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจริงซ่ึงไมใชศูนย ถา 

f (0) 4′ =  และ f (0) 8′′ = −  แลว คาของ f (0)  เปนเทาใด 
(40) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) ax x x b= + + +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง และ 
f (1) 3= , f (1) 0′ =  ถา g(x) f (x)′′=  แลว (gof)( 1)−  มีคาเทาใด 
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(41) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) x cx 9x= + −  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง ถาคาวิกฤตคา
หน่ึงของ f  คือ 1 แลว f  เปนฟงกชันลดในชวงใด 
(42) [Ent’38] กําหนดให 3 2f (x) x bx cx= + +  เม่ือ b,c  เปนจํานวนจริง ถา x 2= −  เปน
คาวิกฤตของฟงกชัน f  และ f ( 1) 6′′ − =  แลว ขอใดถกู 
 ก. f  เปนฟงกชนัเพ่ิม   ข. f  เปนฟงกชันลด 
 ค. x 2= −  ใหคาสูงสุดสัมพัทธ  ง. x 1= −  ใหคาต่ําสดุสัมพัทธ 
(43) [Ent’40] กําหนดให 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  มี x 1−  เปนตัวประกอบหนึ่ง และ 
f (0) 0= , f (0) 2′ = , f (0) f (0) 1′′ ′′′+ =  ดังน้ัน f (2)  มีคาเทากับเทาใด 
(44) [Ent’มี.ค.42] กําหนดให a,b,c,d  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  โดย
ที่ f  มีคาสูงสุดสัมพัทธเปน 2  ที่ x 1=  นอกจากนั้น f (1) 4′′ = − , f (0) 1=  แลว f  มีคา
ต่ําสุดสัมพัทธที่จุดซึ่ง x  เทากับเทาไร 
(45) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 3f (x) ax bx= +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง และ f  มีคา
ต่ําสุดสัมพัทธเทากับ 2− ที่จุดซึ่ง x 1=  ถา 3g(x) x f (x)′= +  แลว g  เปนฟงกชันลด
ในชวงใด 
(46) [Ent’37] ให f (x) 3x 10= −  และ 2h(x) (fog)(x) ax bx c= = + +  ถา h(0) 1=  
และ h  มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ x 2= −  คือ 5  แลวคา g(1)  เปนเทาใด 
(47) [Ent’ต.ค.42] ให u  และ v  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ 2v(x) x 2x= −  ถา 

u(x)
f (x)

v(x)
=  และ u(3) 9= − , u (3) 3′ =  แลว คาของ f (3)′  เทากับเทาใด 

(48) [Ent’มี.ค.42] ให f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได และ f (3) 2= − , f (3) 5′ =  ถา 

2

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 แลว g (3)′  มีคาเทาใด  

(49) [Ent’41] กําหนดให 
2 3(x 1)

f (x)
g(x)
−

=  โดยที่ g(2) f (2) 3′= =  แลว จงหา g (2)′  

(50) [Ent’ต.ค.43] ให 3 2f (x) x x g(x)= − +  และ f (2) f (2) 2′ = =  แลว จงหา g (2)
f

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(51) [Ent’ต.ค.41] กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F(x) (f(x)) 15= +  ถา 
F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับเทาใด 
(52) [Ent’40] กําหนดให 2f (x) (3x 5x)g(x)= +  ถา g  เปนฟงกชันพหุนามที่มีคาสูงสุด
สัมพัทธเทากบั 5  ที่จุดซึ่ง x 1=  แลว f (1)′  มีคาเทาใด 
(53) [Ent’39] กําหนดให g(x)  เปนพนุนามที่มีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และ 

2f (x) (x 1) g(x)= −  ถา x 2−  หาร f (x)  เหลือเศษ 3  และ x 2−  หาร f (x)′  เหลือเศษ 
4  แลว คาของ g (2)′  เปนเทาใด 
(54) [Ent’36] ให f (x) x x= +  แลว จงหาเซตของจํานวนจริง x  ซ่ึงทําให f (x) 3′ ≥  
(55) [Ent’39] กําหนดให 2/3 2f (x) x (x 16)= −  จงหาเซต { }A x | f (x) 0′= ∈ >  
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(56) [Ent’41] ถา f (x) x 1= + , g(x) x=  และ F(x) (fog)(x)=  เม่ือ x 1≥  แลว 
1(F ) (2)− ′  มีคาเทากับเทาใด 

(57) [Ent’ต.ค.43] กําหนดให 3 2f (x) ax 4x 1= − +  เม่ือ a  เปนคาคงตวั และ 
f (x)  ,x 1

g(x) f (x) ,x 1
0     ,x 1

>⎧
⎪ ′= <⎨
⎪ =⎩

 ถา g(x)  มีลิมิตที่ 1 แลว a  มีคาเทาใด 

(58) [Ent’ต.ค.41] ให 8 6f (x) x x= −  และ f ′  คืออนุพันธของ f  ถา n{a }  เปนลําดับซ่ึงมี 
nn

lim a 1
→∞

=  แลว nn
lim (fof )(a )
→∞

′  เทากับเทาใด 
(59) [Ent’39] สามเหลี่ยมมุมฉากรูปหน่ึงมีดานทั้งสามยาว 3,4,5  น้ิว ตามลําดับ 
สี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่มากที่สุดที่สามารถบรรจุลงในสามเหลี่ยมนี้ได จะมีพ้ืนที่กี่ตารางนิ้ว 
(60) [Ent’38] สินคาชนิดหนึ่งขายราคาชิ้นละ 24  บาท ตนทุนในการผลติ x  ชิ้นเทากับ 

3/216 6x 0.2x+ +  บาท ถา N เปนจํานวนชิ้นของสินคาที่ผลติเพ่ือใหไดกําไรสูงสุดแลว ขอใด
เปนจริง  ก. 1 N 2000≤ <   ข. 2000 N 4000≤ <  

ค. 4000 N 6000≤ <  ง. 6000 N 8000≤ <  
 
 
เฉลย 
(1) 7    (2.1) 4x 3+    (2.2) 19    (3.1) 12x h+    (3.2) 23    (3.3) 12x    (3.4) 20    

(4.1) 1
20

−    (4.2) 1
18

−    (4.3) 1
16.04

−    (4.4) 1
16

−    (5) 76
3
π  ลบ.หนวย ตอหนวย   

(6.1) 10  ตร.ซม. ตอ ซม.   (6.2) 20π  ตร.น้ิว ตอน้ิว   (7.1) 2 rH
3
π    (7.2) 21

r
3
π    (8.1)   

2.3−  ลบ.ม. ตอนาที   (8.2) 2.2−  ลบ.ม. ตอนาที   (9.1) 4x, 8    (9.2) 2x 2, 2−    (9.3) 
0, 0    (9.4) 0, 0    (10.1) 7−    (10.2) y 7x 8= − +    (11) y 3x 2= +    (12.1) 0    
(12.2) 1   (12.3) 3−    (12.4) 6x−    (12.5) 2x 1+    (12.6) 6x 5−    (12.7) 29x 6x+    

(12.8) 4 45x 3x−+    (12.9) 
2

1
x

−    (12.10) 
3

4
x

−    (12.11) 3

x
   (12.12) 

2

1

2x x
   

(13.1) 4 290x 36x 60x+ +    (13.2) 5 4 310x 10x 8x 2x 1+ + + +    (13.3) 
2

2 2

33x 58x 56

(3x 8)

− + +

+
   

(13.4) 
2

2

3x 2x 25

(3x 1)

− −

−
   (14.1) 2x 6+    (14.2) 2 26x(x 1)+    (14.3) 3 22(x x 2x 1)− + +  

2(3x 2x 2)− +    (14.4) 
5

16

5 1 4x
−

−
   (15) ...   (16.1) 12x 1+    (16.2) 2

2 3

3 8
6x 5

x x
− − +    

(16.3) 
2

6

(1 3x)−
   (16.4) 29(3x 5)−    (17.1) 93    (17.2) 0    (17.3) 1

197
3

   (17.4) 

หาคาไมได   (18.1) 212x 18x 10+ + , 24x 18+ , 24    (18.2) 3 220x 36x 24x+ − , 
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260x 72x 24+ − , 120x 72+    (19) 3, 5, 2−    (20) 3
17

4
   (21) 

n

n 1

( 1) n!
x +

− ⋅   (22) 

ฟงกชันเพ่ิม ( ,a] [b,c] [d,e]−∞ ∪ ∪  และฟงกชันลด [a,b] [c,d] [e, )∪ ∪ ∞   (23.1) 

สูงสุด 1
4

 ต่ําสุดหาคาไมได  (23.2) สูงสุดหาคาไมได ต่ําสุด 5
4

−    (23.3) สูงสุดและต่ําสุดหา

คาไมได   (24.1) ต่ําสุดสัมพัทธและสมับูรณ 1 สูงสุดสัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได 
ฟงกชันลด ( ,1]−∞  ฟงกชันเพ่ิม [1, )∞    (24.2) ต่ําสุดสัมพัทธ 2−  ต่ําสุดสัมบูรณหาคาไมได 
สูงสุดสัมพัทธ 2  สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด [ 1,1]−  ฟงกชันเพ่ิม 
( , 1] [1, )−∞ − ∪ ∞    (24.3) ต่าํสุดสัมพัทธ 14−  ต่ําสุดสัมบูรณหาคาไมได สูงสุดสัมพัทธ 
13  สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด [ 2,1]−  ฟงกชันเพ่ิม ( , 2] [1, )−∞ − ∪ ∞    (24.4) 

ต่ําสุดสัมพัทธและสัมบูรณ 27
256

−  สูงสุดสัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันลด 

[ ,1/4]−∞  ฟงกชันเพ่ิม [1/4, )∞  และมีจุดเปลี่ยนเวาที่คูอันดับ (1,0)    (24.5) ต่ําสุด
สัมพัทธและสงูสุดสัมพัทธไมมี ต่ําสุดสัมบูรณและสูงสุดสัมบูรณหาคาไมได ฟงกชันเพ่ิม 
( , )−∞ ∞  และมีจุดเปลี่ยนเวาทีคู่อันดับ (0,0)    (24.6) ต่ําสุดสัมพัทธและสัมบูรณ 0  สูงสุด
สัมพัทธไมมี สูงสุดสัมบูรณ 4  ฟงกชันลด [ 1,1]−  ฟงกชันเพ่ิม [1,2]    (25.1) สูงสุด 3  เม่ือ 

x 0=    (25.2) ต่ําสุด 7
4

 เม่ือ 3
x

2
= −    (25.3) ต่ําสุด 1 เม่ือ x 1=  และสูงสุด 5  เม่ือ 

x 1= −    (25.4) ต่ําสุด 2  เม่ือ x 1, 1= −  และสูงสุด 3  เม่ือ x 0=    (25.5) ต่ําสุด 
213
27

−  เม่ือ 4
x

3
=  และสูงสุด 11  เม่ือ x 2= −    (26) ต่ําสุด 324−  เม่ือ x 3=  และ

สูงสุด 324  เม่ือ x 3= −  โดยมีจุดเปลี่ยนเวาที่ (0,0)    (27) 4,4    (28.1) 2−  เมตรตอ

วินาที และ 10  เมตรตอวินาท ี   (28.2) 1
3

 เมตร   (29) 36  ตน   (30) 2,700  ตร.หนวย   

(31) 3  กม.   (32.1) a b
,

2 2
 และ ab

4
   (32.2) d d

,
2 2

 และ 
2d

2
 และ 

2d
4

   (32.3) 

2
VF

3
   (32.4) a

6
   (32.5) 4

r
3

   (32.6) 2
H

3
   (33.1) 10    (33.2) 4

5
   (33.3) 1

2a
   

(33.4) 5
4

   (33.5) 3    (33.6) 3
2

   (33.7) 1
6

   (33.8) 1
2

   (33.9) 3
4

   (33.10) 1
10

   

(33.11) 1
4

−    (33.12) 1

4 2
   (33.13) 1

3
   (33.14) 2−    (34) 1

2
   (35.1) 0    (35.2) 0    

(35.3) หาคาไมได   (35.4) 1   (35.5) 0    (36) 7
2

−    (37) 10x 27y 31 0− + =    (38) 

0.1    (39) 2−    (40) 16−    (41) ( 3,1)−    (42) ก.   (43) 1   (44) 1
3

−    (45) ( 2,0)−    

(46) 2    (47) 5    (48) 0.62    (49) 11    (50) 2−    (51) 3
2

   (52) 55    (53) 2−    (54) 
1

(0, ]
16

   (55) ( 2,0) (2, )− ∪ ∞    (56) 2    (57) 5
2

   (58) 192    (59) 3    (60) ข. 
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การอินทิเกรต (Integration) 
 
•  การกระทําทีต่รงขามกับกระบวนการหาอนุพันธ เราเรียกวา การอินทิเกรต 

น่ันคือ ถา d
F(x) f (x)

dx
=  แลว (การหาอนุพันธ) 

จะไดวา f (x)dx F(x)=∫   (การอินทิเกรต) 
สัญลักษณ ∫ เรียกวาเครื่องหมายอินทิกรัล และเรียก f (x)  วา ตัวถูกอินทิเกรต (Integrand) 
 
•  สิ่งที่หาอนุพันธไดตรงตามคาที่ตองการ จะเรียกวา ปฏิยานุพันธ (Antiderivative) ทั้งหมด 
ตัวอยางเชน 2

1F (x) x= , 2
2F (x) x 1= + , 2

3F (x) x 5= + , 2
4F (x) x 7= −  

ตางก็เปนปฏยิานุพันธของ f (x) 2x=  เน่ืองจากลวนทําให d
F(x) f (x)

dx
=  

 
•  เราพบวา รูปทั่วไปของปฏิยานุพันธของ f (x) 2x=  คือ 2x c+  เม่ือ c  เปนคาคงที่ใดๆ 
เรียก “รูปทั่วไปของปฏิยานุพันธ” น้ีวา อินทิกรัลไมจํากัดเขต (Indefinite Integral) ของ f (x)  
และเขยีนสัญลักษณเปน f (x)dx∫  ดังน้ันอินทิกรัลไมจํากัดเขต 2f (x)dx x c= +∫  น่ันเอง 
ขอสังเกต ปฏยิานุพันธมีไดหลากหลาย แตอินทิกรัลไมจํากัดเขตมีแบบเดียวเสมอ 
 
สูตรในการหาอินทิกรัล 
1. สูตรทั่วไป 

n 1
n x

x dx c
n 1

+

• = +
+∫   

k dx kx c

k f (x)dx k f (x)dx

• = +

• =

∫
∫ ∫

 

2. การบวกลบฟงกชัน 
 [ ]dx f (x)dx g(x)dxf (x) g(x)• = ±±∫ ∫ ∫  

• การคูณและหาร ไมมีสูตร 
3. ฟงกชันคอมโพสิท อาศัยเทคนิคการอินทิเกรตโดยเปลี่ยนตัวแปร 
 
โจทย 
(1) จงหาคา F(x) ที่ทําให F (x) f (x)′ =  เม่ือกําหนดให 
 (1.1) f (x) x=    (1.5) 3f (x) x=  
 (1.2) f (x) 2x=    (1.6) f (x) x x=  
 (1.3) f (x) 7=    (1.7) 5f (x) 1 / x=  
 (1.4) 2f (x) 3x=  
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(2) จงหาคา f (x)dx∫  เม่ือกําหนดให 

 (2.1) 4 2f (x) 5x 3x 2= + −   (2.4) 3
3

3
f (x) x 4

x
= − +  

 (2.2) 
2

1
f (x) 2x

x
= −   (2.5) 

3

x 2
f (x)

x
−

=  

 (2.3) 2f (x) x (x 3)= −   (2.6) 2f (x) (4x 1)(x 1)= + −  
(3) 2f (x) 3x 3= −  และ F  เปนปฏิยานุพันธของ f  หาก F(0) 4=  แลว จงหาคา F(1)  

(4) [Ent’41] ถา 4 2dy
5x 3x 4x

dx
= + −  และ y(1) y( 1)− = −  แลวจงหาคาของ y(0)  

(5) โคง C  มีความชันที่จุดใดๆ เปน 2x 2x 3+ −  จงหาสมการโคงน้ัน ถาโคงผานจุด (0,1)  
(6) [Ent’ต.ค.43] ถาเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (0,1)  และ (4,c)  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง 
และความชันของเสนโคงน้ีที่จุด (x,y)  ใดๆ มีคาเทากับ x 1−  แลว c  มีคาเทาใด 
(7) [Ent’40] ถาเสนโคง y f (x)=  มีอัตราการเปลีย่นแปลงของความชันที่จุด (x,y)  ใดๆ บน
โคง เปน 2x 1−  และเสนสัมผัสเสนโคงที่จุด (1,2)  ตั้งฉากกับเสนตรง x 2y 1 0+ − =  แลว 
ความชันของโคงน้ีที่จุดซึ่ง x 0=  เทากับเทาใด 
(8) จุดตัดระหวางวงกลมทีมี่จุดศูนยกลางอยูที่ (0,1)  รัศมียาว 2  หนวย กับเสนโคงที่ผาน
จุด (3,10)  และมีความชันเปน 2x  จะอยูในจตุภาคใด 
(9) [Ent’ต.ค.41] กําหนดให f  เปนฟงกชันซ่ึง f (2) 1= − , f (1) 3′ = − , และ f (x) 3′′ =  
ทุกๆ คา x  แลว f (0)  มีคาเทาใด 
(10) ในเวลา t  วินาที รถไฟวิ่งดวยความเรง a  ฟุตตอวินาที2 โดย 2a 12t 6t 10= + +  หาก
เม่ือเวลาเริ่มตนพบวาระยะทางเปน 10  ฟุต และความเร็วเปนศูนย จงหาระยะทางเมือ่เวลาผาน
ไป 5  วินาท ี
(11) [Ent’40] ถาวัตถุชิ้นหนึง่เคลื่อนที่ดวยความเรงขณะเวลา t  ใดๆ เปน 224t  เมตร/วินาที2 
และขณะเวลาเปน t 1=  วินาที มีความเร็ว 16  เมตร/วินาที และเคลื่อนที่ไดระยะทาง 8  เมตร 
แลวเม่ือเวลา t 2=  วินาที วตัถุจะเคลื่อนที่ไดระยะทางเทาไร 
(12) ถากําลังคนของบริษทัแหงหน่ึงในปจจุบัน ทําใหไดผลผลิต 3,000  ชิ้นตอวัน และเม่ือคน
เพ่ิม x  คน จะมีอัตราการเปลีย่นแปลงผลผลิต 80 6 x−  ชิ้นตอวัน ถามวาเม่ือเพ่ิมคน 25  
คน บริษัทแหงน้ีจะไดผลผลติกี่ชิ้นตอวัน 
(13) ใหหาคาอินทิกรัลตอไปน้ี (อาศัยเทคนิคการเปลีย่นตัวแปร) 
 (13.1) 2 8t (1 2t ) dt−∫    (13.4) 2x 3 (x 1) dx+ +∫  

 (13.2) 3 2 3x (4 x ) dx−∫   (13.5) 
2/3

2x
dx

(1 x)−∫  

 (13.3) 2 3(3x 2) 2x 4x 1 dx+ + +∫  (13.6) 
2 5

18 12x
dx

(4 9x 3x )
+

− −∫  

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   180 

อินทิกรัลจํากัดเขต และพื้นที่ใตโคง 
•  อินทิกรัลจํากัดเขต (Definite Integral) จะมีการระบุชวงของ x  ที่เครื่องหมายอินทิกรัล 

ดังสัญลักษณ 
b

a

f (x)dx∫         โดยมีคาเปน 
b

b

a
a

f (x)dx F(x) F(b) F(a)= = −∫  

 
•  คาของอินทิกรัลจํากัดเขตทีค่ํานวณได ก็คือพ้ืนที่ระหวางโคง f (x)  กับแกน x  ตั้งแต  
x a=  จนถึง b  โดยหากสวนใดของโคงน้ันอยูใตแกนก็จะไดพ้ืนที่เปนคาลบ 
•  หากเราตองการหาพื้นที่ระหวางโคง f (x)  กับแกน x  ที่แทจริง จะตองตรวจสอบวามีชวงใด
ของโคงที่อยูใตแกน x  กอน เพ่ือแยกชิ้นสวนในการคํานวณ ไมใหพ้ืนที่บริเวณใดมีคาติดลบ 
 
•  ตัวอยางเชน จากกราฟที่สมมติขึ้นนี ้

จะคํานวณได 
3

1

f (x)dx 5=∫  และ 
4

3

f (x)dx 2= −∫  

และหากคํานวณพรอมกันจะได 
4

1

f (x)dx 3=∫  

ซ่ึงถาตองการหาพื้นที่ที่ปดลอมดวยโคงที่แทจริง 

จะตองคิดจาก 
3 4

1 3

f (x)dx f (x)dx 5 2 7− = + =∫ ∫  ตารางหนวย 

หรือใชวิธีอินทิเกรตตลอดทั้งชวง แลว “ลบ” ดวยสองเทาของสวนทีต่ิดลบ จะสะดวกขึ้น 
 
โจทย 
(14) จงหาคาของ 

 (14.1) 
4

0

(3 x)dx−∫    (14.2) 
2

2

(2x 1)dx
−

−∫  

(14.3) พ้ืนที่ปดลอมดวยเสนตรง y 3 x= −  กับแกน x  ในชวง x 0=  ถึง 4  
 (14.4) พ้ืนที่ปดลอมดวยเสนตรง y 2x 1= −  กับแกน x  ในชวง x 2= −  ถึง 2  
(15) จงหาคาของ 

 (15.1) 
2

2

1

(3x 2x)dx
−

−∫   (15.3) 
4

2

1

(6 x x )dx
−

+ −∫   

(15.2) 
3

3

1

(x 4x)dx
−

−∫   

(15.4) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y 3x 2x= −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 2  
 (15.5) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 3y x 4x= −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 3  
 (15.6) พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y 6 x x= + −  กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 4  
 

y

x O      1     
  4 

5 ตร.หนวย 

2 ตร.หนวย 
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y 

x 

(2,7)         (8,7) 

(16) จงหาพื้นที่ที่ลอมดวยโคง 2f (x) x 1= −  กับแกน x  ในชวงที่กําหนดใหตอไปน้ี 
 (16.1) ในชวง x 1=  ถึง 2  
 (16.2) ในชวง x 1= −  ถึง 1 
 (16.3) ในชวง x 2= −  ถึง 0  

(17) [Ent’40] คาของ 
2 14

2
2

1 0

x 1
dx (4 x) dx

x
+

+ −∫ ∫  เทากับเทาใด 

(18) [Ent’ต.ค.41] พ้ืนที่ปดลอมดวยโคง 2y x 3x 2= − +  จาก x 0=  ถึง x 2=  เฉพาะสวน
ที่อยูเหนือแกน x  เทากับเทาใด 
(19) [Ent’ต.ค.42] ให 2f (x) x c= −  โดย c  เปนคาคงตวัซ่ึง c 4≥  ถาพื้นที่ที่ปดลอมดวย
เสนโคง y f (x)=  จาก x 2= −  ถึง x 1=  เทากับ 24  ตารางหนวย แลว c  มีคาเทาใด 
(20) กําหนดให f (x)  มีกราฟเปนครึ่งวงกลมดังภาพ 

จงหาคา 
8

5

f (x)dx∫  

(21) [Ent’39] กําหนดฟงกชัน y f (x)=  มีกราฟเปนเสนตรง 

ตัดแกน x  ที่จุด ( 1,0)−  และผานจุด (3,6)  แลวคาของ 
3

1

f (x)dx
−
∫  เทากับเทาใด 

(22) f (x)  เปนกราฟเสนตรงที่ผานจุด (3,5)และ ( 2,2)−  จงหาคา 
3

2

f (x)dx
−
∫  

(23) [Ent’มี.ค.42] ถา ∈θ  และ 
1

sin

(4x 3)dx 0
θ

− =∫  แลว คา cos2θ  เปนเทาใด 

(24) [Ent’40] ถา 
sin

2

1

2
x dx

3

θ

= −∫  แลว 1 sin cos+ +θ θ  เทากับเทาใด 

 
โจทยทบทวนเรื่องอนุพันธ และการอินทิเกรต 
(25) [Ent’มี.ค.43] กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธ และ g(x) (x 1)f (x)= +  ถา 

2g(x)dx x x c= − +∫  แลว f (1)′  มีคาเทากับเทาใด 
(26) [Ent’ต.ค.42] ให F(x) f (g(x))=  ถา 3g(x) x 2x 2= + +  และ 

3F (x)dx 5x 2x c= + +∫  แลว คาของ f (5)′  เทากับเทาใด 
(27) [Ent’39] ถา 2(fog)(x)dx x 5x c= + +∫  โดยที่ c  เปนคาคงตวั และ f (x) 4x 3= −  

แลวคาของ 
1

0

g(x)dx∫  เปนเทาใด 

(28) [Ent’ต.ค.42] ถา f  เปนฟงกชันซึ่งมีกราฟผานจุด (0,2)  และ 2f (x) 3x 12x 9′ = − +  
แลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับเทาใด 
(29) [Ent’มี.ค.43] ให F  เปนปฏิยานุพันธของ f  โดยที่ 2f (x) 3x 6x 3= − +  ถา 
F(0) 1= −  และ F  มีคาสูงสุดสัมบูรณในชวง [0,2]  ที่จุด x c=  แลว F(c) มีคาเทาใด 
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(30) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 3 2f (x) ax bx 2x 2= + + −  เม่ือ a,b  เปนจํานวนจริง ถา 
f (1) 5′ =  และ f (0) 12′′ = −  แลว [f (x) f (x)]dx′ ′′+∫  เทากับเทาใด 
(31) [Ent’มี.ค.44] ให f  เปนฟงกชัน ซ่ึงอนุพันธของ f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวงปด [0,1]  

และ 
4

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 ถา f (1) f (1) 1′= =  และ f (0) f (0) 2′= = −  แลวจงหา 

1

0

g (x)dx′′∫  

(32) [Ent’41] ให b,c  เปนจํานวนจริง ถาเสนโคง 2y x bx c= + +  มีจุด ( 1, 4)− −  เปนจุด
ต่ําสุดสัมพัทธแลว จงหาพื้นที่ที่ถูกปดลอมดวยเสนโคงน้ีและแกน x  จาก x 1= − ถึง x 1=   
 
 
เฉลย 

(1.1) 
2x

c
2

+    (1.2) 2x c+    (1.3) 7x c+    (1.4) 3x c+    (1.5) 
4x

c
4

+    (1.6) 
5/22 x

c
5

+    

(1.7) 
4

1
c

4x
− +    (2.1) 5 3x x 2x c+ − +    (2.2) 2 1

x c
x

− +    (2.3) 
4

3x
x c

4
− +    (2.4) 

4

2

x 3
4x c

4 2x
+ ++    (2.5) 

2

1 1
c

x x
− + +    (2.6) 

3 2
4 4x x

x x c
3 2

− + − +    (3) 2    (4) 

2    (5) 
3

2x
y x 3x 1

3
= + − +    (6) 7

3
   (7) 2    (8) จุด ( 1,2)± →  จตุภาคที่ 1 และ 2   (9) 

5    (10) 885  ฟุต   (11) 46  เมตร   (12) 4,500    (13.1) 
4u

c
36

+  เม่ือ 2u 1 2t= −    

(13.2) 
5

41 u cu
2 5
⎛ ⎞− +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เม่ือ 2u 4 x= −    (13.3) 3/21
u c

3
+  เม่ือ 3u 2x 4x 1= + +    

(13.4) 
7 5 3
2 2 22 8 8

u u u c
7 5 3

− + +  เม่ือ u x 3= +    (13.5) 
1 4
3 33

6u u c
2

− + +  เม่ือ u 1 x= −    

(13.6) 
6

1
c

3u
+  เม่ือ 2u 4 9x 3x= − −    (14.1) 4    (14.2) 4−    (14.3) 4.5 0.5 5+ =  

ตร.หนวย    (14.4) 6.25 2.25 8.5+ =  ตร.หนวย   (15.1) 6    (15.2) 4     (15.3) 95
6

   

(15.4) 4 4 8
2 4 6

27 27 27
+ + =  ตร.หนวย   (15.5) 3 1

1 4 6 12
4 4
+ + =  ตร.หนวย    (15.6) 

112 17
21.5

6 6
+ =  ตร.หนวย   (16) 2 4 4

, ,
3 3 3

 ตร.หนวย   (17) 14    (18) 5
6

   (19) 9    

(20) 9
21 7.07

4
− ≈

π    (21) พท. ได 12    (22) พท.  ได 17.5    (23) 1−  หรือ 1
2

  

(24) 0    (25) 3
4

   (26) 6    (27) 2.25    (28) 6    (29) 1   (30) 3 25x 9x 10x c+ − +    

(31) 3
2

   (32) 16
3
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ส1 

ส2 

ส3 

ก1   (ส2,ก1) 
ก2   (ส2,ก2) 
ก3   (ส2,ก3) 
ก4   (ส2,ก4) 
ก1   (ส3,ก1) 
ก2   (ส3,ก2) 
ก3   (ส3,ก3) 
ก4   (ส3,ก4) 

วิธีเรียงสับเปลี่ยนและจัดหมู (Permutation & Combination) 
 
กฎพื้นฐานเก่ียวกับการนับ (แผนภาพตนไม) 
•  ถาเราตองทํางาน k  อยาง โดยที่งานอยางแรกมีทางเลือกทําได 1n  แบบ และในแตละแบบก็
เลือกทํางานอยางที่สองได 2n  แบบ และในแตละแบบ... (ไปเร่ือยๆ) จะมีจํานวนวิธีเลอืกทํางาน
จนครบทุกอยาง เทากับ k21 n...nn ×××  วธิ ี
  
ตัวอยาง มีเสือ้ 3  ตัว กางเกง 4  ตัว จะจัดเปนชุดที่ไมซํ้ากันเลยไดกี่แบบ 
ตอบ    1243 =×  แบบ 
เขียนเปนแผนภาพตนไม (Tree Diagram) ไดดังรูป 
 

ตัวอยาง มีเรอืวิ่งขามฟาก 3  ลํา 
จะนั่งเรือไปและกลบัไมใหซํ้าลํากัน ไดกี่วิธ ี
ตอบ    623 =×  วธิ ี
 

ตัวอยาง ทอดลูกเตา 2 ครั้ง จะมีผลออกมาไดกี่แบบ 
ตอบ    3666 =×  แบบ 
 
โจทย 
 
(1) จากตาราง เรามีวิธ ี
เดินทางจากเมือง ก ไป 
เมือง ง โดยผานทุกเมือง 
ไดกี่วิธ ี
(2) มีหีบ 5 ใบวางเรียงกัน จะมีวิธีเอาบอล 3 ลูกใสในหีบ ทีละลูกๆ ทั้งหมดกี่วิธ ี
(3) รานฟาสตฟูดมีเบอรเกอรอยู 6 ชนิดและเครื่องด่ืม 4 ชนิด โดยเครื่องด่ืมแตละชนิดนั้นมี 3 
ขนาด จะมีวิธจัีดชุดอาหารกับเครื่องด่ืมคูกันกี่แบบ 
(4) นําอักษรจากคําวา SPECIAL มาสลับเปนคําไดทั้งหมดกี่แบบ (ไมคํานึงถึงความหมาย) 
(5) มีถุง 2 ใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 3 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 1 ลูก (ซ่ึงแตละลูกถือวาตางกัน) ใบที่
สองมีบอลสีแดง 2 ลูก สีดํา 2 ลูก สีขาว 2 ลูก หยิบลูกบอลจากใบแรกไปใสในใบทีส่อง 1 ลูก 
และหยิบจากใบที่สองออกมา 1 ลูก มีกี่วิธซ่ึีงบอลที่หยิบจากใบแรกเปนสีแดง และบอลที่หยิบ
ออกจากใบที่สองไมใชสีขาว 
(6) ขอสอบฉบับหนึ่งประกอบดวย โจทยปญหาแบบถกู-ผิด 5 ขอ และปรนัย (ก,ข,ค,ง) อีก 7 ขอ 
จะมีวิธีเดาขอสอบที่ไมซํ้ากันเลยไดกี่แบบ 
(7) กลองใบหนึ่งบรรจุสลากเลข 0 ถึง 9 อยางละใบ ถาหยิบมา 2 ใบ (ทีละใบโดยไมใสคืน) จะมี
กี่วิธทีี่ผลรวมเลขเปนจํานวนคี่ 

การเดินทาง รถยนต เรือ รถไฟ เครื่องบิน 
ก →  ข 
ข →  ค 
ค →  ง 

ได 
ได 
ไมได 

ไมได 
ได 
ได 

ได 
ไมได 
ได 

ได 
ไมได 
ได 

ก1   (ส1,ก1) 
ก2   (ส1,ก2) 
ก3   (ส1,ก3) 
ก4   (ส1,ก4) 
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(8) ใชตวัเลข 0 ถึง 5 มาสรางจํานวน 3 หลัก จะสรางไดกี่จํานวน ถากําหนดให 
(8.1) แตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.2) เปนจํานวนคี่ และแตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.3) มีคามากกวา 350 และแตละหลักไมซํ้ากัน 
(8.4) หาร 10 ลงตัว 

(9) ตองการเลือกประธาน รองประธาน และเหรัญญิก ตําแหนงละ 1 คน โดยเลือกจากนักเรียน 
ชาย 5 คน หญิง 4 คน จะเลือกไดกี่ชุด หากกําหนดวาประธานและรองประธานเปนเพศเดียวกัน 
และคนละเพศกับเหรัญญิก 
 
วิธีเรียงสับเปลี่ยน (Permutation) 
•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง จะมี !n  วิธ ี

แตถาเอามาเรียงเพียงแค r  สิ่ง จะมี 
!)rn(

!n
−

 วิธี    เขียนแทนดวยสัญลักษณ r,nP  หรือ rnP  

หมายเหตุ เครื่องหมาย ! เรียกวา แฟคทอเรียล (Factorial) 
มีนิยามวา   123...)2n()1n(n!n ⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅=     เม่ือ n  เปนจํานวนนับ 
และกําหนดให 1!0 =  เพ่ือใหสอดคลองกับสมการ !nP n,n =  
 

ตัวอยาง   6123!3 =××=        56
!6

!678
!6
!8

=
××

=       = = × ×7,3

7!
P 7 6 5

4!
 

 

 
ตัวอยาง จัดคน 3 คน ใหยืนเรียงแถวเปนเสนตรง ไดกี่วิธ ี
ตอบ คิดแบบการนับ ได 6123 =××  วิธี   หรือคิดแบบเรียงสบัเปลี่ยน 6!3P 3,3 ==  วิธ ี
 

ตัวอยาง มีธง 5 ผืน ผืนละสไีมซํ้ากัน จะมีวิธีสงสัญญาณโดยเอาธง 3 ผืนมาวางเรียงกัน ไดกี่วิธ ี

ตอบ คิดแบบการนับ 60345 =××  วิธี หรือคิดแบบเรียงสับเปลีย่น 60
!2
!5

P 3,5 ==  วิธ ี

 
โจทย 

(10) หาคาของ 
!7
!10 , 

!7!4
!3!6 , 3,4P , 3,7P  

(11) ถา 30
!)1n(
!)3n(
=

+
+  จงหาคา n  

(12) หาคา n  ซ่ึงทําให 2,n22,n P50P2 =+  
(13) ของตางๆ กัน 4 ชิ้น นํามาจัดเปนแถวไดกี่วธิี ถา 

(13.1) ใชทุกชิ้นเทานั้น 
(13.2) ใชมากกวา 1 ชิ้น 
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A 

 B 
  N 

(14) นําอักษรจากคําวา STAND มาเรียงเปนคําไดกี่แบบ ถา 
(14.1) ใชทุกตัว 
(14.2) เลือกมาเพียง 3 ตัว 

(15) คําวา HONESTY สามารถนําอักษรมาเรียงเปนคําไดกี่คํา หาก 
(15.1) S และ T ตองติดกันเสมอ 
(15.2) S และ T ตองไมติดกัน 

(16) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน จะจัดคนทั้ง 5 มายืนเรียงแถว โดยผูชายยืนติดกันและผูหญิงยืน
ติดกัน ไดกี่วิธ ีและถาบังคบัใหยืนสลับกันจะไดกี่วิธ ี
(17) จงหาจํานวนวธิีที่จะจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน น่ังบนเกาอ้ีเรียงยาว โดยตองไมมีผูหญิงคน
ใดนั่งติดกัน 
(18) มีชาย 3 คน หญิง 2 คน โดยใน 2 คนนี้มี ด.ญ.ออ รวมอยูดวย จะจัดแถวไดกี่แบบ ถา 
ด.ญ.ออ ตองยืนหัวแถวหรือทายแถวเสมอ 
(19) อักษรคําวา TRIANGLE นํามาจัดเปนคําไดกี่คํา หากตองขึ้นตนดวย T และลงทายดวย E 
(20) สรางคําใหมจากอักษรในคําวา AMPLITUDE ไดกี่คํา เม่ือ 

(20.1) สระไมติดกัน 
(20.2) พยัญชนะไมติดกัน 
(20.3) ตองขึ้นตนดวยพยญัชนะ และสระตองไมติดกนั 
(20.4) ตองขึ้นตนดวยสระ และสระตองไมติดกัน 

 
•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของทั้งหมด n  สิ่ง ที่มีสิ่งของซ้ํากัน 1k  สิ่ง, 2k  สิ่ง, ... 

จะเรียงได 
...!k!k

!n

21 ⋅⋅
 วิธ ี

(แตถาไมนํามาเรียงครบทั้ง n  สิ่ง ก็จะตองพิจารณาการซ้ํากันนั้น แยกเปนหลายๆ กรณี) 
 
โจทย 
(21) นําอักษรในคําวา MISSISSIPPI มาเรียงสับเปลี่ยนไดกี่แบบ 
(22) นําอักษรในคําวา TROTTING มาเรียงสับเปลีย่นไดกี่แบบ ถาบงัคับวา ตองขึน้ตนดวยสระ 
และลงทายดวยตัว T  
(23) นําอักษรในคําวา ALGEBRA มาเรียงสับเปลี่ยนไดกี่แบบ ถาตองรักษาลําดับของสระและ
พยัญชนะใหเปนแบบเดิม 
(24) มีวิธีเดินทางจาก A ไป B ไดกี่แบบ ถาเดินทาง 
ไดตามเสนทีก่ําหนดเทานั้น และเดินทางไดเฉพาะทิศ 
เหนือ กับทิศตะวันออก 
(25) นําอักษรจากคําวา ARRANGE มา 3 ตัว 
เพ่ือจัดเปนคํา จะจัดไดกี่แบบ 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   186 

•  จํานวนวิธีเรยีงสับเปลีย่นสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง เปนรปูวงกลม จะทาํใหไมมีหัวแถวหรือ
ปลายแถว ดังน้ันจํานวนวิธจึีงลดลง ใหคิดวาระบตุําแหนงเจาะจงกอน 1 สิ่ง แลวทีเ่หลือจึงจัด
แบบเสนตรงปกติ น่ันคือ !)1n( −  วิธ ี

(แตหากการจัดนี้สามารถมองไดสองดาน จํานวนวิธีจะลดลงอีก เหลอื 
2

!)1n( −  วิธี) 

 
โจทย 
(26) จัดคน 4 คน คือ ก, ข, ค, ง น่ังลอมเปนวงกลมไดกี่วิธี ใหตรวจสอบคําตอบโดยการเขียน
วิธีทั้งหมด 
(27) จัดลูกปด 4 สี มารอยเปนวงไดกี่วธิ ีใหตรวจสอบคําตอบโดยการเขียนวธิีทั้งหมด 
(28) มีชาย 3 คน หญิง 3 คน จะนั่งสลับชายหญิงรอบโตะอาหารวงกลมไดกี่แบบ 
(29) ชาย 6 คน หญิง 6 คน น่ังรอบโตะกลม โดยชายหญิงตองสลับกนัครั้งละ 2 คน จะมีวิธีจัดกี่
แบบ 
(30) สามีภรรยาเชิญแขกมารับประทานอาหาร 4 คน จะจัดที่น่ังรอบโตะกลมไดกี่แบบ หากสามี
ภรรยาตองนั่งติดกันเสมอ 
(31) มีวิธีจัดชาย 5 คน หญิง 4 คน น่ังรอบโตะกลมไดกี่วิธี ถาไมมีหญิงคนใดนั่งตดิกันเลย 
 
วิธีจัดหมู (Combination) 
•  วิธีจัดหมู ตางจากเรียงสับเปลี่ยน ตรงที่จะไมคํานึงถึงลาํดับกอนหลัง 
เชน สมมติมีตัวอักษร 3 ตวั คือ ABC  จะไดวา 

6P 2,3 =  ไดแก CB,CA,BC,BA,AC,AB  
แต 3C 2,3 =  ไดแก BC,AC,AB  
AB  กับ BA  การเรียงสับเปลี่ยนถอืวาตางกัน แตการจัดหมูถือวาเปนวธิีเดียวกัน 
 

•  จํานวนวิธีจัดหมูสิ่งของตางๆ กัน n  สิ่ง โดยที่คัดออกมา r  สิ่ง จะมี 
!r!)rn(

!n
⋅−

 วิธ ี

เขียนแทนดวยสัญลักษณ r,nC  หรือ rnC  และนิยมเขียนเปน ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
r
n  

ขอสังเกต    
!r
P

C rn
rn =  

 
ตัวอยาง จงหาจํานวนวิธทีีจ่ะหยิบสลาก 5 ชิ้น ออกมาจากกองที่มีอยู 12 ชิ้น 

ตอบ     792
!5!7

!12
5
12 =

⋅
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

ขอสังเกต  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

7
12

5
12  หรือ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

rn
n

r
n  
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12 
3 
4 
5 

ตัวอยาง ดินสอสี 1 โหล มีสีตางๆ กัน ตองการหยิบ 5 แทง ตามเงื่อนไขตอไปน้ี จะไดกี่วิธ ี
 (ก) แตละครั้งตองมีสีแดง  ตอบ     3304

11
1
1 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

 (ข) แตละครั้งตองไมมีสีแดง  ตอบ     4625
11 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

หรือ คิดจาก จํานวนวิธทีั้งหมด ลบดวยจํานวนวิธทีี่มีสีแดง ก็ได 4623305
12 =−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  วิธ ี

 
•  จากการหยิบของ 5 ชิ้น ออกจากกองที่มี 12 ชิ้น ก็เหมือนการแบงแยกของออกเปนสองกลุม 

กลุมละ 5 และ 7 ชิ้น จึงไดสูตรวา แบงกลุมได 
!7!5

!12
⋅

 วิธี  

  
ดังน้ัน ขยายผลออกไปถึงการแบงของ 12 ชิ้น เปนสามกอง ดังน้ี  

ก็จะมีจํานวนวิธีเปน  
!3!4!5

!12
⋅⋅

 วิธี  (พิสูจนไดจาก ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

4
7

5
12 ) 

 
•  แตถา มีกองใดที่จํานวนเทากัน ที่ถือวาไมแตกตางกัน จํานวนวิธีจะ
ลดลงโดยคิดเชนเดียวกบัการสับเปลีย่น เชน จากแผนภาพดานขวานี้ 

จะแบงได 
3

12!
(2!) 3! 1! 5!⋅ ⋅ ⋅

 วิธ ี

3! ที่เพ่ิมเขามา เน่ืองจากมี 3 กองที่สลับกันเองไมมีความหมาย จํานวนวธิีจึงตองลดลง 
 
ตัวอยาง มีคน 4 คน จัดเปนสองกลุม กลุมละ 2 คน ไดกี่แบบ 

ตอบ   3
!2)!2(

!4
2

=
⋅

 แบบ 

ตัวอยาง คน 12 คน แบงเปน 5 กลุม ที่มีจํานวน 2, 2, 2, 3, 3 คน ไมใหซํ้าแบบกันเลยไดกี่แบบ 

ตอบ    600,138
!2)!3(!3)!2(

!12
23

=
⋅⋅⋅

 แบบ 

 
โจทย 
(32) ถา 2r,18r,18 CC +=  จงหาคา r  
(33) มีหนังสือ 10 เลมตางๆ กัน นาย ก จะยืมไปอาน 3 เลม จะเลือกไดกี่แบบ 
(34) จุด 6 จุด กระจายกันอยูบนเสนรอบวงกลม จะสรางสามเหลี่ยมจากจุดเหลานี้ไดกี่รูป 
(35) หาจํานวนวิธีเลือกกรรมการชุดละ 8 คน จากนักเรียนหญิง 6 คน ชาย 10 คน โดย 

(35.1) ไมมีเง่ือนไขเพ่ิมเติม 
(35.2) ตองมีหญิง 2 คนเทานั้น 
(35.3) ตองมีหญิงอยางนอย 5 คน 

5 
12 

7

12 

2 
2 
2 
1 
5 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   188 

(36) ถุงใบหนึง่มีบอลสีขาว 6 ลูก สีดํา 5 ลูก จะมีกี่วิธทีีห่ยิบบอลออกมา 4 ลูกพรอมกัน และไดสี
ขาวกับดํา อยางละ 2 ลูก 
(37) ในการประชุม มีนักธุรกิจ 3 คน นักวิชาการ 8 คน และอาชีพอ่ืนๆ 10 คน ตองการเลือก
กรรมการ 4 คน โดยตองมีนักธุรกิจรวมอยูอยางนอยครึ่งหน่ึง จะมีวิธีจัดกรรมการกี่แบบ 
(38) รถโรงเรียน 2 คัน มี 6 และ 9 ที่น่ัง ตามลําดับ จะจัดนักเรียน 13 คน ประจํารถไดกี่แบบ (มี
ที่วาง 2 ที่) 
(39) มีอักษร A, B, C, m, p, q, r, s, a, e, o, u นําอักษรทั้งหมดมาจัดเปนคําโดยใหมีพยัญชนะ
ตัวพิมพใหญขึ้นตน และพยัญชนะตวัเลก็ 3 ตัว สระ 2 ตัว ไดกี่คํา 
(40) อักษรชดุหนึ่งไดแก a, a, a, b, b, c, c, d, d, e, f นํามาจัดเปนคําที่มีความยาว 4 ตัวอักษร 
ไดกี่แบบ 
(41) การแขงขันเทนนิสมีนักกีฬาเขารวมแขงขัน 10 คน เปนการแขงแบบพบกันหมด หากใน 1 
วัน จัดแขงได 4 คู จะตองใชเวลาทั้งหมดกี่วัน 
(42) มีคน 9 คน แบงเปน 3 กลุม ตามเงื่อนไขตอไปน้ีไดกี่วิธ ี
 (42.1) 4, 3, 2 คน 
 (42.2) กลุมละ 3 คน 
(43) นักกีฬาเทนนิส 9 คน ถูกแบงเปน 3 กลุม กลุมละ 3 คน เพ่ือไปแขงที่สหรัฐอเมริกา, 
อังกฤษ, ฝรั่งเศส จะแบงไดกี่วิธ ี
(44) นักเรียน 7 คน เขาหองพัก 3 หอง ซ่ึงมีขนาด 3, 2, 2 คน แตละหองถือวาตางกัน จะจัดได
กี่วิธี (ลองคิดแบบแบงกลุมกอน แลวคอยจัดเขาหอง) 
 
การนับรูปเรขาคณิต 
1. จํานวนเสนตรง 
•  จุด 5  จุด (ที่ไมมีสามจุดใดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน) สรางเสนตรงได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
5  เสน 

แตถามี 3  จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน สรางเสนตรงได 12
3

2
5 +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  เสน 

หมายเหต ุการลบ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
3  แลวบวก 1 หมายความวา จุดสามจุดในแนวเดียวกันทําใหจํานวน

เสนตรงที่ไดน้ันหายไปหมด เหลือเพียงเสนเดียว จึงลบเสนตรงที่เกิดจากสามจุดนี้ออกใหหมด 
แลวบวกกลับไปเพียง 1 เสน 
 
2. จํานวนสามเหลี่ยม 
•  จุด 5  จุด (ที่ไมมีสามจุดใดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน) สรางสามเหลี่ยมได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
3
5  รูป 

แตถามี 3  จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน สรางสามเหลี่ยมได ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
3

3
5  รูป 

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   189 

3. จํานวนจุดตัดของเสนตรง กับวงกลม 
•  เสนตรง 8  เสน จะมีจุดตัดเกิดขึ้นไดมากที่สุด ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8  จุด 

วงกลม 5  วง รัศมีตางๆ กัน จะมีจุดตัดเกิดขึ้นมากที่สุด ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅ 2
52  จุด 

เสนตรง 8  เสนกับวงกลม 5  วง ตัดกัน เกิดจุดตัดมากที่สุด ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
5

1
822

522
8  จุด 

 
4. จํานวนสี่เหลี่ยม 
•  เสนขนานสองชุด จํานวน 5  เสน กับ 4  เสน ดังภาพ 
จะเกิดรูปสี่เหลี่ยมขึ้น ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
4

2
5  รูป 

 
โจทย 
(45) จุด 6 จุด ไมมี 3 จุดใดที่อยูในแนวเดยีวกันเลย จะสรางเสนตรงไดกี่เสน และสรางรูป
เหลี่ยมใดๆ ไดกี่รูป 
(46) จุด 7 จุด มี 4 จุดอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน และอีก 3 จุดก็อยูในแนวเสนตรงเชนกัน จะ
สามารถลากเสนตรงไดกี่แบบ และสรางสามเหลี่ยมไดกี่รูป 
(47) รูปหกเหลี่ยม มีจุดยอด 6 จุด จุดกึ่งกลางดานอีก 6 จุด จะลากเสนเชื่อมจุดไดกี่เสน 
(48) รูป 20 เหลี่ยมดานเทา มีเสนทแยงมุมกี่เสน 
(49) เสนตรง 5 เสนไมขนานกัน กับวงกลมรัศมีตางๆ กัน 4 วง จะเกิดจุดตัดมากที่สุดเทาใด 
(50) เสนขนานชุดหนึ่งมี 6 เสน อีกชุดมี 3 เสน ตัดกันจะเกิดสี่เหลี่ยมดานขนานกี่รูป 
(51)    [พ้ืนฐานวิศวะ '39] 

รูปที่กําหนดใหน้ี มีรูปสี่เหลี่ยมอยูทั้งหมดก่ีรูป 
 
 
 
 
การจัดหมูสิ่งของที่เหมือนกันหมด (Stars and Bars) 
•  กรณีที่สิ่งของที่เราจะจัดหมูน้ันเหมือนกันหมด เชน การแบงลูกอม 
จะตองใชหลัก Stars and Bars ดังตัวอยางนี้ 
ตัวอยาง มีลูกอมที่เหมือนกัน 9 เม็ด ตองการแบงใหเด็ก 3 คน ตามเงื่อนไขตอไปนี้ จะไดกี่วิธ ี
 (ก) ทุกคนตองไดรับ (อยางนอยคนละ 1 เม็ด) 
 วิธีคิด นําลูกอมมาวางเรียงแถวกัน 9 เม็ด จะเกิดชองวาง 8 ชอง (เปรียบเทยีบลกูอม
เหมือนดวงดาว) ใหเราเอาไม 2 อันไปวางกั้นในชองสองชองใดๆ ก็จะไดลูกอมเปน 3 กองพอดี 
น่ันคือ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
8  วิธ ี
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 (ข) บางคนอาจจะไมไดรับ (คือแบงอยางไรก็ได) 
 วิธีคิด ใหเพ่ิมลูกอมเขาไปเทาจํานวนคนกอน กลายเปน 12 เม็ด มีชอง 11 ชอง แบงให
คนสามคนตามหลัก Stars and Bars ในขอ (ก) ซ่ึงทุกคนจะไดอยางนอย 1 เม็ด แลวไมวาจะ
แบงวิธใีดก็เอาคืนมาจากเด็กคนละเม็ด (เหลือ 9 เม็ดเทาเดิม) จะทําใหบางคนไมมีลูกอมอยูเลย 
ดังน้ัน แบงได ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
11  วิธ ี

•  หมายเหตุ การแบงของแบบ Stars and Bars น้ัน ของแตละกลุมที่ไดถือวาตางกนั จํานวนวิธี
ที่ไดน้ันมีลําดับเกิดขึ้นแลว เชน แบงลูกอมใหเด็ก 3 คน คือ ก, ข, ค.. แตหากแบงลูกอมเปน
กองๆ 3 กอง (สลับกันไมมีความหมาย) จะใช Stars and Bars ไมได ตองนับเอาโดยตรง 
 
โจทย 
(52) มีบอล 6 ลูกซึ่งเหมือนกัน แบงให นาย ก และ ข จะแบงไดกี่วิธ ีหากกําหนดวา 

(52.1) แตละคนตองไดรับอยางนอย 1 ลูก 
(52.2) บางคนอาจไมไดรับ 

(53) มีบอล 6 ลูกซึ่งเหมือนกัน แบงออกเปน 2 กอง จะแบงไดกี่วิธี หากแตละกองตองมีอยาง
นอย 1 ลูก เทียบผลกบัขอ (52.1) 
(54) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบงใหเด็ก 4 คน ไดกี่วิธ ี

(54.1) แตละคนไดอยางนอย 1 เม็ด 
(54.2) แบงอยางไรก็ได 

(55) ลูกอมแบบเดียวกัน 7 เม็ด แบงเปน 4 กอง ไดกี่วิธี ถาแตละกองตองมีอยางนอย 1 เม็ด 
เทียบผลกับขอ (54.1) 
 
การนับจํานวนที่หารลงตัว 
•  เราสามารถนําการนับเบื้องตน บวกกบัการสังเกต เพ่ือนับจํานวนเกีย่วกับการหารลงตวัได 
ดังตัวอยางตอไปน้ี 

328 =  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 4 จํานวน คือ 3210 2,2,2,2  
2525 =  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 3 จํานวน คือ 210 5,5,5  

113 532120 ××=  มีจํานวนเต็มบวกที่หารลงตัว 16 จํานวน (4x2x2) คือ 
   000 532 ××  | 100 532 ××  | 010 532 ××  | 110 532 ××  
   001 532 ××  | 101 532 ××  | 011 532 ××  | 111 532 ××  
   002 532 ××  | 102 532 ××  | …    | 113 532 ××  
โจทย 
(56) มีจํานวนเต็มบวกที่หาร 000,100  ลงตัวกี่จํานวน 
(57) มีจํานวนที่หาร 120  ลงตัว กี่จํานวน (จํานวนเต็มบวก, เต็มลบ) 
(58) มีจํานวนที่หาร bayx  ลงตัวกี่จํานวน ถา x , y  เปนจํานวนเฉพาะ 
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                        1 
1   1 

                1      2      1 
             1     3       3     1 
         1      4      6      4     1 

  สามเหลี่ยมของปาสคาล 
ทฤษฎีบททวนิาม (Binomial Theorem) 
 

1)ba( 0 =+  
ba)ba( 1 +=+  

222 bab2a)ba( ++=+  
32233 bab3ba3a)ba( +++=+  

4322344 bab4ba6ba4a)ba( ++++=+  
 
•  ทฤษฎบีททวนิาม คือ ทฤษฎีที่กลาวถึงการกระจายทวินาม n)ba( +  
เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง, n  และ r  เปนจํานวนนับ โดย nr0 ≤≤  

n022n11n0nn ban
n...ba2

nba1
nba0

n)ba( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=+ −−  

พจนที่ 1r+  เปนพจนทั่วไป     rrn
1r bar

nT −
+ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=    เรียก ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
r
n  ใดๆ วาสัมประสิทธิ์ทวินาม 

 
ขอสังเกต 
1. จํานวนพจนทั้งหมดจะมี 1n+  พจน คือเริ่มจาก ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
0
n  ถึง ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
n
n  

กําลังของ a  คอยๆ ลดลง ในขณะที่กําลังของ b  เพ่ิมขึ้น และนํากําลังมารวมกันจะได n  เสมอ 
2. สัมประสิทธิ์ทวินามอาจไมใชสัมประสทิธิ์จริงๆ ของพจนน้ัน 
(หากใน a  หรือ b  มีสัมประสิทธิ์อยูอีก) 
3. n2n

n...2
n

1
n

0
n =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

ดังเชนเคยพบตอนที่หาจํานวนสับเซตทั้งหมด ของเซตที่มีสมาชิก n  ตัว 
 
โจทย 
(59) จงกระจายโดยอาศัยทฤษฎีบททวนิาม 
 (59.1) 5)ba( +  
 (59.2) 4)y3x2( −  
 (59.3) 42)xx21( +−  

(60) จากการกระจาย 8)
y
1

x3( +  จงหา 

 (60.1) พจนที่ 4 
 (60.2) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่ 6 
 (60.3) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่มี 6x  
 (60.4) สัมประสิทธิข์องพจนกลาง 
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(61) จากการกระจาย 12
4

2 )
x
3

x( +  จงหา 

 (61.1) พจนที่ 6 
 (61.2) สัมประสิทธิท์วินามของพจนที่ 6 
 (61.3) สัมประสิทธิข์อง 6x  
 (61.4) พจนที่ไมมีตัวแปร x  
(62) จงหาคาโดยประมาณของ 7)001.2(  โดยบอกทศนิยม 6 ตาํแหนง 
 [ Hint : 7)001.02( + ] 
(63) จากการกระจาย 7)y3x2( +  จงหาผลบวกของสัมประสิทธิท์วินามของทุกพจน 
 
โจทยทบทวน 
(1) หาจํานวนวิธีในการแบงหนังสือ 12 เลมตางๆ กัน ออกเปนกองๆ 3 กอง 

(1.1) กองละ 3, 4, 5 เลม 
(1.2) ทุกกองจํานวนเทากนั 

(2) หนังสือ 9 เลม แบงใหนาย ก, ข, ค ไดกี่วิธี ถาหาก 
(2.1) คนหนึ่งได 2 เลม อีกคนได 3 เลม อีกคนได 4 เลม 
(2.2) คนหนึ่งได 5 เลม อีก 2 คนไดเทากัน 
(2.3) หนังสือทั้ง 9 เลมเหมือนกันหมด 

(3) เด็กคนหนึ่งมีบอลตางๆ กัน 10 ลูก จะแบงเปน 5 กอง โดยมี 3 กองที่กองละ 2 ลูก และอีก 
2 กองมีกองละลูก ไดกี่วธิ ี
(4) เด็กคนหนึ่งมีบอลตางๆ กัน 10 ลูก จะแบงใหเพ่ือน 5 คน โดยมี 3 คนไดคนละ 2 ลูก และ
อีก 2 คนไดคนละลูก ไดกีว่ธิ ี
(5) แบงชาย 5 คน หญิง 3 คน เขาพักในหอง 3 หองที่มีขนาด 3, 3, 2 คน (หองตางกัน) จงหา
จํานวนวิธีแบง เม่ือ 

(5.1) ใครอยูหองไหนก็ได 
(5.2) ผูหญิง 3 คนตองอยูดวยกัน 
(5.3) ผูหญิง 3 คนตองอยูคนละหองกัน 

(6) จงหาจํานวนวธิีแบงพนกังาน 6 คนเปน 3 กลุม (กลุมละกี่คนก็ได) เพ่ือไปทํางาน 3 อยาง 
(6.1) ที่เหมือนกัน 
(6.2) ที่แตกตางกัน 

(7) ครูมีหนังสือ 8 เลมที่ตางกัน จะแบงใหเด็ก 3 คน อยางนอยคนละเลม ไดกี่วิธ ี
(8) นักเรียน 12 คน ในจํานวนนี้มีนาย ก, ข, ค ดวย แบงเปน 3 กลุม เทาๆ กัน จะแบงไดกี่วธิ ี
ถา       (8.1) ไมมีเง่ือนไขเพ่ิมเติม 

(8.2) นาย ก, ข, ค อยูดวยกัน 
(8.3) นาย ก, ข, ค อยูแยกกันหมด 
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(9) เด็กคนหนึ่งมีลูกแกวเหมือนกัน 12 ลูก ตองการแบงใหเพ่ือน 3 คน จงหาจํานวนวธิี เม่ือ 
(9.1) แตละคนไดอยางนอย 1 ลูก 
(9.2) แตละคนไดอยางนอย 2 ลูก 
(9.3) อาจมีบางคนไมไดรับเลย 

(10) จดหมายเหมือนกัน 9 ฉบับ ตองการใสตูไปรษณีย 5 ตู จะมีกี่วิธ ีเม่ือ 
(10.1) ทุกตูตองมีจดหมาย 
(10.2) ใสเพียง 3 ตูเทานั้น 

(11) ชายคนหนึ่งประกอบรถยนตจําหนาย เขามีตัวถงัรถ 4 ชนิด เครื่องยนต 2 ชนิด สีพนรถ 5 
สี เขาจะผลติรถยนตตางๆ กันไดกี่แบบ 
(12) ผูตรวจงานจะตองตรวจเครื่องจักร 6 เครื่องทุกวัน เขาพยายามเปลี่ยนลําดับกอนหลังใน
การตรวจ เพ่ือไมใหพนักงานรูตัว จงหาวิธีทั้งหมดที่จะใชได 
(13) สารเคมชีนิดหนึ่งเกิดจากสาร 5 ชนิดผสมกัน โดยเทสารผสมทีละอยาง จงหาวามีวิธีผสมกี่
วิธี ถาสมมตวิาเทสารใดกอนหลังก็ได 
(14) ในการจัดแถวเด็กชาย 5 คน ซ่ึงมี ด.ช.บอย รวมอยูดวย และมีเด็กหญิงอีก 5 คน จง
คํานวณวธิีจัด ถา 

(14.1) ด.ช.บอย ตองยืนหัวแถวเสมอ 
(14.2) ด.ช.บอยยืนหัวแถว และสลบัชายหญิง 

(15) เซต { }5,4,3A =  จงหาวามีเลขกี่จํานวนซึ่งประกอบดวยเลขจากเซต A  และ 
(15.1) มีคานอยกวา 500 
(15.2) มีคานอยกวา 500 และเปนจํานวนคู 

(16) มีกี่จํานวนที่ประกอบจากเลข 2, 4, 6, 8 (ใชไดเพียงตัวละครั้ง) แลวมีคามากกวา 999 
(17) นําอักษรในคําวา SPECTRUM มาเรียงเปนคําที่มี 4 อักษร โดยอักษรในคําไมซํ้ากัน 

(17.1) ไดกี่คํา 
(17.2) ถาตัวสุดทายเปนสระเสมอ ไดกี่คํา 

(18) จงหาจํานวนวธิีทั้งหมดที่จะจัดนักเรียน 6 คน น่ังลอมรอบโตะกลม โดยที่นาย ก และ ข ซ่ึง
อยูในจํานวน 6 คนนั้น จะตองนั่งติดกันเสมอ 
(19) มีจุด 10 จุดบนเสนรอบวงกลม จะสรางหกเหลี่ยมไดกี่รูป 
(20) มีจํานวนบวก 6 จํานวน, จํานวนลบ 8 จํานวน, ถาเลือกมา 4 จํานวนโดยการสุม จงหา
จํานวนวิธทีี่เลข 4 จํานวนนั้นคูณกันแลวไดผลลัพธเปนบวก 
(21) มีหนังสือบนชั้น 12 เลม จงหาจาํนวนวิธีแบงหนังสือใหนาย ก 4 เลม และนาย ข 3 เลม 
(22) ตะกราใบหนึ่งบรรจุบอลสีแดง 5 ลูก ขาว 4 ลูก ถาหยิบมา 3 ลูก จะมีกี่วิธทีีบ่อล 3 ลูกนั้นมี
สีขาวอยางนอย 1 ลูก เม่ือ 
 (22.1) หยิบพรอมกันทั้ง 3 ลูก 
 (22.2) หยิบออกมาทีละลูก โดยไมใสคืน 
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 (23) จงหาจํานวนวธิีเลือกไพ 4 ใบจากไพสํารับหน่ึง แลวได A, K, Q, J โดยที่ไพเหลานี ้
(23.1) มาจากชุดตางกันหมด 
(23.2) มาจากชุดเดียวกันหมด 
(23.3) มาจากชุดใดก็ได 

หมายเหตุ ชุดของไพ มี 4 ชุด (ดอก) และ ชนิดของไพ มี 13 ชนิด (เลข) 
(24) แจกไพทีละ 5 ใบ จงหาจํานวนวิธทีั้งหมด ที่ไพในมือหน่ึงจะเปนชุดเดียวกันทั้ง 5 ใบ 
(25) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงมีโพดํา 5 ใบ โพแดง 5 ใบ และ ขาวหลามตัด 5 ใบ 
(26) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 3 ใบ และอีกชนิด 2 ใบ เชน AAA22 
(27) หาวิธีทีไ่พในมือหน่ึงซ่ึงมี 5 ใบ จะมีชนิดเดียวกัน 2 ใบ อีกชนิด 2 ใบ และอีกชนิด 1 ใบ 
เชน AA223 
(28) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ถายรูปรวมกนั โดยผูชายยืนแถวหลัง ผูหญิงน่ังแถวหนา ไดกี่แบบ 
(29) จงหาจํานวนผลลัพธทีเ่กิดขึ้นได จากการยิงปน 10 นัดไปยังเปาที่แบงเปน 5 สวน 
(30) ทีมฟุตบอล 10 ทีม จัดประกบคูกัน 5 คู โดยแขงวันละคู จะมีการจัดที่เปนไปไดกี่แบบ 
(31) ระบายส ี6 สีบนลูกเตา ดานละสี ไดกี่แบบ 
(32) ระบายส ี5 สีบนลูกเตา ดานละสี โดยไมใหสีเดียวกันอยูติดกัน ไดกี่แบบ 
(33) ระบายสบีนลูกบาศกหนาเกลี้ยง ดานละสี ไดกี่แบบ ถา 

(33.1) ระบาย 6 สี 
(33.2) ระบาย 5 สี โดยสีเดียวกันตองไมอยูติดกัน 
(33.3) ระบาย 4 สี โดยสีเดียวกันตองไมอยูติดกัน   

(34) นาย ก และ ข อยูในหมู 7 คน จงหาวิธีจัด 7 คนนั่งลอมวง โดยไมให 2 คนนี้อยูติดกัน 
(35) จํานวนเต็มบวกที่หาร 000,000,25  ลงตัว มีกี่จํานวน 
(36) เสนทางการเดินทางจากเมือง A ไป B เปนดังรูป ถา 
ไปไดทางทิศเหนือกับตะวันออกเทานั้น จะไปไดกี่เสนทาง 
และหากตองแวะเติมนํ้ามันที่จุด F ดวย จะเหลือกี่เสนทาง 
(37) คณะผูแทนไทย 25 คนไปเยี่ยมประเทศจีน และมี 
เจาภาพมาตอนรับ 15 คน ถาทุกคนตองทักทายเจาภาพ 
จะมีการทักทายเกิดขึ้นทั้งหมดกี่ครั้ง 
(38) ในงานเลีย้งศิษยเกา มีผูไปงาน 150 คน ถาทุกคนทักทายกันและกัน จะมีการทักทายกี่ครั้ง 
(39) มีกี่จํานวนที่สรางจาก 0 0 1 1 2 3 3 แลวมีคาเกนิ 1 ลาน 
(40) จัดคน 5 คน เขาพักในหอง 3 หองตางๆ กัน ซ่ึงจุหองละ 2 คน ไดทั้งหมดก่ีวิธ ี
(41) แบงนักเรียน ชาย 3 คน หญิง 5 คน ออกเปน 2 กลุมเทากัน เปนกลุม A และ B โดยแตละ
กลุมตองมีผูชายอยูดวย ไดกี่แบบ 
(42) ชาย 5 คน หญิง 5 คน ยืนสลับกันในแถวตรง โดยนาย ก กับนางสาว ข ตองอยูติดกัน
เสมอ ไดกี่แบบ 
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(43) นักเรียน 10 คน เรียงแถวเปนวงกลม โดยมี 1 คนอยูกลางวง ไดกี่แบบ 
(44) แจกของเลน 5 ชิ้นตางๆ กัน ใหเด็ก 3 คน (ทุกคนตองไดอยางนอย 1 ชิ้น) ไดกี่วิธ ี
(45) แบงทอฟฟ 5 ชนิด ชนิดละ 2 เม็ด ใหเด็ก 2 คน คนละ 5 เม็ด ไดกี่แบบ 
(46) บานพักมี 5 หอง เปนหองคู 3 หอง และหองเด่ียว 2 หอง สามารถจัดคน 8 คนเขาพักโดย
ในจํานวนนี้มีสามีภรรยาคูหน่ึงตองพักดวยกัน ไดทั้งหมดกี่วิธ ี
(47) ลูกเตา 2 ลูกที่ตางกัน นํามาวางประกบกันไดทั้งหมดกี่แบบ 
(48) นาย ก และนาย ข เขาไปจอดรถในที่จอดซึ่งเปนแถวยาว จอดได n คัน โดย ก และ ข ตอง
จอดหางกันเวน 1 ชอง สามารถทําไดกี่แบบ (ขณะน้ันไมมีรถคันอ่ืนอยูเลย) 
* (49) กําหนด { } { }7,5,3,1B,6,5,4,3,2,1A ==  
ถาให { }φ≠∩∧⊂= BEAE|EC  จงหาจํานวนสมาชิกของเซต C  
* (50) { }4,3,2,1A =  

(50.1) มีความสัมพันธภายใน A  ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.2) มีความสัมพันธภายใน A  ที่มี A  เปนโดเมน ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.3) มีฟงกชันจาก A  ไป A  ทั้งหมดกี่แบบ 
(50.4) มีฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง จาก A  ไปทั่วถึง A  ทั้งหมดกี่แบบ 
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ความนาจะเปน (Probability) 
 
•  การทดลองสุม (Random Experiment) คือการกระทําที่เราไมสามารถบอกไดวาแตละครั้งจะ
เกิด ผลลัพธ (Outcome) อะไร แตสามารถบอกไดวามีผลลัพธอะไรบางที่เปนไปได 
•  เซตของ “ผลลัพธทีเ่ปนไปไดทั้งหมด” เรยีกวา ปริภูมิตัวอยาง (Sample Space; S ) 
และเซตของ “ผลลัพธใดๆ ที่เราสนใจ” เรียกวา เหตุการณ (Event; E ) ดังน้ัน SE ⊂  
 
ตัวอยาง การทดลองสุม โยนเหรียญ 1 อัน 3 ครั้ง 
ปริภูมิตัวอยาง { }S HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT=  
มีเหตุการณ SE ⊂  ที่เปนไปได 25628 =  แบบ 
เชน =1E ออกหัวเกิน 1 ครั้ง { }THH,HTH,HHT,HHH=  

=2E ออกอยางใดอยางหนึ่งลวน { }TTT,HHH=  
=3E ออกกอยในครั้งที่สอง { }TTT,TTH,HTT,HTH=  
=4E ออกหัวและกอยเทาๆ กัน = ∅  

 
โจทย 
(1) โยนลูกเตา 2 ลูกพรอมกัน สนใจผลรวมแตมของลกูเตา จงหาปริภูมิตัวอยาง 
(2) ผลลัพธของหนาลูกเตาสองลูก (ลูกเตาไมตางกัน) ที่โยนพรอมๆ กัน มีกี่แบบ 
(3) โยนเหรียญ 1 อัน และสนใจหนาเหรียญที่หงายขึ้น จะมีเหตุการณกี่แบบ อะไรบาง 
 
•  ความนาจะเปน ของเหตุการณที่เราสนใจ จะหาไดเฉพาะเหตุการณที่เปนการทดลองสุม
เทานั้น โดยความนาจะเปนของเหตุการณ A  ใชสัญลักษณ )A(P  จะคํานวณไดจาก 

)S(n
)A(n

)A(P =  เม่ือ )A(n  คือจํานวนผลลัพธที่อยูใน A  และ )S(n  คอืจํานวนผลลพัธ

ทั้งหมดที่เปนไปได 
 
•  สมบัติของความนาจะเปน 
1. ความนาจะเปนของเหตุการณใดๆ มีคาอยูในชวง 0  ถึง 1 เทานั้น 1)A(P0 ≤≤  
โดยความนาจะเปนของเหตกุารณที่ไมมีผลลัพธเลย มีคาเปน 0   P( ) 0∅ =  
และความนาจะเปนของเหตกุารณที่มีผลลพัธไดทุกแบบ มีคาเปน 1 1)S(P =  
2. ความนาจะเปนของเหตุการณที่เราสนใจ รวมกับความนาจะเปนของเหตุการณที่เหลือ (ที่เรา
ไมสนใจ) จะได 1 เสมอ              )'A(P1)A(P −=  
3. ความนาจะเปนของสองเหตุการณ หาไดจาก   )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪  
ซ่ึงจากสมบัติขอ 2 และ 3 ทําใหเราสามารถใชแผนภาพเซต (เวนน-ออยเลอร) ชวยคํานวณได 
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หมายเหตุ 
•  ความหมายของ BA ∩  ก็คือเหตกุารณ “ A  และ B ” (เกิดขึ้นทั้งสองอยาง) 
สวน BA ∪  ก็คือเหตุการณ “ A  หรือ B ” (เกิดขึ้นอยางใดอยางหน่ึงหรือทั้งสองอยาง) 
 
•  หากเหตุการณสองเหตุการณ มีลักษณะดังน้ี A B∩ = ∅  เราจะเรยีกเหตุการณ A  และ 
B  วาเปนเหตุการณที่ไมเกิดรวมกัน (Mutually Exclusive) (หรือ Disjoint) และจะทาํให 

)B(P)A(P)BA(P +=∪  
•  แตหากเหตุการณสองเหตุการณมีลักษณะดังน้ี )B(P)A(P)BA(P ⋅=∩  เราจะเรียก
เหตุการณ A  และ B  วาเปนเหตุการณที่ไมขึน้ตอกัน หรือ อิสระจากกัน (Independent) และจะ
ทําให )B(P)A(P)B(P)A(P)BA(P ⋅−+=∪  
 
โจทย 
(4) ถา 48.0)A(P = , 32.0)B(P = , และ 25.0)BA(P =∩  
จงหา )BA(P ∪ , )BA(P − , )'A(P , และ )'B(P  
(5) ถา 4.0)A(P = , 55.0)B(P = , และ 15.0)BA(P =∩  จงหาความนาจะเปนของ 
 (5.1) เหตุการณ A  และ B  

(5.2) เหตุการณ A  หรือ B  
(5.3) เหตุการณที่ไมใชทั้ง A  และ B  

(6) ความนาจะเปนที่สมศกัดิ์จะสอบผานวิชาคณติศาสตร และเคมี เปน 
3

2  และ 
9

4  ตามลําดับ 

ถาความนาจะเปนที่เขาจะสอบผานทั้งสองวิชา เปน 
4

1  จงหา 

 (6.1) P {ผานอยางนอย 1 วิชา} 
 (6.2) P {ผานเพียงวิชาเดียว} 
 (6.3) P {ไมผานทั้ง 2 วิชา} 
(7) ลูกเตาลูกหนึ่ง ถูกถวงน้ําหนักใหแตมคูแตละหนามีโอกาสเกิดเปน 2 เทาของแตมคี่ จงหา
ความนาจะเปนของเหตุการณตอไปน้ีในการโยนแตละครั้ง 
 (7.1) ไดแตมคู 
 (7.2) ไดแตมคี่ 
 (7.3) ไดจํานวนเฉพาะ 
 (7.4) ไดแตม 1 หรือแตมคู 
(8) โยนลูกเตาที่แตกตางกนั 2 ลูก 1 ครั้ง จงหาความนาจะเปนของเหตุการณ 
 (8.1) ผลรวมแตมได 8 
 (8.2) ผลรวมแตมเปนจํานวนเฉพาะ 
 (8.3) ผลรวมแตมเปนจํานวนคู 
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(9) ถาสลับอักษรในคําวา STATISTICS อยางสุม จงหาความนาจะเปนที่คําที่ไดน้ันจะ 
 (9.1) มีตัว T ติดกัน 3 ตัว 
 (9.2) มีตัว T ติดกัน 2 ตัว 
(10) กลองใสลูกบอลสองใบ ใบแรกมีบอลสีแดง 2 ลูก สีขาว 3 ลูก และกลองที่สองมีบอลสีแดง 3 
ลูก สีขาว 4 ลกู ถาสุมหยิบบอลอยางสุมออกมากลองละ 2 ลูก จงหาความนาจะเปนที ่
 (10.1) ไดสีแดงทั้ง 4 ลูก 
 (10.2) ไดสีขาวทั้ง 4 ลูก 
 (10.3) ไดสีแดงอยางนอย 1 ลูก 
 (10.4) ไดสีขาวอยางนอย 1 ลูก 
 (10.5) ไดสีละ 2 ลูก 
(11) ในการประกวดรองเพลงครั้งหน่ึง มีผูเขารอบ 3 คน แตละคนตองสุมเลือกเพลงที่จะรอง 1 
เพลง จากเพลงบังคับที่มีอยู 5 เพลง จงหาความนาจะเปนของเหตุการณตอไปน้ี 
 (11.1) เลือกรองเพลงเดียวกันทั้ง 3 คน 
 (11.2) เลือกรองเพลงเดียวกันเพียง 2 คน 
 (11.3) มีคนรองเพลงซ้ํากัน 
 (11.4) ไมมีคนรองเพลงซ้ํากัน 
(12) มีเลข 9 จํานวน ซ่ึงเปนบวก 6 จํานวน ลบ 2 จํานวน และศูนย 1 จํานวน ในจํานวนบวกมี
เลขคูกบัคี่เทาๆ กัน ในจํานวนลบก็เชนกนั ถาเราสุมเลขดังกลาวมา 4 จํานวน จงหา 
 (12.1) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน เปนศูนย} 
 (12.2) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน มากกวาศูนย} 
 (12.3) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน นอยกวาศูนย} 
 (12.4) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน มากกวาศูนยและเปนจํานวนคู} 
 (12.5) P {ผลคณูของเลขสี่จํานวน นอยกวาศูนยและเปนจํานวนคี่} 
(13) นักเรียน ม.4, 5, 6 สงตัวแทนชายหญิงมาชั้นละคู หากสุมเลือกตัวแทนออกมา 2 คน ความ
นาจะเปนที่จะไดชายและหญิงที่มาจากชั้นตางกัน เปนเทาใด 
(14) ครูมีหนังสือเรียน 5 วิชา วิชาละ 2 เลม (ที่เหมือนกัน) นํามาแบงใหนักเรียน 2 คน คนละ 5 
เลมอยางสุม ใหหาความนาจะเปนที่นักเรยีนแตละคนจะไดหนังสือครบทุกวชิา 
(15) จากการกระจาย 8)b5a4( +  ถาสุมหยิบสัมประสิทธิ์ทวินามออกมา 2 จํานวน ใหหา
ความนาจะเปนที่จํานวนทั้งสองจะมีคาไมเทากัน 
(16) กลองใบหนึ่งมีสลากตวัเลขจํานวนเต็มที่ไมซํ้ากัน ทุกใบเปนจํานวนที่หารดวย 4 หรือ 6 ลง
ตัว และมีคามากกวา 10 แตไมเกิน 100 หากสุมหยิบสลากออกมา 1 ใบ ใหคํานวณหาโอกาสที่
ตัวเลขนั้นจะหารดวย 4 ไมลงตัว หรือหารดวย 6 ไมลงตัว 

(17) กําหนดเมตริกซ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

6kk
14k

A  และเซต { }x21xIxB 2| <∈=  สุมสมาชิก

จาก B  มา 1 ตัว เพ่ือแทนคา k  ในเมตริกซ A  จงหาโอกาสที่ A  จะเปนนอนซิงกูลารเมตริกซ 
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        A 
 B               C 
         D 

(18) ตารางขนาด 12 ชองนี้ ถูกทาสีลงไปตามลําดับทลีะชอง 
อยางสุมโดยการโยนเหรียญ คือถาเหรียญออกหัวจะทาสีแดง 
และถาออกกอยจะทาสีเขียว ทําเชนน้ีจนครบทุกชอง จงหา 
ความนาจะเปนที่ชอง A, B, C, D จะเปนสีแดงหมดทั้งสี่ชอง 
 

(19) สลากเลข 1 ถึง 4 อยูในกลอง สุมหยิบขึ้นมาทลีะใบจนครบทุกใบ ใหหาความนาจะเปนทีจ่ะ
ไดเลขเรียงจากนอยไปมากพอดี     (ลองคิดแบบการนบั และคิดแบบความนาจะเปนคูณกัน) 
 

(20) ในโรงพยาบาลมีผูปวยโรคหืดหรือหอบ 60% เปนหืด 41% เปนหอบ 28% ถาสุมเลือก
ผูปวยมา 1 คน ใหหาความนาจะเปนที่คนไขคนนี้จะเปนโรคหืดเพียงอยางเดียว 
 
 
เฉลย 
(1) { }S 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12=    (2) 21  แบบ   (3) 4  แบบ คือ 

1E = ∅ , { }2E H= , { }3E T= , { }4E H, T=    (4) 55.0 , 23.0 , 52.0 , 68.0    
(5) 15.0 , 8.0 , 2.0    (6) 9/8 , 36/23 , 9/1    (7) 3/2 , 3/1 , 9/4 , 9/7    (8) 
5/36 , 15/36 , 18/36    (9) 15/1 , 15/7    (10) 1/70 , 3/35 , 32/35 , 69/70 , 
29/70    (11) 25/1 , 25/12 , 25/13 , 25/12    (12) 9/4 , 21/5 , 63/20 , 5/21, 
1/126    (13) 5/2    (14) 51/1    (15) 9/8    (16) 1 (8/30)−    (17) 10/9    (18) 

16/1    (19) 24/1    (20) %32  
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สถิติ (1) (Statistics) คากลางของขอมูล 
 
•  เม่ือเรามี ขอมูล (Data) จํานวนหนึ่ง เรามักจําเปนตองวิเคราะหขอมูลกอนถึงจะนําไปใช
ประโยชน (เพ่ือการตัดสินใจ หรือการวางแผน) ตอได การวิเคราะหขอมูลในที่น้ีแบงเปน การ
วิเคราะหเบื้องตน ไดแก การหาคากลาง ในบทเรียนสถิติ (1) การหาคาการกระจาย ในบทเรียน
สถิติ (2) และ การวิเคราะหขั้นสูง ไดแก การประมาณความสัมพันธเชิงฟงกชัน ในบทเรยีนสถติิ 
(3) โดยขอมูลที่ผานการวิเคราะหแลว จะเรียกวา สารสนเทศ หรือ ขาวสาร (Information) 
 
•  ขอมูลที่กลาวถึง มี 2 ลักษณะ คือ ขอมูลเชิงปริมาณ (Quantitative Data) ซ่ึงเปนขอมูลที่ใช
แทนขนาดหรือปริมาณที่วัดเปนตวัเลข สามารถนําไปคาํนวณหรือเปรียบเทียบไดโดยตรง กับ 
ขอมูลเชิงคุณภาพ (Qualitative Data) ซ่ึงไมไดเปนตัวเลข เชน ขอมูลเพศ ขอมูลความพึงพอใจ 
หากเราตองการวิเคราะหกต็องกําหนดตัวเลขเพ่ือใชแทนขอมูลเหลานี้กอน  
 
•  หากแบงขอมูลตามแหลงทีม่า จะได 2 กลุม คือ 
1. ขอมูลปฐมภูมิ (Primary Data) คือขอมูลที่ไดจากการสํารวจเองโดยตรง (ไมวาจะเปนการนับ 
การวัด การทดลอง การสอบถาม การสังเกต) ไมเคยมกีารเก็บรวบรวมไวกอน ขอมูลปฐมภูมิจะ
เก็บรวบรวมได 2 รูปแบบ คือ เก็บขอมูลใหครบจากทกุๆ สิ่งที่เราตองการ เรียกวา การสํามะโน 
(Census) และการเก็บขอมูลจากสิ่งที่สุมเลือกมา เรียกวา การสํารวจตัวอยาง (Sample Survey) 
2. ขอมูลทุติยภูมิ (Secondary Data) คือขอมูลที่มีผูรวบรวมไวแลว ผูใชไมตองทําการสํารวจเอง 
เชน ขอมูลจากหนวยงานราชการ องคกรของรัฐ รวมทั้งรายงานและบทความจากหนังสือตางๆ 
 
การแจกแจงความถี่ของขอมูล 
1. การแจกแจงความถี่ (Frequency Distribution) คือการจัดขอมูลที่มีอยูใหเปนกลุมๆ เพ่ือความ
สะดวกในการวิเคราะห และการจัดเก็บ โดยดําเนินการดังน้ี 

(1) แบงคาขอมูลที่เปนไปไดทั้งหมดออกเปนชวงๆ ตามที่ตองการ เรียกแตละชวงวา 
อันตรภาคชั้น (Class Interval) เชน “30 – 39”, “40 – 49”, “50 – 59”, “60 – 69”, “70 – 79” 

(2) พิจารณาวาบรรดาขอมูลที่มีน้ัน มีคาตกอยูในแตละชวงเปนปริมาณเทาใด เรียก
ปริมาณขอมูลที่ปรากฏในแตละชวงวา ความถี่ (Frequency) 

(3) มักเขียนอันตรภาคชั้นและความถี่ของแตละชั้น ในรปูตารางขนาดประมาณ 7 ถึง 15 
ชั้น และมักกําหนดความกวางแตละชั้นเทาๆ กัน (แมโดยทั่วไปไมจําเปนตองเทากันก็ได รวมทั้ง
อันตรภาคชั้นต่ําสุดหรือสูงสุดอาจเปน อันตรภาคชั้นเปด (Open-End Class Interval) ก็ได เชน 
“นอยกวา 30” หรือ “มากกวา 80”) 
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•  ตัวอยางเชน ขอมูลนํ้าหนัก (กก.) ของนักเรียน 40 คนในชั้นเรียน ไดแก 
40 45 46 46 50 51 49 52 42 41 
50 55 51 53 54 40 43 48 53 55 
58 62 64 61 50 48 48 56 58 58 
59 64 63 68 59 65 61 67 66 64 

หากตองการตารางแจกแจงความถี่ขนาด 6 ชั้น อาจเขียนไดดังน้ี 
 

•  อันตรภาคชั้น ไดแก 40 – 44, 45 – 49, 50 – 54, 55 
– 59, 60 – 64, และ 65 – 69 โดยมีความถี่ของแตละชั้น 
ไดแก 5, 7, 9, 8, 7, และ 4 ตามลําดับ 
 

•  คา ขอบลาง (Lower Boundary) และ ขอบบน 
(Upper Boundary) คือคากึ่งกลางระหวางรอยตออันตร
ภาคชั้น เชน ชั้น 45 – 49 มีคา 44.5 เปนขอบลาง ซ่ึงคา 
44.5 ก็เปนขอบบนของชั้น 40 – 44 ดวย 

 

•  ความกวางอันตรภาคชั้น หาไดจาก “ผลตางของขอบบนและขอบลางของชั้นน้ัน” ในตัวอยาง
น้ีความกวางแตละชั้นเปน 5 เทากันหมด 
 
2. การแจกแจงความถี่สะสม (Cumulative Frequency Distribution)  
 ความถี่สะสม (Cumulative Frequency) คือ “ผลรวมความถี่ชั้นนั้น กับความถีช่ั้นที่มีคา
ขอมูลต่ํากวาทั้งหมด” ในบางครั้งอาจใหความถี่สะสมเปนผลรวมความถี่ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูล
สูงกวาทั้งหมดก็ได แตไมเปนที่นิยม (ตวัอยางความถีส่ะสมอยูในตารางถัดไป) 
3. การแจกแจงความถี่สัมพัทธ และความถี่สะสมสัมพัทธ 
 ความถี่สัมพัทธ (Relative Frequency) และ ความถี่สะสมสัมพัทธ (Relative Cumula- 
-tive Frequency) ก็คืออัตราสวนความถีห่รือความถี่สะสม เทียบกบัความถี่รวม (N) ดังน้ัน
ความถี่สัมพัทธรวมตองได 1 เสมอ และความถี่สะสมสมัพัทธของชั้นสูงสุดก็ตองเปน 1 เชนกัน 
(บางครั้งใชเปนหนวย “รอยละ” ก็ได ซ่ึงจะปรับใหผลรวมความถี่เปนรอยละ 100) 

นํ้าหนัก (กก.) จํานวนนักเรียน 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

รวม 40 

อันตรภาคชั้น ความถี่ ความถี่ 
สัมพัทธ ความถี่สะสม ความถี่สะสม 

สัมพัทธ 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

0.125 
0.175 
0.225 
0.200 
0.175 
0.100 

5 
12 
21 
29 
36 
40 

0.125 
0.300 
0.525 
0.725 
0.900 
1.000 

รวม 40 1.000   
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f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O  39.5  44.5  49.5  54.5  59.5  64.5  69.5 

8 
6 
4 
2 

 ฮิสโทแกรม (1) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

เสนโคงของความถี่ แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

cmf (ความถี่สะสม) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

40 

30 

20 

10 

เสนโคงของความถี่สะสม (Ogive) 
แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O 42   47   52    57    62    67 

8 
6 
4 
2 

ฮิสโทแกรม (2) แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

f (ความถี่) 

  x 
(กก.) O   37   42   47   52    57    62    67   72 

8 
6 
4 
2 

รูปหลายเหล่ียมของความถี่ แสดงน้ําหนักนักเรียน 40 คน 

4. การใชกราฟแสดงการแจกแจงความถี่ (หรือความถี่สะสม) 
 ฮิสโทแกรม (Histogram) คือแผนภูมิแทงสี่เหลี่ยมวางเรียงติดกัน โดยใหแกนนอนแทน
คาขอมูล x  (เขยีนกํากับดวยขอบบนขอบลางของชั้น หรือดวยจุดกึ่งกลางชั้นก็ได) และแกนตั้ง
แทนคาความถี่ f  ความสูงของแทงสี่เหลี่ยมจะแปรตามความถี่ของชัน้น้ันๆ 
 รูปหลายเหลีย่มของความถี่ (Frequency Polygon) คอืรูปที่เกิดจากการลากเสนตรง
เชื่อมจุดกึ่งกลางยอดแทงสี่เหลี่ยมของฮิสโทแกรมแตละแทง (โดยสมมติใหมีอันตรภาคชั้นกอน
หนาและหลังอันตรภาคชั้นทั้งหมดที่มีอยู ฝงละ 1 ชั้น และลากเสนตรงไปบรรจบแกนนอนที่
กึ่งกลางชั้นทัง้สองนี้ เพ่ือใหเปนรูปปดทีมี่พ้ืนที่เทากับฮิสโทแกรมเดิม) 
 เสนโคงของความถี่ (Frequency Curve) คือรูปที่เกิดจากการปรับเสนตรงในรูปหลาย
เหลี่ยมของความถี่ ใหเปนเสนโคง (โดยพยายามใหมีพ้ืนที่ใกลเคียงเดิมที่สุด) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นํ้าหนัก (กก.) ความถี่ ความถี่สะสม 
40 – 44 
45 – 49 
50 – 54 
55 – 59 
60 – 64 
65 – 69 

5 
7 
9 
8 
7 
4 

5 
12 
21 
29 
36 
40 

รวม 40  
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การหาคากลางของขอมูล 
คากลางของขอมูล เปนตัวเลขทีใ่ชแทนขอมูลทั้งหมด จะชวยใหวิเคราะหขอมูลไดอยางกวางๆ 
ซ่ึงคากลางทีนิ่ยมใช มี 3 ชนิด ไดแก คาเฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม 
 
1. คาเฉลี่ยเลขคณิต (Arithmetic Mean) 
•  คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูล 1 2 3 NX ,X ,X ,...,X  ใชสัญลักษณวา X  (อานวา x-bar) 
เปนคากลางทีใ่หความสําคญักับ คาของขอมูล โดยตรง จึงเหมาะกับชุดขอมูลที่มีคาใกลเคียงกนั
ทุกคา ไมมีคาใดสูงหรือต่ําผิดปกติไปจากคาอ่ืนๆ (มิฉะนั้นคาที่ไดจะไมมีคุณภาพ) 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

i
1 2 3 N i 1

X
X X X ... X

X
N N

=+ + + +
= =

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ คิดแบบถวงน้ําหนัก (Weighted) 

N

i i
1 1 2 2 3 3 N N i 1

N
1 2 3 N

i
i 1

wX
w X w X w X ... w X

X
w w w ... w w

=

=

+ + + +
= =

+ + + +

∑

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , iw  คือน้ําหนักของขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k k

i i i i
1 1 2 2 3 3 k k i 1 i 1

k
1 2 3 k

i
i 1

fX fX
f X f X f X ... f X

X
f f f ... f Nf

= =

=

+ + + +
= = =

+ + + +

∑ ∑

∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (สูตรลดทอน) 

X a ID= +         เม่ือ 

k

i i
i 1

fD
D

N
==
∑

 
a  คือกึ่งกลางของชั้นใดชั้นหนึ่งที่เลือก (ชั้นใดก็ได), I  คือความกวางชั้น (เทากันทุกชั้น) 

iD  เปนจํานวนเต็ม โดยใหชั้นที่มีคา a  นั้นเปน D 0=  และชั้นที่มีขอมูลนอยลง 
D 1, 2,...= − −  ไปเรื่อยๆ สวนชั้นที่ขอมูลสูงขึ้น D 1,2,...=  ไปเรื่อยๆ 

 
 

หมายเหตุ สัญลักษณ ∑ (Sigma) ใชแทนผลรวม โดยมีตวัแปร i  กํากับไววาในแตละพจนจะ
แปรคาจากเทาใดจนถึงเทาใด (เชน i 1=  ถึง N ) และสมบัตขิอง ∑  ที่ควรทราบมีดังน้ี 

N N N N

i i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

c N c                           (x y ) x y
= = = =

• = ⋅ • ± = ±∑ ∑ ∑ ∑  
N N

i i
i 1 i 1

c x c x
= =

• = ⋅∑ ∑       c  เปนคาคงที่ 
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คาเฉล่ียเลขคณิตรวม (Combined Arithmetic Mean) ของขอมูลหลายๆ ชุด 
k

i i
c 1 1 2 2 3 3 k k i 1

c k
c 1 2 3 k

i
i 1

NX
( X) N X N X N X ... N X

X
N N N N ... N N

=

=

∑ + + + +
= = =

+ + + +

∑

∑
 

iX  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูลชุดที่ i , iN  คือจํานวนขอมูลชุดที่ i  จากทั้งหมด k  ชุด 
หมายเหต ุอาจมองในแงวา เปนการนําคาเฉล่ียแตละชุด มาถวงน้ําหนักดวยจํานวนขอมูลก็ได 

 

2. มัธยฐาน (Median; Med ) 
•  มัธยฐาน คือคาที่มีตําแหนงอยูกึ่งกลางของขอมูลทั้งหมด (เม่ือเรียงลําดับขอมูลจากนอยไป
มาก หรือมากไปนอย) เปนคากลางที่ใหความสําคัญกับ ลําดับของขอมูล (บอกใหทราบวามี
ขอมูลที่มีคามากกวาคานี้ กบันอยกวาคานี้ อยูปริมาณเทาๆ กัน) จึงยังคงใชไดดีกับขอมูลชุดที่มี
บางคาสูงหรือต่ํากวาคาอ่ืนอยางผิดปกติ 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

Med  คือขอมูล ในตําแหนงที่  N 1
2
+           (ตําแหนงกึ่งกลาง) 

เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L

Med

N
f

Med L I 2
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                              ขอสังเกต ใช N
2

 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีมัธยฐานอยู (ตัวที่ N/2 ) ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Medf  

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

 

3. ฐานนิยม (Mode; Mo ) 
•  ฐานนิยม คือคาขอมูลตวัทีป่รากฏบอยครั้งที่สุด (มีความถี่สูงที่สุด) เปนคากลางทีใ่หความ- 
สําคัญกับ ความถี่ของขอมูล จะเหมาะสมที่สุดกับขอมูลเชิงคุณภาพ เชน การลงคะแนนเลือกตั้ง 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
Mo  คือขอมูลตัวที่มีความถี่มากที่สุด 
หมายเหต ุโดยทั่วไปจะเปนฐานนิยมรวมกันไดไมเกิน 2 คา 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

1

1 2

d
Mo L I

d d
⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

L  คือขอบลางชั้นที่มีฐานนิยมอยู (ชั้นที่ความถี่สูงสุด) ซึ่งทุกๆ ชั้นมีความกวาง I  
1d  คือผลตางความถี่ ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูลนอยลง 
2d  คือผลตางความถี่ ชั้นนั้นกับชั้นที่คาขอมูลมากขึ้น 
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•  นอกจากการคํานวณจากขอมูลโดยตรงแลว เรายังสามารถหาคามัธยฐานไดจากเสนโคงของ
ความถี่สะสม และหาฐานนยิมไดจากฮิสโทแกรม ดังภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

•  ขอสังเกต ในการคํานวณคากลาง จะพบวาขอมูลบางลกัษณะไมเหมาะสมกับคากลางบาง
ชนิด ซ่ึงมีผลสรุปไวคราวๆ ดังตารางนี้ 
 

ลักษณะขอมลู คาเฉลีย่เลขคณิต มัธยฐาน ฐานนิยม 
- ขอมูลเชิงคณุภาพ ไมเหมาะสม ไมเหมาะสม ใชได 

ยัง
ไม
แจ
กแ

จง
 

- เกาะกลุมกนัปกต ิ
- บางคาตางไปจนผิดปกต ิ

ใชได 
ไมเหมาะสม 

ใชได 
ใชได 

ใชได 
ใชได 

แจ
กแ

จง
แล

ว - ทุกชั้นกวางเทากัน 
- มีอันตรภาคชั้นเปด 
- บางชั้นกวางไมเทากัน 

ใชได 
ไมเหมาะสม 
ไมเหมาะสม 

ใชได 
ใชได 
ใชได 

ใชได 
ใชได 

ไมเหมาะสม 
 

 

•  สมบัติของคาเฉลี่ยเลขคณิต 

(1) 
N

i
i 1

NX X
=

= ∑   คาเฉลี่ยเลขคณติ คูณกับจํานวนขอมูล จะไดเปนผลรวมขอมูลทั้งหมด 

(2) 
N

i
i 1

(X X) 0
=

− =∑    ผลรวมของคาเบี่ยงเบนทั้งหมดเปนศูนย 

(3) 
N

2
i

i 1

(X K)
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K X=  

•  สมบัติของมัธยฐาน 
N

i
i 1

X K
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K Med=                 (คลายขอ 3 ของ X ) 

•  สมบัติของคากลางทั้ง 3 ชนิด 
(1) คากลางทีไ่ด จะมีคาอยูระหวางขอมูลที่นอยที่สุดกับมากที่สุด เสมอ 
(2) ถาขอมูลชดุ Y  ทุกๆ ตัว สัมพันธกับขอมูลชุด X  แตละตัว ตามสมการ i iY mX c= +  
จะไดวา      (คากลางของY ) m= ⋅  (คากลางของX ) c+  ดวย 

cmf (ความถี่สะสม) 

x O                  Med 

  N 

 

N/2 

 

การหาคามัธยฐานจาก 
เสนโคงของความถี่สะสม 

f (ความถี่) 

x O                      Mo 
 การหาคาฐานนิยมจากฮิสโทแกรม 
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4. คากลางอื่นๆ 
 

•  คาเฉลี่ยเรขาคณิต (Geometric Mean; GM ) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  
N

N N
1 2 3 N i

i 1

GM X X X ...X X
=

= = ∏  

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว   
k

i
31 2 k ii 1

kf
ff f f fN

1 2 3 k i
i 1

GM X X X ...X X=

=

∑
= = ∏  

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
 

หมายเหตุ สัญลักษณ ∏ (Pi) ใชแทนผลคณู โดยมีตัวแปร i  กํากับไววาในแตละตัวคูณจะแปร
คาจากเทาใดจนถึงเทาใด (เชน i 1=  ถึง N ) คลายสัญลักษณ ∑ (Sigma) 
 

•  คาเฉลี่ยฮารโมนิก (Harmonic Mean; HM) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  

1 2 3 N

N

i 1 i

1 1 1 1 1
...

X X X X X

N N
HM

=

+ + + +

= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว  
31 2 k

1 2 3 k

k

i
1 2 3 k i 1

k k

i 1 i 1i i

i i...
X X X X X X

f f

f
f f f ... f N

HM
ff f f

=

= =

+ + + +

+ + + +
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑

∑ ∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i , if  คือความถี่ชั้นที่ i , มีทั้งหมด k  ชั้น, และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว 
 

•  กึ่งกลางพิสัย (Midrange) 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่  max minX X
Midrange

2
+

=  

maxX  คือขอมูลที่มีคาสูงที่สุด, minX  คือขอมูลที่มีคาต่ําที่สุด 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว   max minU L
Midrange

2
+

=  

maxU  คือขอบบนของชั้นที่คาขอมูลสูงที่สุด, minL  คือขอบลางของชั้นที่คาขอมูลต่ําที่สุด 
 
โจทย 
(1) สวนสูงนักเรียน 8 คน วดัไดดังน้ี 112, 120, 114, 122, 112, 110, 114, 112 ซม. จงหา
คาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม 
 

(2) [Ent’38] จากขอมูลทีก่ําหนดให ชุด A: 1, 3, 2, 2, 5, 3, 4, 4, 3 และชุด B: 1, 2, 4, 1, 2, 5, 
2, 5, 1, 5, 5, 3   พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลสองชุดนี้ เทากัน 
 ข. มัธยฐานของขอมูลสองชุดนี้ เทากัน 
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(3) ขอมูลชุดหนึ่งประกอบดวยคาดังน้ี  5, 1, 3, 2, 5, 4, 2, 7, 8, 3, 2, 1, 9, 8, 3, 5, 6, 9, 4, 3 
ถามวาขอมูลชุดนี้มีการแจกแจงแบบใด คาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมเปนเทาใด 
 

(4) จงหาขอมูล 4 จํานวน ซ่ึงมีฐานนิยมและมัธยฐานเปน 70 เทากัน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 75 
และพิสัยเปน 80 
 

(5) คาเฉลี่ยเลขคณิตของคะแนนสอบของนักเรียน 10 คน เปน 65 คะแนน ถานักเรียน 7 คน
แรกมีคะแนนสอบดังน้ี 55, 43, 67, 80, 85, 74, 38 คะแนน สวนอีก 3 คน มีคนไดคะแนน
เทากัน 2 คน และมากกวาอีกคนหนึ่งอยู 11 คะแนน จงหามัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนน
สอบของนักเรียน 10 คนนี้ 
 

(6) [Ent’ต.ค.41] ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากได 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 
120   ถาฐานนิยมและมัธยฐานเปน 30 และ 40 ตามลําดับแลว ขอมูลชุดตอไปน้ีจะมีคาเฉลี่ยเลข
คณิตเทาใด   11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 
 

(7) [Ent’40] คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีเสนโคงความถี่เปนโคงเบซาย โดยที่ 80 
เปอรเซ็นตของนักเรียนทั้งหมดสอบไดคะแนนเทากันคอื 75 คะแนน สมชายสอบไดคะแนน
เทากับคาเฉลีย่เลขคณิตของคะแนนสอบ โดยที่คะแนนของสมชายตางจากฐานนิยมอยู 6 
คะแนน สมชายสอบไดคะแนนเทาใด 
 

(8) ครอบครัวหน่ึงมีบุตร 5 คน คนโตอายุ 15 ป คนสุดทองอายุ 4 ป คาเฉลี่ยอายบุตุรทุกคนเปน 
11 ป มัธยฐานเปน 12 ป หากบุตรคนที ่4 อายุนอยกวาคนที่ 2 อยู 4 ป จงหาคาเฉลี่ยของอายุ
บุตรในอีก 3 ปขางหนา 
 

(9) [Ent’41] ความสัมพันธระหวางกําไร (y) และราคาทุน (x) ของสินคาชนิดหนึ่งเปน 
y = 7 + 0.25 x   ถาราคาทุนของสินคา 5 ชิ้นเปน 32, 48, 40, 56, 44 บาท แลว จงหาคาเฉลี่ย
เลขคณติของกําไรของสินคา 5 ชิ้นน้ี 
 

(10) จากการวิเคราะหความสัมพันธระหวางน้ําหนัก (กก.; W ) กับสวนสูง (ซม.; H) ของคน 
15 คน พบวาเปนไปตามสมการ 3W H 15= −    ถาคาเฉลี่ยของสวนสูง 6 คนแรกเปน 159 
ซม. และของอีก 9 คนที่เหลือเปน 156 ซม. ใหหาคาเฉลี่ยของน้ําหนักคน 15 คนนี้ 
 

(11) ขอมูลชดุหนึ่งมี X  เปน 11 ถามีขอมูลคา 29 เพ่ิมอีกตัว จะทําให X  กลายเปน 13 ใหหา
วาเดิมมีขอมูลอยูกี่ตัว 
 

(12) ขอมูล N จํานวน มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 15 ภายหลังพบวาอานขอมูลผิด คือจาก 21 อาน
ผิดเปน 12 จึงทําการหาคาเฉลี่ยเลขคณติใหมไดเปน 16 จงหาจํานวนขอมูล 
 

(13) จากการหาตัวกลางเลขคณิต หรือ X  ของขอมูล 10 ตัว ไดคาเปน 12 แตปรากฏวาอาน
ขอมูลผิดไป จากขอมูลจริงคือ 3 แตอานเปน 8 ดังน้ันคา X  ที่แทจริงคือเทาใด 
 

(14) นํ้าหนักเฉลี่ยของนักเรยีนชายเปน 70 กก. นักเรียนหญิงเปน 55 กก. และน้ําหนักเฉลี่ย
ของนักเรียนทั้งหมด 150 คน เปน 60 กก. ใหหาจํานวนนักเรียนชาย และนักเรียนหญิง 
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(15) จากผลสอบของนักเรียน 30 คนในหองหน่ึง พบวาคาเฉลี่ยของคะแนนนักเรียนชายเทากับ
จํานวนนักเรียนชายพอดี และคาเฉลี่ยของคะแนนนักเรยีนหญิงก็เทากับจํานวนนักเรียนหญิง
ดวย หากคาเฉลี่ยรวมทั้งหองเปน 50/3 คะแนน และจํานวนนักเรียนชายนอยกวานักเรียนหญิง 
จงหาจํานวนนักเรียนชาย 
 

(16) คนกลุมหน่ึงเปนชาย 40 คน และหญิง 60 คน เงินรวมกัน 18,630 บาท ถาคาเฉลี่ยของเงิน
ที่ผูหญิงมีนอยกวาคาเฉลี่ยของเงินที่ผูชายมี อยู 10 บาท จงหาผลรวมของคาเฉลี่ยทั้งสองนี้ 
 

(17) [Ent’41] ตารางตอไปน้ีเปนเกณฑการคิดคะแนนทีผู่สอนกําหนดไว และผลการเรียนของ
นักเรียนคนหนึ่ง ถานักเรียนคนนี้ไดคะแนนเฉลี่ยตลอดภาคเปน 79% แลว ใหหาคะแนนสอบ
ปลายภาคที่นักเรียนคนนี้ไดรับ 

สอบยอย  การบาน 
ครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2 

สอบปลายภาค 

เกณฑ 20% 20% 30% 30% 
คะแนนที่ได (100) 92 84 63  

 

(18) [Ent’มี.ค.44] กําหนดให 1 2 10x ,x ,...,x  มีคาเปน 5, 6, a , 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9 
ตามลําดับ โดยที่ a 15<  ถาพิสัยของขอมูลชุดนี้คือ 12 

b  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด 

และ c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

i
i 1

x c
=

−∑  มีคานอยที่สุด แลว a b c+ +  มีคาเทาใด 
 

(19) [Ent’มี.ค.43] ขอมูลชดุหนึ่งประกอบดวย 1 2 20x ,x ,...,x  โดยมีสมบัติดังน้ี 
20

i
i 1

x a
=

−∑  มีคานอยที่สุดเม่ือ a 5=     และ 
20

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุดเม่ือ b 8=  

พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ขอมูลชุดนี้มีคาเฉลี่ยเลขคณิตนอยกวามัธยฐาน 
 ข. ผลรวมของขอมูลชุดนี้ทัง้หมด เทากับ 100 

(20) กําหนดให 
3

i i
i 1

(X Y ) 9
=

+ =∑  และ 
3

i i
i 1

(X Y ) 7
=

− =∑  หากตองการให 
3

2
i

i 1

(X a)
=

−∑  มี

คานอยที่สุดเทาที่เปนไปได a  ตองมีคาเทาใด 
(21) กําหนดขอมูลชุดหนึ่งเปน 1 2 3 NX ,X ,X ,...,X  และกําหนดเง่ือนไขตอไปน้ี  จงหาคา X  

 (21.1) 
20 20

2 2
i i

i 1 i 1

(X 1) (X 3)
= =

+ = −∑ ∑  

 (21.2) 
8

2
i

i 1

(X 1) 1
=

+ = −∑  และ 
8

2
i

i 1

(X 2) 9
=

+ =∑  

(21.3) 
N

2
i

i 1

X A
=

=∑  และ 
N

2
i

i 1

(X 2) B
=

+ =∑  
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(22) จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม ของขอมูลตารางแจกแจงความถี่ตอไปน้ี 
(22.1)          (         (22.2)  
 
 
 
 
 
 
(22.3)        (   (22.4)  
 
 
 
 
 
 
 
 
(22.5)   (   (22.6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(22.7) 
 
 
(22.8) 

 
 
 

คะแนน ความถี่ 
0 – 19 
20 – 39 
40 – 59 
60 – 79 
80 – 99 

5 
10 
15 
25 
20 

ขอมูล ความถี่ 
3 – 5 
6 – 8 
9 – 11 
12 – 14 
15 – 17 

10 
12 
15 
5 
3 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
10 – 14 
15 – 19 
20 – 24 
25 – 29 
30 – 34 

10 
12 
15 
9 
4 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

1 
2 
6 
20 
21 
8 
2 

รวม 60 

อันตรภาคชั้น ความถี่ 
0 – 9 

10 – 19 
20 – 29 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 

5 
8 
7 
12 
28 
20 
10 
10 

รวม 100 

รายได (บาท) จํานวนคน 
2,100 – 2,199 
2,000 – 2,099 
1,900 – 1,999 
1,800 – 1,899 
1,700 – 1,799 
1,600 – 1,699 
1,500 – 1,599 

1 
2 
6 
10 
12 
7 
2 

รวม 40 

ราคา (บาท) 90 – 94 95 – 99 100 – 104 105 – 109 110 – 114 
จํานวนรานคา 5 20 30 35 10 

น้ําหนัก (กก.) 60 – 62 63 – 65 66 – 68 69 – 71 72 – 74 
ความถี่สัมพัทธ 0.05 0.18 0.42 0.27 0.08 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   211 

(23) จากความสัมพันธระหวางขอมูลกับรอยละของความถี่สะสมสัมพัทธ จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต 
x -4 -3 1 2 3 
y 30 50 60 80 100 

 

(24) จงหาคาเฉลี่ยเลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยมของคะแนนสอบ จากผลสอบดังตอไปน้ี 
 นอยกวา 10 คะแนน  5 คน  นอยกวา 50 คะแนน   60 คน 
 นอยกวา 20 คะแนน 13 คน  นอยกวา 60 คะแนน   80 คน 
 นอยกวา 30 คะแนน 20 คน  นอยกวา 70 คะแนน   90 คน 
 นอยกวา 40 คะแนน 32 คน  นอยกวา 80 คะแนน 100 คน 
 

(25) [Ent’มี.ค.42] เม่ือสรางตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใชความ
กวางแตละอันตรภาคชั้นเปน 10 แลว ปรากฏวามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยูในชวง 50 – 59 
ถามีนักเรียนที่สอบไดคะแนนต่ํากวา 49.5 อยู 12 คน และต่ํากวา 59.5 อยู 20 คน แลว มัธย
ฐานของคะแนนสอบมีคาเทาใด 
 

(26) [Ent’38] อายุของเด็กกลุมหน่ึงมีการแจกแจงดังน้ี ถามัธยฐานเปน 7 ปแลว a มีคาเทาใด 
อายุ (ป) 1 – 3 4 – 6 7 – 9 10 – 12 
จํานวนเด็ก 3 a 6 4 

 

(27) ตารางตอไปน้ีแสดงรายจายตอเดือนของครอบครัวจํานวน 100 ครัวเรือน หากมัธยฐานเปน 
49.5 แลวคา 1f , 2f  เปนเทาใด 

รายจาย (รอยบาท) 0 – 19 20 – 39 40 – 59 60 – 79 80 – 99 
จํานวนครัวเรือน 14 1f  28 2f  15 

  

(28) [Ent’35] ในการสอบวชิาภาษาไทยของนักเรียน 25 คน สมัยเปนนักเรียนคนหนึ่งที่เขาสอบ 
พบวาได 62 คะแนน เปนมัธยฐานพอดี และมี 8 คนทีไ่ดสูงกวา 69 คะแนน ถามีการจัดกลุม
คะแนนสอบเปนชวงๆ กวางเทากัน และคะแนนของสมัยตกอยูในอันตรภาคชั้น 60 – 69 แลว 
จํานวนนักเรียนที่สอบไดในชวง 60 – 69 คะแนน เปนเทาใด 
 
 

เฉลย   (1) 114.5, 113, 112 ซม.   (2) ก. ถูก ข. ผิด   (3) เบขวา, 4.5, 4, 3   (4) 40, 70, 70, 
120   (5) 70, 73 คะแนน   (6) 55.5   (7) 69 คะแนน   (8) 14 ป   (9) 18 บาท  (10) 47.4 กก.   
(11) 8 ตวั   (12) 9 ตวั   (13) 11.5   (14) 50, 100 คน   (15) 10 คน   (16) 192.3+182.3= 
374.6 บาท   (17) 83 คะแนน   (18) 19   (19) ผิดทั้ง 2 ขอ   (20) 8/3   (21.1) 1   (21.2) -7/8   

(21.3) B A
1

4 N

−
−    (22.1) 8.6, 8.6, 9.2   (22.2) 61.5, 62.5, 66.17 คะแนน   (22.3) 20.5, 

20.5, 21.17   (22.4) 69.5, 69.98, 70.21   (22.5) 44.50, 45.93, 46.17   (22.6) 1802, 
1791.17, 1770.93 บาท   (22.7) 103.25, 103.67, 105.33 บาท   (22.8) 67.45, 67.43, 67.35   
(23) -0.7   (24) 44.5, 45.93, 46.17   (25) 57 คะแนน   (26) 5 คน   (27) 22, 21   (28) 6 คน 
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cmf (ความถี่สะสม) 

x (ขอมูล) O                  Med 

  N 
 

N/2 
 

Med 

 นอย                                           x (ขอมูล)                                                   มาก 

Q1                          Q2                         Q3 

D1         D2        D3        D4         D5 D6        D7         D8        D9  

สถิติ (2) (Statistics) คาการกระจายของขอมูล 
 
การวัดตําแหนงของขอมูล 
•  ในบทเรียนสถิติ (1) เราไดศึกษาการหาคากลางของขอมูล ซ่ึงเปนตัวเลขที่ใชแทนคาขอมูล
ทั้งหมด ที่นิยมใชมี 3 ชนิด ไดแก คาเฉลีย่เลขคณิต มัธยฐาน และฐานนิยม โดยที่ มัธยฐาน 
(Median; Med ) เปนคาขอมูลในตําแหนงกึ่งกลางเมื่อถูกเรียงลําดับจากนอยไปมากแลว 
คามัธยฐานบอกใหทราบวา มีขอมูลที่คาสูงกวาคานี้ และคาต่ํากวาคานี้ อยูเปนปริมาณเทาๆ กัน 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

Med  คือขอมูล ในตําแหนงที่  1 (N 1)
2

+           (ตําแหนงกึ่งกลาง) 
เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L

Med

N
f

Med L I 2
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                              ขอสังเกต ใช N
2

 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีมัธยฐานอยู (ตัวที่ N/2 ) ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Medf  

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

และสามารถหาคามัธยฐานไดจาก 
เสนโคงของความถี่สะสม ดวย ดังภาพ 
 
 
 
 
•  เม่ือเรียงลําดับขอมูลจากนอยไปมากแลว นอกเหนือจากการระบุตําแหนงกึ่งกลางของขอมูล 
(คือแบงขอมูลออกเปนสองสวนเทาๆ กัน) เรายังสามารถระบตุําแหนงใดๆ ของขอมูลก็ได (คือ
แบงขอมูลออกเปนกี่สวนกไ็ด) ถาเราแบงขอมูลออกเปน 4 สวนเทาๆ กัน จุดแบงทั้งสามจุดนั้น
จะเรียกวา ควอรไทล (Quartile) ที่ 1 หรือ 1Q , ควอรไทลที ่2 ( 2Q ), และควอรไทลที่ 3 ( 3Q ) 
ตามลําดับ ความหมายของควอรไทลที่ 1 คือมีขอมูลที่ต่ํากวาคานี้อยูเปนปริมาณ 1/4 และ
มากกวาคานีอ้ยูอีก 3/4 โดยประมาณ 
 
 
 
 
การบอกตําแหนงขอมูลที่นิยมใชกันมีอีก 2 ชื่อ น่ันคือ เดไซล (Decile; D ) แทนการแบงขอมูล
เปน 10 สวน และ เปอรเซ็นไทล (Percentile; P ) แทนการแบงขอมูลเปน 100 สวน 
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cmf (ความถี่สะสม) 

x (ขอมูล) O               Q1    Q2  Q3 

  N 
3N/4 

2N/4 

 N/4 

•  การคํานวณหาคาควอรไทล เดไซล และเปอรเซ็นไทลที่ตองการ เปนแบบเดียวกบัการ
คํานวณหามัธยฐาน ดังสรุปไดดังน้ี 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

rQ  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r
(N 1)

4
+         rD  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r

(N 1)
10

+  

rP  คือขอมูล ในตําแหนงที่  r
(N 1)

100
+  

เมื่อมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว และเรียงลําดับแลว 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

L
r

Qr

r
N f

Q L I 4
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                      L
r

Dr

r
N f

D L I 10
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

L
r

Pr

r
N f

P L I 100
f

⎛ ⎞−⎜ ⎟= +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑        ขอสังเกต ใช r r r
N, N, N

4 10 100
 โดยไมตองบวกหนึ่ง 

L  คือขอบลางชั้นที่มีควอรไทล (หรือเดไซลหรือเปอรเซ็นไทล) ที่ตองการอยู 
ซึ่งชั้นนั้นมีความกวาง I  และมีความถี่เปน Qrf  (หรือ Drf  หรือ Prf ) 

Lf∑ คือความถี่รวมของทุกชั้นที่มีคาขอมูลนอยกวา (หรือ คือความถี่สะสมของชั้นที่ขอมูลนอยกวา) 
 

และสามารถหาคาไดจากเสนโคงของความถี่สะสม 
ดวยเชนกัน ภาพดานขวาเปนตัวอยางการหาคา 
ควอรไทลที่ 1, 2, และ 3 จากกราฟ 
 
 
 
 
โจทย 
(1) “สมพรสอบไดคะแนนคดิเปนเปอรเซ็นไทลที่ 80 จากจํานวนผูสอบ 4,000 คน” ขอใดถูกตอง 
 ก. สมพรสอบไดที่ 80 
 ข. สมพรสอบได 80% ของคะแนนเต็ม 
 ค. ผูที่ไดคะแนนนอยกวาสมพร มีประมาณ 80 คน 
 ง. ผูที่ไดคะแนนมากกวาสมพร มีประมาณ 800 คน 
 

(2) ผลคะแนนสอบของนักเรียน 15 คนเปนดังน้ี 16, 19, 32, 30, 4, 9, 4, 12, 20, 26, 12, 31, 
20, 17, 24     จงหาคะแนนที่ตรงกับควอรไทลที่ 3, เดไซลที่ 6, และเปอรเซ็นไทลที่ 80 
 

(3) จากขอมูลชุดหนึ่งไดแก 4, 5, 8, 9, 12, 15, 17, 19, 23 จงหาคาเฉลี่ยเลขคณติของ 10P , 
2D , 60P  และ 3Q  

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   214 

(4) ขอมูลที่เรยีงลําดับแลวเปนดังน้ี 5, 7, 8, 10, 12, 14, 15, X, 23, 24, 27, 28, 30 
ถาทราบวา 6D 20=  แลวจงหาคา X 
 

(5) กําหนดขอมูลชุดหนึ่งเปน 28, 15, 19, 11, 29, 12, 27, 24, 30 จงหาวา 
 (5.1) 28 คิดเปนเปอรเซ็นไทลที่เทาใด 
 (5.2) 15 คิดเปนควอรไทลที่เทาใด 
 

(6) ผลสอบของนักเรียน 32 คน เขียนเปน 
กราฟของความถี่สะสมไดดังภาพ โดย 
เสนโคงน้ีตรงกับสมการ  Y = 4 log2 X 
จงหาวาควอรไทลที่ 3 กับเปอรเซ็นไทลที่ 50 
มีคาตางกันอยูเทาใด 
 

 
(7) จากการสํารวจน้ําหนักของนักเรียนไดผลดังตาราง จงหา
เดไซลที่ 6 และเปอรเซ็นไทลที่ 92 
 
 
 
 

 

(8) ผลการสอบของนักเรียน 40 คนเปนดังตาราง หากอาจารย
ตองการตัดเกรดเพียง 3 เกรดคือ A, B, F โดยตองการใหเกรด 
A มีจํานวนนักเรียน 20% เกรด B มีจํานวน 40% และที่เหลือได
เกรด F ถามวาจะตองตัดเกรดที่คะแนนเทาใด และหากได 71 
คะแนนจะไดเกรดใด 

 
 
 
(9) [Ent’37] กําหนดคาจางรายวันของคนงานกลุมหน่ึงมีการ
แจกแจงดังตาราง ถาขอมูลชุดนี้มีคาเปอรเซ็นไทลที่ 25 เปน 
100.5 บาท และควอรไทลที ่3 เปน 110.5 บาทแลว จํานวน
คนงานที่ไดคาจางรายวันต่าํกวา 105.5 บาท เทากับเทาใด 
 
 

 
 

น้ําหนัก (กก.) จํานวน (คน) 
31 – 40 
41 – 50 
51 – 60 
61 – 70 
71 – 80 
81 – 90 

3 
7 
24 
10 
5 
1 

คะแนน จํานวนคน 
30 – 39 
40 – 49 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

2 
5 
6 
11 
11 
4 
1 

คาจาง (บาท) จํานวนคน 
81 – 85 
86 – 90 
91 – 95 
96 – 100 
101 – 105 
106 – 110 
111 – 115 
116 – 120 

1 
3 
x 
5 
8 
y 
10 
4 

Y (ความถี่สะสม) 

X (คะแนน) O  1                            256 

  32 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   215 

คาการกระจายของขอมูล 
•  พิจารณาขอมูลสองชุดไดแก ชุดที่ 1; 8, 10, 12, 20, 5, 1, 7, 7  มีคาเฉลี่ยเลขคณติ 7.5 และ
ชุดที่ 2; 8, 7, 7, 8, 7, 8, 8, 7  มีคาเฉลี่ยเลขคณติ 7.5 เทากัน จะเห็นวาคากลางของขอมูลน้ันไม
สามารถบอกลักษณะขอมูลชุดตางๆ ไดอยางสมบูรณ ควรใชอีกคาหนึ่งรวมกันดวย น่ันคือคา 
การกระจาย (Variation) คาการกระจายยิ่งมาก แสดงวาขอมูลยิ่งแตกตางกัน ไมเกาะกลุมกัน 
เชนในตวัอยางขางตน ขอมูลชุดที่ 1 จะมีคาการกระจายมากกวาชุดที่ 2 
 
•  การวัดการกระจายแบงเปน 2 ประเภท คือ การกระจายสัมบูรณ (Absolute Variation) ซ่ึงใช
สําหรับขอมูลชุดนั้นเพียงชดุเดียว และการกระจายสัมพัทธ (Relative Variation) ซ่ึงใช
เปรียบเทียบการกระจายระหวางขอมูลสองชุดได 
 การกระจายสัมบูรณที่นิยมใช มี 4 แบบ 
1. พิสัย (Range) 
เปนคาทีว่ัดไดรวดเร็ว แตจะมีขอผิดพลาดมากหากขอมูลบางจํานวนมีคาสูงเกินไป หรือต่ํา
เกินไปแบบผดิปกติ จึงเหมาะกับการวัดโดยคราวๆ ที่ไมตองการความแมนยํามากนัก 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 

max minRange X X= −  
maxX  คือขอมูลที่มีคาสูงที่สุด, minX  คือขอมูลที่มีคาต่ําที่สุด 

ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

max minRange U L= −  
maxU  คือขอบบนของชั้นที่คาขอมูลสูงที่สุด, minL  คือขอบลางของชั้นที่คาขอมูลต่ําที่สุด 

 

2. สวนเบี่ยงเบนควอรไทล (Quartile Deviation; QD ) 
บางครั้งเรียกวา กึ่งชวงควอรไทล (Semi-interquartile Range) 
ถึงแมวาการวดัที่ไดจะไมละเอียดนัก เพราะใชเพียงขอมูลที่ใกลเคียงกับควอรไทลที่ 1 และ 3 
เทานั้น แตก็มีสวนดีเน่ืองจากใชไดกับการแจกแจงความถี่ที่ม่ีอันตรภาคชั้นเปด และใชไดกับ
ขอมูลชุดที่มีบางจํานวนคาสูงหรือต่ําเกินไปแบบผิดปกต ิ
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ หรือขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว 
3 1Q Q

QD
2
−

=  

3Q  คือขอมูลในตําแหนงควอรไทลที่ 3, 1Q  คือขอมูลในตําแหนงควอรไทลที่ 1 
 

3. สวนเบี่ยงเบนเฉลีย่ (Mean Deviation; MD  หรือ Average Deviation) 
เปนคาทีว่ัดไดละเอียดกวาสองแบบแรกเพราะคํานวณจากขอมูลทุกตัว แตมีขอเสยีที่การ
คํานวณยุงยากกวา 
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ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

i
1 2 N i 1

X X...X X X X X X
MD

N N
=

−+ + +− − −
= =

∑
 

iX  คือขอมูลตัวที่ i  จากทั้งหมด N  ตัว, X  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูล 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k

i i
1 2 k1 2 k i 1

1 2 k

f X Xf f ... fX X X X X X
MD

f f ... f N
=

−+ + +− − −
= =

+ + +

∑
 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i  จาก k  ชั้น ซึ่งมีความถี่ if , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว, X คือคาเฉล่ียเลขคณิต 
 

4. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน (Standard Deviation; SD  หรือ s ) 
เปนคาที่นิยมใชมากที่สุด เน่ืองจากมีความละเอียด เชือ่ถือได สามารถคํานวณไดงายกวาสวน
เบี่ยงเบนเฉลีย่ (โดยใชสูตรที่จัดรูปแลว) และนําไปใชในการวิเคราะหขอมูลขั้นสูงได 
 

ขอมูลที่ยังไมไดแจกแจงความถี่ (Ungrouped Data) 
N

2
2 2 2 i

1 2 N i 1

(X X)
(X X) (X X) ... (X X)

s
N N

=

−
− + − + + −

= =
∑

 

หรือจัดรูปไดวา 

N
2
i

2i 1

X
s X

N
== −
∑

 

iX  คือขอมูลตัวที่ i  จากทั้งหมด N  ตัว, X  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูล 
ขอมูลที่แจกแจงความถี่แลว (Grouped Data) 

k
2

2 2 2 i i
1 1 2 2 k k i 1

1 2 k

f (X X)
f (X X) f (X X) ... f (X X)

s
f f ... f N

=

−
− + − + + −

= =
+ + +

∑
 

หรือจัดรูปไดวา 

N N
2 2

i i i i
2 2i 1 i 1

fX fD
s X I D

N N
= == − = ⋅ −
∑ ∑

      เม่ือ 

k

i i
i 1

fD
D

N
==
∑

 

iX  กึ่งกลางชั้นที่ i  จาก k  ชั้น ซึ่งมีความถี่ if , และมีขอมูลทั้งหมด N  ตัว, X คือคาเฉล่ียเลขคณิต 
iD  เปนจํานวนเต็ม โดยใหชั้นที่มีคา a  นั้นเปน D 0=  และชั้นที่มีขอมูลนอยลง 

D 1, 2,...= − −  ไปเรื่อยๆ สวนชั้นที่ขอมูลสูงขึ้น D 1,2,...=  ไปเรื่อยๆ 
 
•  สมบัติของคาการกระจายสัมบูรณ 
(1) คาการกระจายเปนบวกหรือศูนยเสมอ โดยเปนศูนยก็เม่ือขอมูลทุกคาเหมือนกันหมด 
(2) ถาขอมูลชดุ Y  ทุกๆ ตัว สัมพันธกับขอมูลชุด X  แตละตัว ตามสมการ i iY mX c= +  
จะไดวาคาการกระจายของขอมูลชุด Y  เปน m  เทาของชุด X  
ขอสังเกต คากลาง ถูกกระทบทั้งการบวกและคูณ แต คาการกระจาย ถูกกระทบเฉพาะการคูณ 
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•  สมบัติของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

(1) จากสมบัติของคาเฉลี่ยเลขคณติ ทีว่า 
N

2
i

i 1

(X K)
=

−∑  จะนอยที่สุด ก็เม่ือ K X=  

ทําใหเราทราบวา คา 
N

2
i

i 1

M N(X K)
=

⎛ ⎞
= ÷−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  จะนอยที่สุดก็เม่ือ M SD=  (K X= ) 

(2) คา 2s  เรียกวา ความแปรปรวน (Variance; Var ) 
 
 

ความแปรปรวนรวม (Combined Variance หรือ Pooled Variance) ของขอมูลหลายชุด คํานวณจาก 
k

2 2
2 2 2 2 2 2 i i i

2 2 1 1 1 2 2 2 k k k i 1
p c k

1 2 k
i

i 1

N(s X )
N (s X ) N (s X ) ... N (s X )

s X
N N ... N N

=

=

+
+ + + + + +

+ = =
+ + +

∑

∑
 

iX  คือคาเฉล่ียเลขคณิตของขอมูลชุดที่ i , 2
is  คือความแปรปรวนของขอมูลชุดที่ i  

iN  คือจํานวนของขอมูลชุดที่ i  จากทั้งหมด k  ชุด 
 

 
 สวนการกระจายสัมพัทธ มี 4 แบบ คํานวณไดจากการกระจายสัมบูรณ โดยใชคําวา 
สัมประสิทธิข์อง... (Coefficient of…) นําหนา ไดแก 

 สัมประสิทธิข์องพิสัย max min

max min

X X
X X

−
=

+
 

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนควอรไทล 3 1

3 1

Q Q
Q Q

−
=

+
 

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนเฉลีย่ MD
X

=  

 สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน s
X

=  

หมายเหตุ สัมประสิทธิข์องสวนเบีย่งเบนมาตรฐาน เรียกสั้นๆ วา สัมประสิทธิ์การแปรผัน 
(Coefficient of Variation) เปนคาการกระจายสัมพัทธที่นิยมใชมากที่สุด 
ขอสังเกต คากลาง และ คาการกระจายสัมบูรณ มีหนวยอยางเดียวกับขอมูล, ความแปรปรวน มี
หนวยเหมือนขอมูลยกกําลงัสอง, แต คาการกระจายสัมพัทธ ไมมีหนวย 
 
โจทย 
(10) ขอมูลชดุหนึ่งมีคา 12, 14, 14, 17, 18, 21 จงหาคาการกระจายสัมบูรณทั้งสีแ่บบ 
 

(11) โคงความถี่สะสมของคะแนนนักเรยีนจํานวน 400 คน เปนไปตามสมการ F = 100 log4 X 
จงหาคาสวนเบี่ยงเบนควอรไทล 
 

(12) ขอมูลชดุหนึ่งมีสวนเบี่ยงเบนควอรไทลเปน 2 และสัมประสทิธิ์ของสวนเบี่ยงเบนควอรไทล
เปน 2/3 จงหาคาเปอรเซ็นไทลที่ 75 
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(13) [Ent’38] ขอมูล 4 จํานวนมีคาดังน้ี   5, a, b, 1   โดยที่ 1 < a < b ถาขอมูลชดุนี้มีคาเฉลี่ย
เลขคณติเทากับ 4 และความแปรปรวนเทากับ 5 แลว จงหาคาของ b – a 
 

(14) [Ent’37] ขอมูล 7 จํานวนมีคาตางกนัดังน้ี 9, 6, 15, a, 2, 4, 12 โดยที่ 2 < a < 12 ถา
คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลเปน 2 เทาของสวนเบี่ยงเบนควอรไทล คา a จะเปนเทาใด 
 

(15) ในการวดัความสูงของนักเรียน คํานวณคา s ได 10 ซม. แตพบวาสเกลของไมเมตร
ผิดพลาดขาดไป 10% ของสวนสูงจริง ดังน้ันคา s ที่ถูกตองคือเทาใด 
 

(16) นักเรียนคนหนึ่งคิดวาคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 42 จึงหาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานได 6 แตมา
พบวาที่จริงคาเฉลี่ยเลขคณติเปน 40 ดังน้ันสวนเบีย่งเบนมาตรฐานที่แทจริงเปนเทาใด 
 

(17) จงหาคาความแปรปรวนของขอมูลแตละชุด และความแปรปรวนรวมของทัง้สองชุด 
ชุดที่ 1; 3, 6, 9, 12, 15     ชุดที่ 2; 3, 9, 15 
 

(18) ขอมูลสองชุดมีจํานวนเทากัน ชุดแรกมีคาเฉลี่ยเลขคณิต 5 สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 0 และ
ชุดที่สองมีคาเฉลี่ยเลขคณติ 3 ถาพบวาขอมูลรวมมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 3 จงหาสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานของขอมูลชุดที่ 2 
 

(19) นักเรียนชาย m คน ทุกคนอายุ x ป และนักเรียนหญิง n คน ทุกคนอายุ y ป จงหาความ
แปรปรวนรวมของอายุนักเรียนทั้งหมด 
 

(20) [Ent’36] ในการสอบของนักเรียนหองหน่ึงซ่ึงมี 60 คน ไดคะแนนรวม 1,320 คะแนน โดยมี
ความแปรปรวนเปน 100 คะแนน2 ถามีนักเรียนได 32 คะแนนอยู 10 คน จงหาความแปรปรวน
ของคะแนนของนักเรียน 50 คนที่เหลือ 
(21) [Ent’36] ถานักเรียน 20 คนมีสวนสูงเฉลี่ย 150 ซม. และสวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 3 
ซม. นักเรียนชายซึ่งมี 12 คนมีสวนสูงเฉลี่ย 150 ซม. และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 2 ซม. ถาม
วาสวนสูงของนักเรียนหญิงหรือชายมีการกระจายมากกวากัน และมากกวากันกี่เทา 

(22) จงหาความแปรปรวนของขอมูลชุดหนึ่ง ซ่ึงมี 
10

i
i 1

X 60
=

=∑  และ 
10

2
i

i 1

(X 5) 370
=

− =∑  

(23) จากการสํารวจอายุการใชงานแบตเตอรี่ 2 ยี่หอ ไดผลดังน้ี 
    ยี่หอ A;   30, 26, 32, 46, 21      เดือน   คาเฉลี่ยเลขคณติเปน 31 
    ยี่หอ B;   28, 53, 40, 18, 34, 31 เดือน   คาเฉลี่ยเลขคณติเปน 34 
อยากทราบวายี่หอใดมีคุณภาพดีกวากัน 
 [Hint: คุณภาพดี หมายถึง ผลิตออกมาใชงานได
ใกลเคยีงกันทกุชิ้น] 
 
 

(24) กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบนกัเรียน 
100 คน จงหาคาการกระจายสัมบูรณทั้งสี่แบบ 
 

คะแนน ความถี่ 
50 – 59 
60 – 69 
70 – 79 
80 – 89 
90 – 99 

15 
20 
40 
15 
10 
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คามาตรฐาน 
•  สมมตินาย ก สอบวิชาภาษาไทยได 80% และสอบวชิาภาษาอังกฤษได 87% ยังสรุปไมได
ทันทีวาเขาสอบวิชาใดไดดีกวากัน เพราะตองคํานึงถึงคาเฉลี่ย และคาการกระจายของคะแนน
แตละวิชาประกอบกันดวย 
•  คามาตรฐาน (Standard Score; z ) เปนคาที่ใชเทียบขอมูลที่ดึงมาจากตางชุดกันได เพราะ
เปนการปรับคาเฉลี่ยเลขคณิต และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานใหเทากัน 
  i

i

x x
z

s
−

=       (ไมมีหนวย) 

ขอสังเกต คา z  ของขอมูลที่คามากกวาคาเฉลี่ยเลขคณิต จะเครื่องหมายบวก, นอยกวา
คาเฉลี่ยจะเปนลบ, ตรงกับคาเฉลี่ยพอด ีจะเปน 0 , และโดยทั่วไปคา z  จะไมเกินชวง 3±  
 
•  สมบัติของคามาตรฐาน 

(1) 
N

i
i 1

z 0
=

=∑     (ผลรวมของขอมูลชุด z  ใดๆ เปน 0  เสมอ) 

(2) z 0=  เสมอ (ผลจากขอ 1) และ zs 1=  เสมอ 
 
โจทย 
(25) นาย ก สอบวิชาภาษาไทยได 48 คะแนน และภาษาอังกฤษได 35 คะแนน โดยคาเฉลี่ย
ของคะแนนสอบวิชาภาษาไทยและภาษาอังกฤษเปน 45 กับ 32 คะแนนตามลําดับ และสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 12 กับ 10 คะแนนตามลําดับ ถามวาเขาสอบวิชาใดไดดีกวากัน 
 

(26) นักเรียน 40 คนมีอายุรวมกัน 640 ป และมีคาความแปรปรวนของอายุเปน 4 ป2 ถา ก และ 
ข อยูในกลุมน้ีโดยที่ ก อายุ 18 ป และคามาตรฐานของอายุ ก นอยกวา ข อยู 0.5 แลว จงหา
อายุของ ข 
 

(27) คนงาน 100 คน มีอายุเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของอายุเปน 25 และ 13 ป 
ตามลําดับ ถาผลรวมของคามาตรฐานของอายุคนงาน 99 คน เปน -0.25 แลว อายขุองคนงาน
อีกคนที่เหลือเปนเทาใด 
 

(28) คามาตรฐานคะแนนสอบของ ก ข และ ค เปน -1.6, 1.28, 2.4 ตามลําดับ ถา ก ไดคะแนน
นอยกวาคาเฉลี่ยเลขคณิตอยู 5 คะแนน และ ข ได 60 คะแนน ถามวาคะแนนของ ค เปนเทาใด 
 

(29) [Ent’38] จากขอมูลการสอบของนักเรียน 6 คนดังตาราง จงหาสัมประสิทธิข์องการแปรผัน 
คะแนน 30 40 45 60 85 100 

คามาตรฐาน -1.2 -0.8 -0.6 0 1.0 1.6 
 

(30) [Ent’35] ในการสอบ นักเรียนที่ได 70 คะแนนคิดเปนคามาตรฐาน 1 ถาสัมประสิทธิ์การ
แปรผันคือ 30% แลว จงหาคะแนนเฉลี่ยและคาเบี่ยงเบนมาตรฐาน พรอมทั้งบอกดวยวาคนที่ได
คามาตรฐานเปน -1 น้ันมีคะแนนสอบเทาใด 
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การคํานวณเกี่ยวกับเสนโคงของความถี ่
•  ลักษณะของเสนโคงของความถี่มี 3 แบบ (หรือกลาววาลักษณะการแจกแจงมี 3 แบบ) คือ 
(1) โคงปกติ (Normal Curve) หรือ โคงรูประฆัง (Belled-Shaped Curve) เปนโคงของขอมูลที่
พบบอยที่สุดโดยเฉพาะขอมูลจากธรรมชาติ เชน สวนสูง นํ้าหนัก ปริมาณผลผลิตการเกษตร 
(2) โคงเบลาดทางซาย (หรือทางลบ) (Negatively Skewed Curve) 
(3) โคงเบลาดทางขวา (หรือทางบวก) (Positively Skewed Curve) 
ซ่ึงโคงแตละแบบ บอกความสัมพันธระหวางคาเฉลี่ยเลขคณติ มัธยฐาน และฐานนิยม ดังภาพ 
 
 
 
 
 
  
 

•  เน่ืองจากพื้นที่ใตเสนโคงจะเทากับความถี่รวมพอดี (เปนสิ่งที่ไดจากการสรางฮิสโทแกรม) 
เราจึงสามารถคํานวณเกี่ยวกับการวัดตําแหนงของขอมูล (มัธยฐาน, ควอรไทล, เดไซล, เปอร
เซ็นไทล) ได โดยจะศึกษาเฉพาะโคงปกติซ่ึงใชตารางทายบทเรยีนในการหาคาพื้นที่ใตโคง 
 

•  ในทางปฏิบตัน้ัินเปนไปไมไดที่จะสรางตารางหลายตาราง 
เพ่ือใชแทนขอมูลที่มีคากลางและคาการกระจายตางๆ กัน 
ดังน้ันจึงตองใชวิธเีปลีย่นคา x ใหเปนคามาตรฐาน z กอน 
(คาเฉลี่ยจะเปน 0 และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 1 ไมวา 
จะเปนขอมูลชุดใด) เรียกโคงปกติที่ปรับคาขอมูลใหเปนคามาตรฐานแลวน้ีวา โคงปกติมาตรฐาน 
 

•  สิ่งสําคัญคือในตารางนี้ พ้ืนที่ใตโคงรวมกนัทั้งหมด (ความถี่รวม) จะถูกปรับใหเปน 1.00 
พอดี เพ่ือใหการหาคาเปอรเซ็นไทล (หรือเดไซล, ควอรไทล) ตางๆ จากการนําพื้นที่ที่ตองการ
ไปเทียบเปนคา z เปนไปไดงายขึ้น 
 

•  คาที่ระบุในตาราง แสดงพื้นที่ใตโคงที่วดัระหวาง z=0 ไปถึง z ใดๆ โดยมีเพียงคา z เปนบวก
เทานั้น (ซีกขวาของโคง) เราสามารถหาพื้นที่ซีกซายไดโดยอาศัยความสมมาตรของรูปกราฟ 
 

•  ตัวอยางเชน เราสามารถหาวาเปอรเซ็นไทลที่ 65 มีคา 
เทาใด จากการเปดตารางทีพ้ื่นที่ 0.15 ซ่ึงในตารางระบุวา 
z=0.385 (จากนั้นนําไปคํานวณกลับเปนคาขอมูล x ได) 
ในทํานองเดียวกัน เปอรเซ็นไทลที่ 20 หาไดจากการเปดตาราง 
ที่พ้ืนที่ 0.3 ไดคา z=0.841 แตเน่ืองจากเปนพ้ืนที่ทางซีกซาย คา z ที่แทจริงจึงเปน -0.841 

calculate table lookup comparex z A P,D,Q−←⎯⎯⎯⎯→ ←⎯⎯⎯⎯⎯→ ←⎯⎯⎯⎯→  

  f 

x O     x = Med = Mo 

โคงปกต ิ
  f 

x O      Mo < Med < x  

โคงเบขวา 
  f 

x O      x < Med < Mo 

โคงเบซาย 

x 
z 

                    x  
  -3   -2   -1   0    1    2    3 

x 
z 

       P20          P65 

      -0.841      0.385            

A = 0.3      A = 0.15 
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โจทย 
      ตารางตอไปน้ีแสดงคาพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐาน ระหวาง z = 0 ถึง z = z หากโจทยไมได
กําหนดเปนอยางอ่ืน ใหใชคาจากตารางนี้ 

 

(31) ใหหาพื้นที่ใตโคงปกตมิาตรฐาน ในชวงคา z ที่กําหนด 
 (31.1) z = 0 ถึง 1.12   (31.4) z = 2 ถึง 3 
 (31.2) z = 0 ถึง -2.03   (31.5) z < -1.19 

(31.3) z = -1.19 ถึง 2 
 

(32) [Ent’40] คะแนนสอบทีมี่การแจกแจงปกติชุดหนึ่งมีสัมประสิทธิ์การแปรผัน 24% และสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน 12 คะแนน ใหหาตําแหนงเปอรเซ็นไทลของนักเรยีนที่ได 65 คะแนน 
 

(33) ผลการสอบของนักเรียน 300 คน มีการแจกแจงแบบปกติ คาเฉลี่ยของคะแนนสอบเปน 72 
คะแนน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 10 คะแนน ผูที่สอบไดเปอรเซ็นไทลที่ 10 จะสอบไดกี่คะแนน 
 

(34) [Ent’36] ถาคะแนนสอบวิชาภาษาไทยมีการแจกแจงปกติ คาเฉลี่ย 80 คะแนน สวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน 15 คะแนน นักเรียนที่ไดคะแนนเปนเดไซลที่ 3.3 จะมีผลสอบกี่คะแนน 
 

(35) [Ent’35] ในการสอบครัง้หน่ึงซ่ึงมีการแจกแจงแบบปกติ และมีคะแนนเต็ม 100 คะแนน ถา
คาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ 60 และความแปรปรวนเทากบั 100 ขอใดตอไปน้ีมีคาสงูที่สุด 
 ก. คะแนน ณ เปอรเซ็นไทลที่ 80  ข. คะแนนมาตรฐาน 1.50 
 ค. คะแนนดิบ 85   ง. คะแนน ณ เดไซลที่ 7 
 

(36) [Ent’38] ขอมูลที่แจกแจงแบบปกตชิดุหนึ่งมีคาสูงสุดเปนเปอรเซ็นไทลที่ 97.5, คะแนน
ต่ําสุดเปนเปอรเซ็นไทลที่ 33 และสวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 10 ใหหาพิสัยของขอมูลชุดนี้ 
 

(37) จากการสํารวจผูสอบคณิตศาสตรกลุมหน่ึง พบวาผลการสอบมีการแจกแจงแบบปกติ 
คาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 97 คะแนน สวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 20 คะแนน สวนเบี่ยงเบนควอร
ไทลของคะแนนสอบเปนเทาใด [กําหนดพื้นที่ทางขวาของ z=0 เปน 50%, z=0.25 เปน 
40.13%, z=0.5 เปน 30.85%, z=0.675 เปน 25.00%, และ z=0.75 เปน 22.66%] 
 

(38) การแจกแจงความถี่ของรายไดพนักงานบริษัทแหงหน่ึงเปนแบบปกติ ผูมีรายไดตอเดือนต่ํา
กวา 3,000 บาทมีอยู 33% ผูมีรายไดในชวง 3,000 ถึง 5,000 บาทมี 61% และทีเ่หลือได
มากกวา 5,000 บาท จงหาสัมประสิทธิ์การแปรผันของรายไดทั้งหมดนี้ 
 

Z A z A z A z A 
0.00 
0.44 
0.50 
0.67 
0.71 

0.0000 
0.1700 
0.1915 
0.2500 
0.2612 

0.72 
0.84 
1.00 
1.12 
1.19 

0.2642 
0.3000 
0.3413 
0.3686 
0.3830 

1.20 
1.25 
1.29 
1.50 
1.56 

0.3849 
0.3944 
0.4000 
0.4330 
0.4400 

1.96 
2.00 
2.03 
2.50 
3.00 

0.4750 
0.4773 
0.4788 
0.4938 
0.4987 
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(39) [Ent’39] คะแนนสอบทีมี่การแจกแจงเปนโคงรูประฆัง มีจํานวนนักเรียนไดต่ํากวา 40 
คะแนนอยู 15.87% และสูงกวา 70 คะแนนอยู 2.27% จงหาสัมประสิทธิ์การกระจายของคะแนน
สอบกลุมน้ี และหาวามีนักเรียนที่สอบไดมากกวา 30 คะแนนอยูรอยละเทาใด 
 

(40) [Ent’40] ผลการสอบของนักเรียนหองหน่ึงเปนการแจกแจงปกติที่มีความแปรปรวน 9 ถา
จํานวนนักเรียนที่ไดนอยกวา 60 คะแนนเทากับคนที่ไดมากกวา 72 คะแนน ใหหาวาจํานวนคน
ที่ไดนอยกวา 60 คะแนนคิดเปนรอยละเทาใด 
 

(41) ผลสอบของ 500 คนเปนการแจกแจงปกติ มีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 20 คะแนน, ก และ ข 
เปนนักเรียนในกลุมน้ีโดย ก สอบได 40% ของคะแนนเต็ม และ ข สอบได 20% ของคะแนนเตม็ 
ถาการสอบนี้เต็ม 200 คะแนนและมีคนไดคะแนนนอยกวา ก อยู 450 คน ขอใดถูกตอง 
 ก. คะแนนของ ก ไดเปอรเซ็นไทลที่ 80 ข. คะแนนของ ข ไดเปอรเซ็นไทลที่ 20 
 ค. มีคนไดคะแนนนอยกวา ข 118 คน ง. ไมสามารถหาคาเฉลี่ยไดเพราะขอมูลไมพอ 
 

(42) คะแนนสอบของนักเรียน 1,000 คนมีการแจกแจงแบบปกติ โดยมีสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน 
10 ถามีนักเรียน 900 คนไดต่ํากวา 80 คะแนน (กําหนดพื้นที่ใตโคงระหวาง z=0 ถึง 1.3 เปน 
0.4) ขอใดผิด 
 ก. คะแนนเฉลี่ยนอยกวา 80  ข. คะแนน 54 เปนคามาตรฐาน -1.3 
 ค. คะแนน 54 เปนเปอรเซ็นไทล 10 ง. ผูไดคะแนน 54 ถึง 80 มีมากกวา 800 คน 
 

(43) [Ent’39] คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติ โดยมีสัมประสิทธิ์การแปร
ผัน 1/4 ถาสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบเทากับ 3 แลว มัธยฐานเทากับเทาใด 
 

(44) [Ent’39] กําหนดพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐานทางขวามือของ z=0.67 เปน 0.25 ถาขอมูลชุด
หน่ึงแจกแจงแบบปกติโดยสวนเบีย่งเบนควอรไทลเปน 2 และสัมประสิทธิ์สวนเบีย่งเบนควอร
ไทลเปน 2/3 จงหาคาเฉลี่ยเลขคณติและความแปรปรวน 

 
 

เฉลย   (1) ง.   (2) 26, 20, 29.2   (3) (4+5+15+18)/4=10.5   (4) 18   (5) 70, 1.2   (6) 64-
16=48 คะแนน   (7) 58.83, 74.5 กก.   (8) 62.23, 76.77 คะแนน, เกรด B   (9) 22 คน   (10) 
9, 2.625, 2.67, 3   (11) (64-4)/2=30   (12) 5   (13) 7-3=4   (14) 8   (15) 11.11 ซม.   (16) 

14.14 ซม.   (17) 18, 24, 20.25   (18) 4   (19) 
2 2 2

mx ny mx ny
m n m n

+ +−
+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (20) 96   

(21) หญิง, 16.5 / 2  เทา   (22) 36   (23) ยี่หอ A   (24) 50, 7.5, 8.95, 11.52   (25) 
อังกฤษ   (26) 19 ป   (27) 28.25 ป   (28) 63.5 คะแนน   (29) 5/12   (30) 53.85, 16.15, 
37.7 คะแนน   (31.1) 0.3686   (31.2) 0.4788   (31.3) 0.8603   (31.4) 0.0214   (31.5) 
0.1170  (32) 89.44   (33) 59.1 คะแนน   (34) 73.4 คะแนน   (35) ค.   (36) 24   (37) 18.8 
คะแนน   (38) 0.29   (39) 0.2, 97.73   (40) 2.27   (41) ค.   (42) ง.   (43) 12   (44) 3, 8.88 
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สถิติ (3) (ความสัมพันธเชิงฟงกชัน; Functional Relation Analysis) 
 
•  หากเรามีคูอันดับ (x,y)  จํานวนมากพอ (ควรจะมากกวา 5 จุด; N 5≥ ) หลังจากสราง
แผนภาพการกระจาย (Scatter Diagram) เพ่ือดูลักษณะกราฟแลว เราจะหาความสัมพันธ
ระหวาง x  กับ y  ไดเปนสมการในรูป y f (x)=  เพื่อใชทํานายคา y  ที่ x  ที่กําหนด 
 
•  รูปแบบความสัมพันธที่พบบอย ไดแก เสนตรง พาราโบลา และเอ็กซโพเนนเชียล 
แตละรปูสมการจะมีคาคงที่ที่บงบอกลักษณะของกราฟ เรียกวา พารามิเตอร (Parameter) 
สมการมาตรฐานที่ใชหาพารามิเตอรเหลานั้น ไดแก 
 
1. ฟงกชันเสนตรง  รูปทั่วไป   Y mX c= +  
หาคาพารามิเตอร m  กับ c  โดยสมการ 

  Y m X cN= +Σ Σ __________(1) 
2XY m X c X= +Σ Σ Σ ________(2) 

 
2. ฟงกชันพาราโบลา  รูปทั่วไป   2Y aX bX c= + +  
หาคา a, b  และ c  โดยสมการ 

    2Y a X b X cN= + +Σ Σ Σ ________(1) 
  3 2XY a X b X c X= + +Σ Σ Σ Σ ______(2) 
 2 4 3 2X Y a X b X c X= + +Σ Σ Σ Σ _____(3) 

 
3. ฟงกชันเอ็กซโพเนนเชยีล รูปทั่วไป   XY ab=  หรือ log Y log a X log b= +  
หาคา log a  กับ log b  โดยสมการ 
      (logY) N log a log b X= +Σ Σ _______(1) 
   2(X logY) log a X log b X= +Σ Σ Σ _____(2) 
 
ขอสังเกต สมการเหลานี้หาไดจากกระบวนการเดียวกัน น่ันคือ 
สมการที่หน่ึง เติมเครื่องหมาย Σ  ทั้งสองขางของสมการ 
สมการที่สอง นําสมการแรกมาเติมตวัแปรตน คือ X  ไวภายใน Σ  ทุกพจน 
สมการตอๆไป หากจํานวนสมการยังไมครบ ใหเพ่ิม X  ไวภายใน Σ  อีก ทีละตวัๆ 
 
•  การหาคาพารามิเตอรดวยสมการเหลานี้ เรียกวา ระเบียบวิธีกําลังสองนอยที่สุด (Method of 
Least Squares) เปนวธิีทีท่ําใหคา y  ที่ได มี ความคลาดเคลื่อนกําลงัสอง (Square Error หรือ 

2(Y Y)−Σ  ) นอยที่สุด 
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หมายเหตุ นิยมใช Y  แทนคาจริง และ Y  แทนคาที่ไดจากการประมาณดวยฟงกชัน 
และขอควรระวังคือ สมการที่หาไดไมสามารถทํานายคา x  จาก y  ได ถาตองการประมาณคา 
x  ก็ตองเปลี่ยนฟงกชันทั้งหมด ใหเปน x f (y)=  แทน (คือให y  เปนตัวแปรตน) 
 

•  ตัวอยาง จากการสอบถามรายจายของ 8  ครอบครัวในหมูบานหนึ่ง ไดผลสัมพันธกับรายได 
ดังตาราง จงหาความสัมพันธที่ใชประมาณรายจายจากรายได และถามวาถาครอบครัวหน่ึงใน
หมูบานนี้มีรายได 4,500  บาท จะมีรายจายประมาณเทาใด 

รายได (พันบาท) 1 3 4 6 8 9 11 14 
รายจาย (พันบาท) 1 2 4 4 5 7 8 9 

 

วิธีคิด โจทยตองการทํานายรายจาย จากรายได แสดงวาในที่น้ี Y  คือรายจาย และ X  คือ
รายได เม่ือวางคูอันดับเหลานี้ลงในแกนพิกัดฉากแลวพบวา มีความสัมพันธกันแบบเสนตรง 
ดังน้ันสมการที่เราจะใชคือ Y mX c= +  และดําเนินการหาคา m, c  โดย.. 

Y m X cN→ = +Σ Σ  และ 2XY m X c X= +Σ Σ Σ  
แทนคา Y 40=Σ , X 56=Σ , N 8= , XY 364=Σ  และ 2X 524=Σ  จะได.. 
 40 56m 8c→ = +  และ 364 524m 56c= +  
แกระบบสมการ ไดคําตอบ m 0.636=  และ c 0.545=  
 

(1) ความสัมพันธที่ใชประมาณรายจายจากรายได คือ Y 0.636 X 0.545= +  เม่ือ Y  คือ
รายจาย (พันบาท) และ X  คือรายได (พันบาท)               ตอบ 
(2) Y 0.636(4.5) 0.545 2.862= + =  ดังน้ัน ครอบครัวที่มีรายได 4,500  บาท จะมี
รายจายประมาณ 2,862  บาท               ตอบ 
 
•  ตัวอยาง จากตัวอยางที่แลว ถามวาถาครอบครัวหน่ึงในหมูบานนี้มีรายจาย 3,500  บาท จะ
มีรายไดประมาณเทาใด 
 

วิธีคิด โจทยตองการทํานายรายไดจากรายจาย แสดงวาหากเราจะใช Y  เปนรายจาย และ X  
เปนรายไดเชนเดิม จะตองเปลี่ยนรูปสมการเปน X mY c= +  และหาคา m, c  โดย.. 

X m Y cN→ = +Σ Σ  และ 2XY m Y c Y= +Σ Σ Σ  
แทนคา X 56=Σ , Y 40=Σ , N 8= , XY 364=Σ  และ 2Y 256=Σ  จะได.. 
 56 40m 8c= +  และ 364 256m 40c= +  
แกระบบสมการ ไดคําตอบ m 1.5=  และ c 0.5= −  ดังน้ัน ความสัมพันธที่ใชประมาณ
รายไดจากรายจาย คือ X 1.5Y 0.5= −  เม่ือ Y  คือรายจาย (พันบาท) และ X  คือรายได 
(พันบาท) 
จึงไดวา ครอบครัวที่มีรายจาย 3,500  บาท จะมีรายไดประมาณ 4,750  บาท        ตอบ 
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โจทย 
(1) [Ent’40] พิจารณาแผนภาพแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปร 
x  และ y  ดังรูป สมการที่ใชแทนความสัมพันธระหวาง x  และ y   
อยูในรูปใดตอไปน้ี 
     ก. y x 1= −     ข. y a bx, a,b 0= − >  
     ค. 2y a bx , a,b 0= − >  ง. y a bx, a,b 0= + >  
 

(2) [Ent’38] จากการทดลองวัดความสัมพันธระหวางเวลา t  (วินาที) และระยะทาง s  (เมตร) 
ของวัตถทุี่เคลือ่นที่ ไดผลดังน้ี 

t 1 2 3 4 
s 2 8 18 32 

ถาความสัมพันธเปนแบบเสนตรงแลว เราจะทํานายระยะทางที่วตัถเุคลื่อนที่ได ในขณะที่ 
t 1.5=  วินาทีไดเทาใด 
 

(3) [Ent’30] ในการประมาณความสัมพันธเชิงฟงกชนัเสนตรง ของ x  กับ y  โดยวิธีกําลังสอง

นอยที่สุด เม่ือมีขอมูล (x,y)  ดังน้ี (0,5) , (1,2) , (2,1)  จงทํานายคา y  เม่ือ 1
x

3
=  

 

(4) [Ent’ต.ค.43] ถา y mx c= +  เปนความสัมพันธเชิงฟงกชันเพ่ือการทํานายรายจายหมวด
บริการลูกคา (y ) จากจํานวนพนักงานของโรงแรม (x ) ในจังหวัดหนึ่ง จํานวนขอมูลทีนํ่ามา
สรางความสัมพันธเทากับ 5  และมีสมการดังน้ี 

28 5c 10m= +  และ 67 10c 30m= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 

ก. ถา x 5=  คาประมาณของ y 8.9=  ข. x 5.6=  
 

(5) [Ent’ต.ค.41] กําหนดใหความสัมพันธระหวางรายได (x ) และรายจาย (y ) ตอเดือนของ
ครอบครัวที่อาศัยในอําเภอหนึ่งเปน y 200 0.85x= +  ถาครอบครัว 2 ครอบครัวมีรายได
ตางกัน 1,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณ ตางกันเทาใด 
 

(6) [Ent’ต.ค.42] พิจารณาขอมูลของ x  และ y  ดังน้ี 
x -3 -1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

เม่ือ a  เปนคาคงที่ ให x  และ y  มีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนกราฟเสนตรงความชัน 
1.55  ถา x 4=  จะประมาณคา y  ไดเทาใด 
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(7) [Ent’มี.ค.43] ถาใหสมการที่ใชแทนความสัมพันธเชิงฟงกชันที่ใชสําหรับประมาณจํานวน
หองพักที่มีแขกมาพัก (แทนดวย y ) จากจํานวนหองพักที่มีการขอจองลวงหนา (x ) คือ 
y a 0.75x= +  โดยที่ x 40= , y 60=  ถามวาถา x 60=  แลว จํานวนหองพักที่มี
แขกมาพักจริงโดยประมาณเทากับเทาใด 
 [Hint : จากสมการที่ 1 ของสมการเสนตรง นํา N หารสองขาง จะได Y mX c= + ] 
 

(8) [Ent’37] จากการสอบถามครอบครัว n  ครอบครัว ทีมี่รายไดตอเดือน 5,000ถึง 
20,000บาท เกี่ยวกับรายจายตอเดือน ปรากฏผลดังน้ี 

รายได (พันบาท) : x x1  x2  x3  …  xn 
รายจาย (พันบาท) : y y1  y2  y3  …  yn 

และมีคา x 12= , y 5=  โดยสมการเสนตรงที่แทนความสัมพันธน้ีตดัแกน y  ที่จุด (0, 3)−  
ถาครอบครวัมีรายได 15,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณเปนเทาใด 
 

(9) [Ent’35] ถาคาของตวัแปร x  และ y  คือ 
x -1 0 1 2 3 
y 1 0 1 3 10 

และสมการที่ใชประมาณความสัมพันธระหวางสองตัวแปรน้ีคือ 2y kx=  จงหาคา k  
 

(10) [Ent’36] จากการสอบถามถึงรายจายของครอบครัว 8 ครอบครวั ที่มีรายไดตัง้แต 1,000 
ถึง 14,000 บาท ไดสมการที่ใชแสดงความสัมพันธของรายได (X ) และรายจาย ( Y ) คือ 
Y 0.636 X 0.545= +  พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. เราสามารถใชสมการขางตนประมาณรายได เม่ือทราบรายจาย 
 ข. ถาเพิ่มขอมูลอีก 7 ครอบครัว สมการที่ใชแทนความสัมพันธยังคงเปนสมการเดิม 
 

(11) [Ent’33] สมการแสดงความสัมพันธเชิงฟงกชัน ระหวางตนทุน ( Y : พันบาท) กับจํานวน
สินคาที่ผลติ (X : รอยชิ้น) คือ Y 2X 5= +  ขอความตอไปน้ีขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ถาตนทุนเปน 7,000  บาท คาดวาผลิตได 100  ชิ้น 
 ข. ถาผลิตเพ่ิม 200  ชิ้น คาดวาตนทุนเพ่ิม 4,000  บาท 
 

(12) [Ent’23] ตารางที่กําหนดใหน้ีเปนขอมูลเกี่ยวกับเงินที่ใชโฆษณาสินคาตอเดือน (X : หม่ืน
บาท) และเงินที่ไดจากการขายตอเดือน ( Y : แสนบาท) 

X 5 1 3 4 2 
Y 10 3 6 7 4 

หาคาตางๆ ไดดังน้ี X 15=Σ , Y 30=Σ , 2X 55=Σ , 2Y 210=Σ , XY 107=Σ  
และกําหนดใหสัมพันธกันแบบเสนตรง หากตองการขายสินคาใหไดเดือนละ 12,000,000  
บาท ควรลงทนุโฆษณาเทาใด 
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(13) [Ent’26] จากตารางซึ่งขอมูลสัมพันธกันแบบเสนตรง พิจารณาวาขอความใดถกูหรือผิดบาง 
X 1 2 3 4 
Y 2 5 7 8 

ก. ถา y 10=  ทํานาย x  ได 4.75   ข. Y 2X 0.5= +  
 
ขอมูลในรูปอนุกรมเวลา 
•  หากขอมูลที่เราสนใจ ( Y ) เปนขอมูลที่ตวัแปรตนมีชวงหางเทาๆ กัน เชน ตัวแปรตนเปนป 
พ.ศ. ที่หางเทาๆ กันแลว เราจะเรียกขอมูล Y  ชุดนั้นวา ขอมูลในรูปอนุกรมเวลา (Time Series 
Data) ซ่ึงจะสามารถแทนคาตัวแปรตน X  ดวยตวัเลขคานอยๆ ไดเพ่ือใหสะดวกในการคํานวณ 
วิธีที่นิยมที่สุดคือ ใหขอมูลตรงกลางเปนเลข 0  แลวนับขึน้ลงเปน 1, 2± ±  ตอไปจนครบทุก
จุด เพราะวิธน้ีีจะทําให X 0=Σ  จึงแกระบบสมการหาพารามิเตอรไดงาย โดยเฉพาะสมการ
เสนตรง กับสมการเอ็กซโพเนนเชียล 
•  หมายเหตุ หากจํานวนขอมูลเปนจํานวนคู ไมมีจุดตรงกลาง ก็จะใหประหวางกลางนั้นเปน 
1±  และคูถัดไปเปน 3, 5± ±  ไปเรื่อยๆ (เพ่ือรักษาระยะหางใหเทาๆ กัน) แบบน้ีก็ยังได 
X 0=Σ  เชนกัน 

 
•  ตัวอยาง จงสรางสมการทํานายประชากรในทองที่หน่ึง ถากําหนดขอมูลที่สํารวจไดดังตาราง 
และจากนั้นใหประมาณจํานวนประชากรในทองที่น้ีในป 2547 

พ.ศ. 2535 2537 2539 2541 2543 
จํานวนประชากร (พันคน) 0.8 0.9 1.1 1.4 2.0 

 
วิธีคิด ให Y  คือจํานวนประชากร และให X  เปน 2, 1, 0, 1, 2− −  แทน พ.ศ. 
2535, 2537, ...  ตามลําดับ เม่ือวางคูอันดับเหลานี้ลงในแกนพิกัดฉากแลวพบวา มี
ความสัมพันธกันแบบเอ็กซโพเนนเชียล ดังน้ันสมการที่เราจะใชคือ 
log Y log a X log b= +  และจะหาคา log a, log b  โดย.. 

(logY) N log a log b X= +Σ Σ  และ 2(X logY) log a X log b X= +Σ Σ Σ  
 

แทนคา (logY) 0.796=Σ , X 0=Σ , N 5= , (XlogY) 2.274=Σ  และ 
2X 10=Σ  จะได.. 0.796 5 loga→ =  และ 2.274 10logb=  

ไดคําตอบ log a 0.159=  และ log b 0.227=  
 

(1) ความสัมพันธที่ใชประมาณจํานวนประชากร คือ log Y 0.159 0.227X= +  เม่ือ Y  
คือจํานวนประชากร (พันคน) และ X  แทนเวลาตามที่ไดกําหนด           ตอบ 
(2) ป พ.ศ. 2547 มีคา X 4=  จะได log Y 0.159 0.227(4) 1.067= + =  หรือ 
Y 11.668≈  ในป พ.ศ. 2547 จะมีประชากรประมาณ 11,668  คน          ตอบ 
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โจทย 
(14) [Ent’34] ขอมูลอนุกรมเวลา (Y ) มีคาดังน้ี 

พ.ศ. 2526 2527 2528 2529 2530 
Y 20 30 20 40 60 

ถา Y  สัมพันธกับเวลาในลักษณะเสนตรงแลว จะสามารถทํานายคา Y  ในป 2535 ไดเทาใด 
 

(15) [Ent’31] มูลคาอุตสาหกรรมสิ่งทอสงออกระหวางป 2520 ถึง 2524 เปนดังน้ี 
พ.ศ. 2520 2521 2522 2523 2524 
มูลคา (ลานบาท) 1 3 4 5 9 

ถาพยากรณโดยใชความสมัพันธเสนตรงแบบกําลังสองนอยที่สุด จงหามูลคาสงออกเฉลี่ย 6 
เดือนแรก ของป 2525 
 
วิธีลัดของสมการเสนตรง 
•  ในกรณีทั่วๆ ไป ระบบสมการที่ใชหาพารามิเตอรน้ันมักจะแกหาคําตอบไดยาก (เน่ืองจาก
ความแตกตางของตัวเลขสมัประสิทธิ์) สาํหรับรูปแบบเสนตรงนั้น เราใชเมตริกซแกระบบสมการ 
ไดผลเปนสตูรลัดดังน้ี 

1. หาคา m  จากสูตร 2 2

N (XY) X Y
m

N (X ) ( X)
−

=
−

Σ Σ Σ
Σ Σ  

2. ตอจากนั้นอาจหาคา c  โดยอาศัยสมบัตขิองคาเฉลี่ยเลขคณติ คือ ใชสมการ Y mX c= +  
(ขอสังเกต สมการนี้เปนสมการที่ไดจากสมการที่ (1) ของรูปแบบเสนตรงนั่นเอง) 
 
 
เฉลย 
(1) ข.   (2) 5  เมตร   (3) 4    (4) ก. ถูก และ ข. ผิด   (5) 850  บาท   (6) 11.2    (7) 75    
(8) 7,000  บาท   (9) 1   (10) ก. และ ข. ผิด   (11) ก. ผิด และ ข. ถูก   (12) 676,000  
บาทตอเดือน   (13) ก. ผิด และ ข. ถูก   (14) 97    (15) 4.9  ลานบาท 
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เลขดัชนี (Index Number) 
 
•  เลขดัชนี (Index Number; I ) คือคาที่แสดงอัตราสวน (การเปลี่ยนแปลง) ของสิ่งที่เราสนใจ 
เปรียบเทียบระหวางเวลาสองจุดใดๆ หรือเทียบกับจุดอางอิงที่เรียกวา เวลาฐาน (Base Time) 
ก็ได เชน เงินเดือนปน้ีเดือนละ 12,000 บาท เงินเดือนปที่แลวเดือนละ 10,000 บาท อาจกลาว
วาดัชนีเงินเดือนของปน้ีเทียบกับปที่แลว เปน 1.2 (หรือ 120%) แตหากตองการใชชวงเวลาสอง
ปที่แลวซ่ึงไดเงินเดือน 7,500 บาท เปนเวลาฐาน ก็จะกลาวไดวา ปน้ีมีดัชนี 1.6 (หรือ 160%) 
และปที่แลวมีดัชนี 1.33 (หรือ 133%)        ขอสังเกต เลขดัชนีไมมีหนวย และมักคิดเปนรอยละ 
 
•  เลขดัชนีสามารถแบงประเภทตามสิ่งที่เราสนใจไดหลายแบบ เชน ดัชนีราคา (Price Index) 
ดัชนีปริมาณ (Quantity Index) ดัชนีมูลคา (Value Index) ซ่ึงจะสังเกตไดวาเลขดชันีที่พบบอย
ในชีวติประจําวันลวนเปนดัชนีราคา เชน ดัชนีราคาสินคา ดัชนีคาครองชีพ และดัชนีราคาหุน 
 
ดัชนีราคา (Price Index) 
สัญลักษณที่จะใชตอไปน้ีไดแก P:Price  (ราคา), Q:Quantity  (ปริมาณ), n:new  (ปที่

ตองการ), o:old  (ปฐาน), และ Σ  หมายถึง 
m

i 1=
∑  เม่ือ m  เปนจํานวนชนิดของสินคา 

1. ดัชนีราคาแบบไมถวงน้ําหนัก หรือ ดัชนีราคาอยางงาย (Simple Price Index) 
 1.1 ดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวม ( SAI ; Simple Aggregative) 

n
SA

o

P
I 100

P
= ×
Σ
Σ  

1.2 ดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธ ( SRI ; Simple average of Relative) 
n

SR
o

P1
I 100

m P
= ×∑  

2. ดัชนีราคาแบบถวงน้ําหนกั (Weighted Price Index)     จะใชปริมาณเปนตัวถวงน้ําหนัก 
 2.1 ดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวม ( WAI ; Weighted Aggregative) 

- วิธีของลาสไพเยอเรส (Laspayres) n o
L

o o

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ    ใชปริมาณของปฐาน 

- วิธีของพาเชอ (Paasche)       n n
P

o n

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ    ใชปริมาณของปที่ตองการหา 

- วิธีถวงดวยปริมาณเฉลี่ยของปฐานและปที่ตองการ      n o n
A

o o n

P (Q Q )/2
I 100

P (Q Q )/2
+

= ×
+

Σ
Σ  

- วิธีถวงดวยปริมาณในชวงเวลาใดๆ ทีก่ําหนดให         n g
G

o g

P Q
I 100

P Q
= ×
Σ
Σ  

2.2 ดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธ ( WRI ) วิธีน้ีไมนิยมใช 
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โจทย 
(1) [Ent’มี.ค.44] ถาราคาเฉลี่ยของเมล็ดถั่วเหลืองในแตละเดือนของป 2542 เปนดังน้ี มกราคม 
13 บาท/ก.ก. กุมภาพันธ 11 บาท/ก.ก. มีนาคม 12 บาท/ก.ก.  ขอความใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนกุมภาพันธเทียบกับมกราคม เทากับ 84.62% 
 ข. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนมีนาคมเทียบกบักมุภาพันธ เพ่ิมขึ้น 10.09% 
 

(2) ถาราคาหมอหุงขาวยี่หอหน่ึง 3 ขนาด ที่รานคาไดจําหนายไปในเวลา 3 ป เปนดังตาราง 
หากใชป 2534 เปนปฐาน ใหหาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวม ของป 2535 

ราคา (รอยบาท) 
ขนาด 

2534 2535 2536 
เล็ก 5.5 5.0 4.0 
กลาง 7.0 6.5 6.0 
ใหญ 11.5 11.0 10.0 

 

(3) ถาราคาและปริมาณสินคาสี่ชนิดที่บริษัทแหงหน่ึงขายไดใน 3 ป เปนดังน้ี จงหาดัชนีราคา 
ปริมาณ ราคาตอหนวย 

รายการสินคา 
2533 2534 2535 2533 2534 2535 

ตูเย็น 124 145 180 8,000 8,200 8,500 
เตาแกส 47 82 104 7,500 7,500 7,800 
พัดลม 325 420 280 750 750 800 

เครื่องซักผา 38 42 64 7,800 8,200 8,500 
 (3.1) SAI  ของป 2534 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.2) SRI  ของป 2534 และ 2535 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.3) LI  ของป 2534 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.4) PI  ของป 2535 โดยใช 2533 เปนปฐาน 
 (3.5) AI  ของป 2535 โดยใช 2534 เปนปฐาน 
 

(4) จากตารางตอไปน้ี ใหหาดัชนีราคา SAI , SRI , LI , PI  และ AI  (ถาสามารถหาคาได) ของป 
2539 โดยใชป 2537 เปนปฐาน 
  
(4.1) (4.2) 
 
 
 
 

ราคา (รอยบาท) 
สินคา 

2537 2538 2539 
ก 12 15 16 
ข 20 22 25 
ค 18 20 20 

ราคา (พันบาท) 
สินคา 

2537 2539 
ปริมาณ 
ป 2539 

ก 8 15 10 
ข 10 20 12 
ค 12 18 15 
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(5) รานขายขนมแหงหน่ึงรวบรวมขอมูลการขายไดดังตาราง หากยึด 2537 เปนปฐาน ใหหา
ดัชนีราคาแบบลาสไพเยอเรส, แบบพาเชอ, แบบถวงน้ําหนักโดยใชปริมาณเฉลีย่, และดัชนีราคา
อยางงายแบบใชราคารวม ในป 2539 

ปริมาณ (พัน) ราคา (บาท) 
รายการขนม 

2537 2538 2539 2537 2538 2539 
A 2 3 4 3 3.5 4 
B 2 2 4 3 3.5 4 
C 2 3.5 4 2 2.5 3 
D 2 1.5 4 2 3 4 

 

(6) [Ent’38] ตารางตอไปน้ีแสดงราคาสินคาของรานอาทิตย ในการคดิดัชนีราคาแบบใชราคา
รวมของป 2536 เม่ือป 2530 เปนปฐาน จะได 109.97% ถาเปลี่ยนหนวยสบูจากกอนเปนโหล 
โดยราคาตอกอนเทาเดิม ดัชนีราคาแบบใชราคารวมจะเปนเทาใด 

ราคาตอหนวย 
รายการสินคา 

2530 2536 
สบู (กอน) 11 13 
ยายอมผม 190 210 
แชมพู 75 80 
ยาสีฟน 45 50 

 

(7) จากตาราง ใหหาดัชนีราคารวมอยางงายของป 2539 และดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ย
ราคาสัมพัทธของป 2538 โดยใชป 2529 เปนปฐาน 

ราคา (รอยบาท) 
สินคา 

2538 2539 
SAI  ป 2538 

เทียบกบั 2529 
A 10 13 125 
B 13 15 130 
C 15 17 125 
D 18 18 150 

 

(8) [Ent’ต.ค.43] ราคาและปริมาณสินคา 3 ชนิด ที่รานคาแหงหน่ึงจําหนายในป 2541 และ 
2542 เปนดังตาราง ถาดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวมโดยวธิีของพาเชอในป 2542 เม่ือ
ใชป 2541 เปนปฐานเทากบั 126 แลว ราคาของพัดลมในป 2542 เปนเทาใด 
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ปริมาณ (หนวย) ราคาตอหนวย 
ชนิด 

2541 2542 2541 2542 
หมอหุงขาว 15 20 500 500 
กระติกน้ํารอน 10 8 300 450 

พัดลม 80 100 400 x 
 

(9) [Ent’40] ตารางตอไปน้ีแสดงปริมาณและราคาสินคาของรานไฟฟา ถาดัชนีราคาในป 2536 
โดยใชป 2532 เปนปฐาน แบบใชราคารวมโดยถวงน้ําหนักดวยปริมาณในปฐาน (ลาสไพเยอ
เรส) มีคา 170 จงหาคา a 

ราคา (พันบาท) ปริมาณ 
รายการ 

2532 2536 2532 2536 
โทรทัศน 5 8 100 105 
วิทย ุ 3 6 a a 

 

(10) [Ent’41] ตารางแสดงราคาสินคา 3 ชนิดเปนดังน้ี ถาราคาเฉลีย่ในป 2535 และ 2536 เม่ือ
คิดโดยใชดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลีย่ราคาสัมพัทธ เพ่ิมจากป 2534 รอยละ 3.33 และ 1.67 
ตามลําดับ จงหาคา x, y  

ราคา (บาท) 
สินคา 

2534 2535 2536 
เข็มขัด 800 800 600 
กระเปา x y 1,200 
รองเทา 1,000 1,000 1,100 

 

(11) [Ent’มี.ค.42] ตวัแทนจาํหนายหมอหุงขาวไฟฟายีห่อหน่ึง ขายหมอหุงขาวดวยราคาและ
ปริมาณดังตอไปน้ี ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของป 2541 เทียบกบั 2540 เทากับ 
96.00 แลว ดัชนีราคาแบบใชราคารวมโดยถวงน้ําหนักดวยปริมาณในปฐาน (ลาสไพเยอเรส) 
ของป 2541 เม่ือใช 2540 เปนปฐาน มีคาเทาใด 

ปริมาณ ราคา 
ขนาด 

2540 2541 2540 2541 
1 ลิตร 300 250 400 400 
2 ลิตร 220 230 500 450 
3 ลิตร 200 200 600 a 
4 ลิตร 150 130 1000 950 
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ดัชนีราคาผูบริโภค (Consumer Price Index) 
เรียกอีกอยางวา ดัชนีคาครองชีพ (Cost of Living) จะวัดจากรายจายคาอุปโภคบริโภคประจํา 
ของครอบครัวที่สุมสํารวจได โดยในประเทศไทยคิดแบบลาสไพเยอเรส ใชป 2529 เปนปฐาน 
(ดังน้ัน ดัชนีราคาผูบริโภคของไทยในป 2529 คือ 100) 
 
ดัชนีราคาผูบริโภคนํามาใชประโยชนในชวีิตประจําวันไดหลายอยาง เชน 

•  หาอัตราเงินเฟอ เงินฝด this year last year

last year

I I
×100

I

−
     จะคิดปตอปเทานั้น 

คาที่คํานวณได คาบวกหมายถึงเงินเฟอ และคาลบหมายถึงเงินฝด ซ่ึงความรุนแรงจะแบงระดับ
เปน อยางออน, ปานกลาง, และรุนแรง โดยแบงที่คา 10% และ 17% ตามลําดับ 

•  หาคาของเงินเปรียบเทียบกับปอ่ืนๆ       this year
desire year desire year

this year

P
P I

I
= ×  

คํานวณไดโดยใชดัชนีราคาผูบริโภคเปนตัวเทียบบัญญัติไตรยางศ 
 
โจทย 
(12) กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของประเทศไทย ดังตาราง 

พ.ศ. 2519 2529 2530 2531 2532 2533 2535 
ดัชนีราคาผูบริโภค 50.6 100 102.5 106.4 108.4 115.0 130 

ใหตอบคําถามตอไปน้ี 
(12.1) อัตราเงินเฟอของป 2530 และ 2531 เปนรอยละเทาใด 
(12.2) นายสงาไดเงินเดือนในป 2519, 2529, 2530, 2531 เปน 5000, 6000, 6100, 

และ 6200 บาท ตามลําดับ ใหหาเงินเดือนที่แทจริงของเขาทั้งสี่ป 
(12.3) ในป 2532 บริษทัแหงหน่ึงใหคาจางขั้นต่ําแกลูกจาง วันละ 120 บาท เม่ือถึงป 

2533 บริษทันี้ควรปรบัคาจางขั้นต่ําเปนวันละเทาใด 
(12.4) สินคาจํานวนหนึ่งขายในป 2531 ไดมูลคา 425 ลานบาท หากนําสินคาเหลานี้

ขายในป 2530 ควรจะไดมูลคาเทาใด 
(12.5) ป 2529 ชายคนหนึ่งมีรายได 4,000 บาทตอเดือน และภรรยามีรายได 3,500 

บาทตอเดือน ตอมาป 2535 เขามีรายไดตอเดือน 5,050 บาท ภรรยา 4,550 บาท และลูก 2,400 
บาท ถามวารายไดที่แทจริงตอเดือนของครอบครัวน้ีในป 2535 เปนเทาใด 
 

(13) [Ent’40] ในป 2536 สุเมธมีรายได 10,000 บาทตอเดือน ป 2537 เขามีรายไดเพ่ิมขึ้น 15% 
จากป 2536 ถาดัชนีราคาผูบริโภคของป 2537 เม่ือใช 2536 เปนปฐานเทากบั 200 แลว ใหหา
รายไดที่แทจริงของเขาในป 2537 เทียบกบั 2536 
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(14) [Ent’มี.ค.43] กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของปตางๆ โดยมีป 2535 เปนปฐาน ดังน้ี 
ป 2535 2536 2537 

ดัชนี 100 90 108 
ถารายไดที่เปนตัวเงินของชายผูหน่ึงในป 2536 เทากับ 900 บาท และรายไดที่แทจริงของเขาใน
ป 2537 เทากบัรายไดที่แทจริงในป 2536 เม่ือเทียบกบั 2535 แลว รายไดที่เปนตวัเงินที่เขาควร
จะไดรับในป 2537 เทากับเทาใด 
 

(15) ขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
ป 2533 2535 2537 

ดัชนี 100 108.9 114.8 
เงินเดือน 1,950 2,100 2,350 

ก. เงิน 114.8 บาทในป 2537 มีคาเทากบัเงิน 100 บาทในป 2533 

ข. เงินเดือนที่แทจริงในป 2537 มีคา 2,350
114.8

 บาท เม่ือใชป 2533 เปนปฐาน 
 

(16) [Ent’ต.ค.41] ถาในป 2538 นายเสรมิไดรับเงินเดือน เดือนละ 16,000 บาท และในป 2541 
นายเสริมไดรับเงินเดือนใหมเปน 24,000 บาท โดยที่ดัชนีราคาผูบริโภคของป 2541 เทียบกบัป 
2538 มีคาเทากับ 125 พิจารณาขอความตอไปน้ี ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. นายเสริมควรไดรับเงินเดือนใหมเปน 25,000 บาท 
 ข. รายไดที่แทจริงของนายเสริมในป 2541 เปน 19,200 บาท เทียบกับป 2538 
 

(17) จากตาราง ขอใดถูกตองเก่ียวกับคาจางเฉลี่ยที่แทจริง 
ป 2530 2531 2532 2533 

คาจางเฉลี่ย (บาท/ช.ม.) 1.20 1.30 1.40 1.50 
ดัชนีราคาผูบริโภค 100 113 114 116 

 ก. เพ่ิมขึ้นปละ 0.10 บาท/ช.ม.   ข. เพ่ิมขึ้นปละ 0.15 บาท/ช.ม. 
ค. เพ่ิมขึ้นปละ 0.20 บาท/ช.ม.   ง. เพ่ิมขึ้นปละไมเทากัน 

 

(18) [Ent’41] ดัชนีราคาผูบริโภคของคนกรุงเทพฯ ใน พ.ศ. 2537 – 2540 เปนดังน้ี 
พ.ศ. 2537 2538 2539 2540 

ดัชนีราคาผูบริโภค 100 107 116 138 
พิจารณาขอความ ขอใดถูกหรือผิดบาง 
 ก. คาครองชีพของป 2540 สูงกวา 2539 อยูรอยละ 19 

ข. คาครองชีพของป 2540 สูงกวา 2538 อยูรอยละ 31  
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(19) [Ent’ต.ค.42] ในป พ.ศ. 2540 สุเมธมีรายไดเดือนละ 15,000 บาท โดยที่รายไดตอเดือนที่
แทจริงของเขาเปน 12,500 บาท เทียบกบัป 2538 ถาดัชนีราคาผูบริโภคในป 2541 สูงกวา 
2540 อยู 5% แลว คาครองชีพในป 2541 สูงกวาป 2538 อยูรอยละเทาใด 
 
ดัชนีราคาหุน (Stock Price Index) 
เปนคาที่บงบอกอัตราสวนของมูลคาตลาดหุนในวันนัน้เทียบกบัวันแรกสุดที่เปดดําเนินการ (เชน 
สําหรับตลาดหลักทรัพยแหงประเทศไทย คือวันที่ 30 เมษายน 2518) นิยมเรียกหนวยเปน “จุด” 
เชน ดัชนีราคาหุนตลาดหลกัทรัพยแหงประเทศไทย (SET; the Stock Exchange of Thailand) 
รวมทุกหมวดอุตสาหกรรม ในวันที ่26 พฤศจิกายน 2546 ปดที่ 630.83 จุด (เปลี่ยนแปลง
เพ่ิมขึ้นจากวนักอน 25.79 จุด หรือ 4.26%) แปลวา มูลคาตลาดหุนรวมของวันน้ันเม่ือปดทําการ 
(เวลา 18:00 น.) มีคาเปน 6.3083 เทา ของมูลคาในวนัที่ 30 เมษายน 2518 
 
หมายเหตุ ในเดือนพฤศจิกายน 2546 ตลาดหลักทรัพยแหงประเทศไทยแบงหลักทรัพยออกเปน
หมวดอุตสาหกรรมยอย 30 หมวด (เชน ธุรกิจการเกษตร, อาหารและเครื่องด่ืม, ของใชใน
ครัวเรือน, อัญมณีและเครือ่งประดับ, เวชภัณฑและเครื่องสําอาง, สิง่ทอ เครื่องนุงหม, ธนาคาร, 
เงินทุนและหลักทรัพย, ประกันภัยและประกันชีวติ, ฯลฯ) และมีจํานวนหลักทรัพยรวมทุกหมวด
ทั้งสิ้น 389 หลักทรัพย 
 
 
เฉลย 
(1) ก. ถูก และ ข. ผิด   (2) 0.9375   (3.1) 1.025   (3.2) 1.019 และ 1.065   (3.3) 1.4315   
(3.4) 1.0615   (3.5) 1.040   (4.1) 1.22, 1.231, – , – , –   (4.2) 1.767, 1.792, – , 1.737, –   
(5) 1.5   (6) 112.22%   (7) 1.5, 1.325   (8) 524.24 บาท   (9) 56   (10) 1,000 และ 1,099   
(11) a=600, ดัชนี=96.30   (12.1) 2.5% และ 3.8%   (12.2) 9,881.42 บาท, 6,000 บาท, 
5,951.22 บาท, 5,827.07 บาท   (12.3) 127.31 บาท   (12.4) 409.42 ลานบาท   (12.5) 
9,230.77 บาท   (13) 5,750 บาท   (14) 1,080 บาท   (15) ก. ถูก และ ข. ผิด   (16) ก. ผิด 
และ ข. ถูก   (17) ง.   (18) ก. ถูก และ ข. ผิด   (19) 26 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2541 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A { ,0,1,{0},{0,1}}= ∅  และ P(A)  เปนเพาเวอรเซตของ A  
แลว เซต P(A) A−  มีสมาชิกกี่ตัว 
 

2. ถา 1L  เปนเสนตรงที่ผานจดุ ( 2,0)−  และ ( 1,2)−  และ 2L  เปนเสนตรงที่ผานจุดกําเนิด
และตั้งฉากกบั 1L  แลว พ้ืนทีข่องรูปสามเหลี่ยมที่ลอมรอบดวยแกน x  เสนตรง 1L  และ
เสนตรง 2L  เทากับกี่ตารางหนวย 
 

3. 1
sec (2 arcsin )

3
 มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ให u a i bj= +  โดย a 0>  ถา u  ตั้งฉากกับเวกเตอร i 2 j− +  แลว 
มุมระหวางเวกเตอร u  กับเวกเตอร 3i j−  (มุมแหลม) มีขนาดกี่องศา 
 

5. กําหนดให ความสัมพันธระหวางรายได (x ) และรายจาย (y ) ตอเดือนของครอบครัวที่
อาศัยในอําเภอหนึ่งมีสมการเปน y 200 0.85x= +  ครอบครัวสองครอบครัวในอําเภอนี้ซ่ึงมี
รายไดตางกัน 1,000  บาท จะมีรายจายโดยประมาณตางกันเทาใด 
 

6. ชาย 3 คน และหญิง 3 คน เขาคิวในแถวเดียวกันเพ่ือซ้ือตั๋วภาพยนตร ความนาจะเปนที่หญิง
ทั้ง 3 คน จะยืนเรียงติดกันทั้งหมดในแถวมีคาเทากบัเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. จํานวนเต็มบวกทั้งหมดทีห่าร 210  ลงตัว มีจํานวนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 14        2. 15   3. 16        4. 17  

2. กําหนดให A  และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 
23 x

0
x 2
−

≥
+

 และ 22 x 2− ≤  

ตามลําดับ เซตในขอใดเปนสับเซตของ B A−  
 1. { 1.6,1.6}−    2. { 1.7,1.7}−  
 3. { 1.8,1.8}−    4. { 1.8,1.7}−  
3. ประพจน p (q (r p))→ → ∨∼  สมมูลกับประพจนในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( p) q r∨ ∨∼    2. p ( q) r∨ ∨∼  
 3. p q ( r)∨ ∨ ∼    4. p ( q) ( r)∨ ∨∼ ∼  
4. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี เม่ือ p, q  และ r  เปนประพจน 
     ก. เหตุ 1) p (p q)∨ ∧ ∼   ข. เหต ุ      1) p r→∼  
  2) p q→          2) r s∨∼  
         ผล  q           3) s∼  

     ผล       p  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก สมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล   2. ก สมเหตุสมผล ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล ข สมเหตุสมผล   4. ก ไมสมเหตุสมผล ข ไมสมเหตุสมผล 
5. กําหนดให S {x | x=  เปนจํานวนเต็ม และ x 5}≤  

และ 
3 2 2

4

x x 4x a
f (x)

x bx 4
− − +

=
+ +

 โดยที่ a S, b S∈ ∈  

จํานวนคูลําดบั (a,b) S S∈ ×  ทั้งหมดที่ทําให f (1) 0=  เทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 15        2. 18   3. 20        4. 22  
6. กําหนดให 2f {(x,y) | y log (x 1) log (x 2) log (4 x )}= = + + + − −  
และ x 1g {(x,y) | y 2 −= =  และ x 0}≥  
ถา fD =  โดเมนของ f  และ gR =  เรนจของ g  
แลว f gD R∩  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [0,1.5)       2. [0.5,2.5)  3. [1,3)       4. [1.5,4)  
7. สมการของพาราโบลาที่มีจุดยอดเปน (0, 1)−  และผานโฟกสัทั้งสองของวงรี 

2 23x 4y 16y 4 0+ − + =  ผานจุดในขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
( ,1)

3
      2. 3

( ,1)
2

 3. 1
( ,1)
2

      4. 1
( ,1)
3
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8. เซตคําตอบของสมการ 2 2
2 0.1log (x x 4) log (0.01)− − =  เปนสับเซตของเซตในขอใด

ตอไปน้ี 
 1. R [ 2,2]− −      2. R [ 1,3]− −  3. [ 4,2]−       4. [ 3,3]−  
9. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง (1 i)(z 1) 1+ + = −  แลว สวนจริงของจํานวนเชิงซอน 

15z (z z)−  เทากับขอใด 

 1. 3
2

−        2. 3
2

  3. 1
2

−        4. 1
2

 

10. กําหนด 6 3p(x) x ax x b= + − +  โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจริง ถา x 1−  หาร 
p(x)  เหลือเศษ 1−  และ x 1+  หาร p(x)  เหลือเศษ 1 แลว x  หาร p(x)  จะเหลือเศษ
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  

11. กําหนดให 1 1
A

2 1
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ถา B  เปนเมตริกซที่ 1B 2A−=  แลว 

ขอใดตอไปน้ีเปนคาของ det (3 adj B)  
 1. 6        2. 9   3. 12        4. 18  

12. ในการสรางเมตริกซในรูปแบบ 
2x 1 y
0 2 x

⎡ ⎤−
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 แบบสุม โดย x  และ y  เปนสมาชิกของ

เซต { 2, 1,0,1,2}− −  ความนาจะเปนที่จะไดเมตริกซเอกฐาน มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
25

       2. 3
25

  3. 2
5

       4. 3
5

 

13. บริษัทผลติโทรศัพทแหงหน่ึง ไดผลิตโทรศัพทรุนใหมออกมา 2 รุน คือรุน 1P  และ 2P  โดย
ที่รุน 1P  จะขายไดกําไรเครื่องละ 1,000  บาท และรุน 2P  จะขายไดกําไรเครื่องละ 500  บาท 
ในแตละวันบรษิัทตั้งใจจะผลิตโทรศัพทรุน 1P  ไมนอยกวา 80  เครื่อง และรุน 2P  ระหวาง 50  
ถึง 100  เครื่อง ถาบริษัทมีความสามารถในการผลิตโทรศพัททั้ง 2 รุนรวมกันในแตละวันไม
เกิน 150  เครื่อง แลวบริษัทจะไดกําไรสูงสุดจากการผลิตโทรศัพททั้ง 2 รุน เปนจํานวนเทากับ
ขอใดตอไปน้ี 
 1. 105,000 บาท    2. 115,000 บาท 3. 125,000 บาท    4. 130,000 บาท 
14. จํานวนสมาชิกในเซต {100, 101, 102, ..., 600}  ซ่ึงหารดวย 8  หรือ 12  ลงตวั
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 84        2. 92   3. 100       4. 125  
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15. กําหนดให 

1
 ,    0 x 1
3x 1
    1,        x 1f (x)

2 5 x
,  x 1  

x 1

⎧ < <⎪ +⎪⎪ == ⎨
⎪ − −⎪ >
⎪ −⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

− +→ →
=   ข. f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 1=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F(x) (f(x)) 15= +  ถา 
F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
2

       2. 3
2

  3. 8        4. 24  

17. พ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 2y x 3x 2= − +  จาก x 0=  ถึง x 2=  เฉพาะสวนที่อยู
เหนือแกน x  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

 ตารางหนวย   2. 1
6

 ตารางหนวย 

 3. 2
3

 ตารางหนวย   4. 5
6

 ตารางหนวย 

18. กําหนดให f  เปนฟงกชันซึ่ง f (2) 1= − , f (1) 3′ = − , และ f (x) 3′′ =  ทุกคา x  แลว 
f (0)  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 12        4. 15  
19. ถาจัดนักเรียน 6 คน ซ่ึงมีเมตตาและปรานีรวมอยูดวยใหเรียงแถวเปน 2 แบบ แบบที่หน่ึง
นักเรียนทั้งหมดยืนเปนแถวตรงโดยที่เมตตาและปรานียืนติดกัน และแบบที่สองนักเรียนทั้งหมด
ยืนเปนวงกลมโดยที่เมตตาและปรานียนืตรงกันขาม แลวจํานวนวธิีของการจัดแตละแบบ
แตกตางกันเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 96        2. 120   3. 196       4. 216  
20. ให A {1,2,3}=  และ B {a,b,c,d}=  แลว 
จํานวนสมาชกิของเซต {f : A B | f>  ไมเปนฟงกชัน 1 1}−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 40        2. 34   3. 30        4. 24  
 
 
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   240 

21. จากการสํารวจแมบานที่ดูละครโทรทัศนจํานวน 200 คน ปรากฏวามี 
     65 คน ดูละครเรื่องที่ 1   90 คน ดูละครเรื่องที่ 2 
     45 คน ดูละครเรื่องที่ 2 เรื่องเดียว  35 คน ดูละครเรื่องที่ 3 เรื่องเดียว 
     15 คน ดูละครเรื่องที่ 1 และเรื่องที่ 3  35 คน ดูละครเรื่องที่ 2 และเรื่องที่ 3 
และมี 30 คน ที่ไมไดดูละครทั้ง 3 เรื่องนี้ 
ถาสุมเลือกแมบานจากกลุมน้ีมา 1 คน แลวขอใดตอไปน้ีผิด 
 1. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครทั้ง 3 เรื่องนี้ เทากับ 0.05 
 2. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครอยางนอยหนึ่งเรื่อง เทากับ 0.85 
 3. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครเรื่องที่ 1 เรื่องเดียว เทากับ 0.2 
 4. ความนาจะเปนที่จะไดผูที่ดูละครเรื่องที่ 3 เทากับ 0.45 
22. ถาในป 2538 นายเสรมิไดรับเงินเดือน เดือนละ 16,000 บาท และในป 2541 นายเสริม
ไดรับเงินเดือนใหมเปน 24,000 บาท โดยที่ดัชนีราคาผูบริโภคของป 2541 เทียบกับป 2538 มี
คาเทากับ 125 พิจารณาขอความตอไปนี้ 
 ก. ถานายเสริมไดรับการปรับเงินเดือนขึ้นตามดัชนีราคาผูบริโภค แลวนายเสริมควร
ไดรับเงินเดือนใหมเทากับ 25,000 บาท 
 ข. รายไดที่แทจริงของนายเสริมในป 2541 เม่ือเทียบกับป 2538 เทากับ 19,200 บาท 
ขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
23. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากไดเปน 10, 20, 30, 30, a, b, 60, 60, 90, 120 
ถาฐานนิยมและมัธยฐานของคะแนนชุดนี้เปน 30 และ 40 ตามลําดบั 
แลวขอมูลชุดตอไปน้ีคือ 11, 22, 33, 34, a+5, b+6, 67, 68, 99, 130 มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากับ
ขอใดตอไปน้ี    
 1. 50        2. 55.5   3. 60        4. 60.5  
24. ถาน้ําหนักแรกเกิดของเด็กไทยมีการแจกแจงปกติ โดยในป 2533 มีนํ้าหนักเฉลี่ย 2,500 
กรัม และสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานเปน 250 กรัม และในป 2540 มีนํ้าหนักเฉลี่ย 3,240 กรัม และ
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานเปน 200 กรัม นํ้าหนักแรกเกิดของเด็กไทยทีอ่ยูในตําแหนงเปอรเซ็น
ไทลที่ 97.73 ในป 2533 จะอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทลตามขอใดตอไปน้ีในป 2540 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 

z 1.0 1.2 2.0 2.2 
A 0.3413 0.3849 0.4773 0.4861 

 1. 11.51       2. 38.49   3. 48.61       4. 61.51 
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ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ถา A {1,2,3,4,5,6}=  และ B {1,2,3}=  แลว 
จํานวนฟงกชัน f : A B>  ทั้งหมดซึ่ง f (1) 1≠  หรือ f (2) 2≠  หรือ f (3) 3≠  
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 530       2. 612   3. 702       4. 814  
26. ให I  เปนเซตของจํานวนเต็ม ถา f  และ g  เปนฟงกชันซึ่งกําหนดโดย f (x) 2x=  และ 
g(x) x 1= −  ทุก x I∈  แลว เรนจของ (fog) f+  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. x
{x I |

2
∈  เปนจํานวนเต็มคี่}  2. x

{x I |
2

∈  เปนจํานวนเต็มคู}  

 3. เซตของจํานวนเต็มคีท่ั้งหมด  4. เซตของจํานวนเต็มคูทั้งหมด 

27. ให S ( , )
2 2

= −
π π  และ 2 4 6F(x) sin x sin x sin x ...= + + +  โดย x S∈  

ถา a  เปนสมาชิกของเซต S  ที่นอยที่สุดทีท่ําให F(a) 1≤  แลว F(a)  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 0        2. 1
4

  3. 1
2

       4. 1 

28. ให 8 6f (x) x x= −  และ f ′  คืออนุพันธของ f  
ถา n{a }  เปนลําดับซ่ึงมี nn

lim a 1
→∞

=  แลว nn
lim (fof )(a )
→∞

′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 68        2. 92   3. 150       4. 192  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 29   (2) 0.8   (3) 3   (4) 45   (5) 850   (6) 0.2 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 3   (3) 2   (4) 1   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 4   (9) 4   (10) 1   (11) 3   
(12) 4   (13) 3   (14) 1   (15) 2   (16) 2   (17) 4   (18) 1   (19) 4   (20) 1   (21) 4   (22) 3   
(23) 2   (24) 1 
ตอนที่ 3   (25) 3   (26) 1   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2542 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A {1,2,3,4,...}=  
และ B {{1,2},{3,4,5},6,7,8,...}=  
แลว (A B) (B A)− ∪ −  มีสมาชิกกี่ตัว 
 

2. ถา A {p |p= เปนจํานวนเฉพาะบวก และ 3p|(980 p) }−  
แลวผลบวกของสมาชิกทั้งหมดใน A  มีคาเทาใด 
 

3. 1 1

10 100

10log 28 log 325 log 91− +  มีคาเทาใด 
 

4. ถา ij 3 3

x y 0
A [a ] 1 2 0

1 x 1
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

, det A 1=  และโคแฟกเตอรของ 21a 3=  

แลว det (A I)+  เทากับเทาใด 
(เม่ือ I  เปนเมตริกซเอกลักษณขนาด 3 3× ) 
 

5. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง 6(7 24i)(3 4i)z 1− + =  แลว z z  มีคาเทาใด 
 

6. ให f  เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได และ f (3) 2= − , f (3) 5′ =  

ถา 
2

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 แลว g(3)′  มีคาเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. ให S  เปนเซตของจํานวนจริง m  ทั้งหมด 
ที่ทําใหเสนตรง y mx=  ตัดกับวงกลม 2 2x y 10x 16 0+ − + =  
ขอบเขตบนคานอยที่สุดของ S  คือจํานวนในขอใดตอไปนี้ 

 1. 1
2

       2. 2
3

  3. 3
4

       4. 4
5

 

2. กําหนดให p, q  และ r  เปนประพจน 
ประพจน [(p q) ( q r)]∧ → ∨∼ ∼  สมมูลกับประพจนในขอใดตอไปน้ี 
 1. p (q r)∧ →∼    2. q ( p r)∨ ∧∼ ∼  
 3. (p q) (q r)∧ ∧ ∧∼    4. (p q) (q r)∧ → ∧∼ ∼  
3. พิจารณาการใหเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p (q r)→ →   ข. เหต ุ      1) p (q s)→ → ∼  
  2) p           2) p s∧  
  3) r q→∼        ผล      q  
         ผล  r t→  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผล 
4. กําหนดให r  เปนความสัมพันธในเซตของจํานวนจริง 

โดยที่ 
2

2

1 x
r {(x,y) | y }

1 x
−

= =
+

  ขอใดตอไปน้ีถูก 

 1. 1r r
D [ 1,1], D [ 1,1]−= − = −  2. 1r r

D [ 1,1], D [0,1]−= − =  
 3. 1r r

D [0,1], D [ 1,1]−= = −  4. 1r r
D [0,1], D [0,1]−= =  

5. กําหนดให f (x) x=  และ 1 2A {x R | f (x) [f (x)] 2}−= ∈ + =  
พิจารณาคาความจริงของขอความตอไปนี้ 
     ก. 2x A[x x 6 0]∃ ∈ − − =       ข. 2x A[x 2x 3 0]∀ ∈ + − =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. จริง ข. จริง   2. ก. จริง ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ ข. จริง   4. ก. เท็จ ข. เท็จ 
6. ถา 2 41 cos cos ... a+ θ + θ + =  โดยที่ a  เปนจํานวนจริง 

แลว cos( 2 ) sin( 2 )
2

− θ − θ
ππ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 
2

a 2
a
−⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
      2. 

2
a 2

a
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3. 
2

a
a 2

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟+⎝ ⎠

      4. 
2

a
a 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   244 

7. ให A  เปนเซตคําตอบของสมการ 2cos (2arcsinx) 2 4sin (arccosx)+ =  
ขอใดตอไปน้ีคือผลคูณของสมาชิกในเซต A  

 1. 1
4

−        2. 1
2

−   3. 1
4

       4. 1
2

 

8. ถาไฮเพอรโบลา H มีสมการเปน 2 216x 64x 9y 80 0− − − =  แลววงรีที่มีจุดยอดอยูที่จุด
โฟกัสทั้งสองของ H และมีแกนโทคือแกนสังยุคของ H มีสมการเปนขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 216x 64x 25y 464 0− + − =  2. 2 216x 64x 25y 336 0− + − =  
 3. 2 225x 100x 16y 464 0− + − =  4. 2 225x 100x 16y 336 0− + − =  
9. วงรีวงหนึ่งมีจุดศูนยกลางที่ (3,1)  จุดโฟกัสจุดหนึ่งที่ (5,1) และสัมผัสแกน y  ที่จุด 
(0,1)  สมการของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่ ( 2,1)−  และมีรัศมีเทากบัความยาวแกนโทของ
วงรี คือขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 4x 2y 0+ + − =   2. 2 2x y 4x 2y 1 0+ + − − =  
 3. 2 2x y 4x 2y 4 0+ + − − =   4. 2 2x y 4x 2y 15 0+ + − − =  
10. ถา x, y  สอดคลองกับระบบสมการ 
     3 2log x log y9 4 16+ =  
     1

3

3 3log x log y 2 log 2− = −  

แลว 2 2x y−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5 7+       2. 5 7−   3. 5 7       4. 10 7  
11. ถา 1x  สอดคลองระบบสมการ 
     1 2 3x 2x x 0+ + =  
     1 2 33x x 2x 5+ − =  
     1 2 32x 3x 3x 9− − =  

และ 1 1x y 2x
A

3 y
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

แลวผลบวกของ y  ทั้งหมดที่ทําให A  เปนเมตริกซเอกฐาน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0        2. 1−   3. 2−        4. 3−  
12. กําหนดสมการจุดประสงค P 7x 5y= +  และอสมการขอจํากัดคือ 
2x y 40+ ≥ , 2x 3y 60+ ≤ , 0 x 24≤ ≤ , y 0≥  
ถา (a,b)  เปนจุดมุมที่ไดจากอสมการขอจํากัด และใหคา P  นอยที่สุด 
แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 20        2. 24   3. 25        4. 28  
13. ให u v 5 2+ =  และ u v 26− =  แลว u v⋅  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3        2. 6   3. 8        4. 12  
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14. กําหนดให ABC  เปนสามเหลี่ยมใดๆ และ E  เปนจุดที่ทําให CE 2BA=
JJJK JJJK

 
ถา BE aCB bCA= +
JJJK JJJK JJJK

 เม่ือ a, b  เปนคาคงตวั แลว b a−  คือคาในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 2   3. 3        4. 5  
15. ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์
ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ (1 3 i)+  เปนรากหนึ่งของ P(x)  
แลวรากทีเ่ปนจํานวนจริงของ P(x)  คือคาในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 4
3

  3. 5
4

       4. 4
5

 

16. กําหนดให 
2

-3/2 ,     x 1  

2x x 1
,  - 1 x 1

2(x 1)f (x)

1 x
 ,     x 1

1 x

≤ −⎧
⎪ + −⎪ < ≤⎪ += ⎨
⎪ −⎪ >
⎪ −⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. f  ตอเน่ืองทีจุ่ด x 1= −       ข. f  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก, ข. ถูก    2. ก. ถูก, ข. ผิด 
 3. ก. ผิด, ข. ถูก   4. ก. ผิด, ข. ผิด 
17. กําหนดให a,b,c,d  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) ax bx cx d= + + +  โดยที่ f  มี
คาสูงสุดสัมพัทธเปน 2  ที่ x 1=  และ f (1) 4′′ = −  ถา f (0) 1=  แลว f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ
ที่จุดในขอใดตอไปน้ี 
 1. x 3= −     2. x 1/3= −  
 3. x 1/3=     4. x 3=  

18. ถา R∈θ  และ 
1

sin

(4x 3)dx 0
θ

− =∫  แลว cos2θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 0  หรือ 3
2

    2. 0  หรือ 3
2

−  

3. 1−  หรือ 1
2

    4. 1−  หรือ 1 

19. ถา a  และ b  เปนสัมประสทิธิ์ของ 2x−  และ 4x  ของการกระจาย 
10

4
2

1
x

2x
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ตามลําดับ แลว a
b

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
7

−        2. 1
2

−   3. 1
3

−        4. 4
15

−  
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20. ในการเก็บตวันักกีฬา ไดจัดใหนักกีฬาพักรวมกันหองละ 2 คน ถามีนักกีฬาจากตางจังหวัด 
4 คน และจากกรุงเทพฯ 4 คน แลวจํานวนวธิีที่จะจัดใหมีเพียง 2 หองเทานั้นที่แตละหองมี
นักกีฬาจากตางจังหวัดและนักกีฬาจากกรุงเทพฯ พักดวยกัน มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 36        2. 72   3. 108       4. 144  
21. ถุงใบหนึ่งมีลูกแกวขนาดเดียวกันอยู 10 ลูก เปนสแีดง 3 ลูก สีขาว 5 ลูก สีดํา 2 ลูก สุม
หยิบลูกแกวจากถุงสองครั้งๆ ละลูกโดยไมใสคืน ความนาจะเปนที่จะหยิบไดลูกที่สองเปนสีแดง
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

       2. 3
10

  3. 27
100

      4. 33
100

 

22. ขอมูลชุดหนึ่งมี 5 จํานวน มีฐานนิยม มัธยฐาน และคาเฉลี่ยเลขคณิตเปน 15, 16 และ 17 
ตามลําดับ และพิสัยของขอมูลชุดนี้เทากบั 5 ความแปรปรวนของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 31
5

       2. 24
5

  3. 22
5

       4. 19
5

 

23. เม่ือสรางตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนของนักเรียน 36 คน โดยใชความกวางของแตละ
อันตรภาคชั้นเปน 10 แลว ปรากฏวามัธยฐานของคะแนนทั้งหมดอยูในชวง 50 – 59 ถามี
นักเรียนที่สอบไดคะแนนต่าํกวา 49.5 คะแนน อยูจํานวน 12 คน และมีนักเรียนไดคะแนนต่ํา
กวา 59.5 คะแนน อยูจํานวน 20 คน แลวมัธยฐานของคะแนนการสอบครั้งน้ีมีคาเทากับเทาใด 
 1. 53        2. 54   3. 56        4. 57  
24. ตัวแทนจาํหนายหมอหุงขาวไฟฟายีห่อหน่ึง ขายหมอหุงขาวขนาด 1 ลิตร, 2 ลิตร, 3 ลิตร 
และ 4 ลิตร ในรอบ 2 ปที่ผานมาดวยราคาและปริมาณดังตอไปน้ี 

ปริมาณหมอ ราคา ขนาดของ 
หมอหุงขาวไฟฟา 2540 2541 2540 2541 

1 ลิตร 300 250 400 400 
2 ลิตร 220 230 500 450 
3 ลิตร 200 200 600 a 
4 ลิตร 150 130 1000 950 

ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2541 เม่ือเทียบกบั พ.ศ. 2540 เทากับ 96.00 
แลว ดัชนีราคาแบบใชราคารวมโดยถวงนํ้าหนักดวยปรมิาณในปฐาน (วิธีของลาสไพเยอเรส) 
ของ พ.ศ. 2541 เม่ือใช พ.ศ. 2540 เปนปฐาน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 80.00      2. 86.80  3. 90.00      4. 96.30 
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ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ถา A {5,6,7,...,20}=  และ B {1,2,3,...,15}=  แลว 
จํานวนสมาชกิในเซต {x | x  เปนสับเซตของ A  และ x  ไมเปนสบัเซตของ B} 
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 107 2×       2. 1131 2×  3. 1031 2×       4. 1163 2×  

26. กําหนด 1,    x 0
f (x)

0,   x 0
<⎧

= ⎨
≥⎩

 

ถา xg {(x,y) | y f (1 e )= = −  และ y 0}>  แลวขอใดตอไปนี้ถูก 
 1. g gD R '⊂     2. g gD' R⊂  
 3. g gD R [1, )⊂ ∪ ∞    4. g gR D [1, )⊂ ∩ ∞  

27. ถา f (x) x 1= −  แลว 
30

2

n 10

(fof)(n )
=
∑  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9028       2. 9030   3. 9128       4. 9170  
28. คะแนนสอบวิชาคณติศาสตรของนักเรียนชั้นหนึ่งมีการแจกแจงปกติ โดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติ
เปน 64 คะแนน ถานักเรียนที่สอบไดคะแนนมากกวา 80 คะแนนมีอยู 15.87% แลวสัมประสิทธิ์
ของการแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้คือขอใดตอไปน้ี 
(พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติระหวาง z=0 ถึง z=1 คือ 0.3413) 
 1. 35%       2. 30%   3. 25%       4. 20%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 7   (2) 14   (3) 1   (4) 6   (5) 0.2   (6) 0.62 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 1   (3) 4   (4) 2   (5) 2   (6) 1   (7) 2   (8) 2   (9) 4   (10) 3   (11) 4   
(12) 1   (13) 2   (14) 4   (15) 1   (16) 1   (17) 2   (18) 3   (19) 1   (20) 4   (21) 2   (22) 3   
(23) 4   (24) 4 
ตอนที่ 3   (25) 2   (26) 4   (27) 3   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2542 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. พ้ืนที่ของสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดเปน จุดกําเนิด และจุดโฟกัสทั้งสองของวงรี 
2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − − =  เทากับเทาใด 

 

2. ถา f (x) 4x=  และ 2
g(x)

x 1
=

−
 แลว 

คา x  ที่ทําให (fog)(x) (gof)(x)=  เทากับเทาใด 
 

3. ให A  เปนเมตริกซมิติ 3 3×  

ถา 13

1 3
M

1 2
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 21

1 1
M

2 4
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 32

2 1
M

1 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 แลว 

det A  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 
1x2x 23 3 5(3 )A {x R |5 25 }

−
+= ∈ =  

ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ A  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ให u  และ v  เปนฟงกชันของ x  โดยที่ 2v(x) x 2x= −  และ u(x)
f (x)

v(x)
=  

และ u(3) 9= − , u(3) 3′ =  แลว คาของ f (3)′  เทากับเทาใด 
 

6. ในการประชุมครั้งหน่ึง มีผูแทนจาก 3 ประเทศเขารวมประชุม โดยมีผูแทนประเทศละ 3 คน 
จํานวนวิธทีั้งหมดที่จะจัดใหผูแทนแตละประเทศตองนัง่ติดกันในการประชุมโตะกลม เทากับ
เทาใด
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให x
f (x)

1 x
=

−
 และ 2g(x) x 1= −  

ถา gofA D=  และ gB D=  แลว (A B')∪  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. R { 1,1}− −    2. ( 1, )− ∞  

3. 1
( ,1) (1, )
2

∪ ∞    4. ( 1,1) (1, )− ∪ ∞  

2. ให A {x | x 2 4}= − <  และ 2 1B {x |15x 8x 1 0}− −= − + >  
แลว A B∩  คือเซตในขอใดตอไปนี้ 
 1. ( 2,3) (5,6)− ∪    2. (0,3) (5,6)∪  

3. (0,3) (3,5) (5,6)∪ ∪   4. ( 2,0) (0,3) (5,6)− ∪ ∪  
3. สําหรับจํานวนเต็ม a,b  ใดๆ ให (a,b) =  ห.ร.ม. ของ a  และ b  
ให A {1,2,3,...,400}=  จํานวนสมาชิกของเซต {x A | (x,40) 5}∈ =  มีคาเทากับ
ขอใด 
 1. 30        2. 40   3. 60        4. 80  
4. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p (q r)→ → ∼  ข. เหต ุ      1) (p q) r∧ →  
  2) q          2) (r s)∨∼  
  3) r              3) p  
         ผล  p        ผล      q∼  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผล      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผล 
5. เอกภพสัมพัทธ U  ที่กําหนดในขอใดตอไปน้ีที่ทําใหประโยค 

2 2x[2x x 1 0 x 4x 4 3]∃ + − ≤ ∧ − + ≤  มีคาความจริงเปนจริง 
 1. U =  เซตของจํานวนเต็มบวกคู 2. U =  เซตของจํานวนเต็มบวกคี่ 
 3. U =  เซตของจํานวนเต็มลบคู  4. U =  เซตของจํานวนเต็มลบคี่ 
6. ให f (x) arcsinx= , g(x) cosx=  และ h(x) (fog)(x)=  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. โดเมนของ h  คือเซตของจํานวนจริง และ g( h(x)) g(x)
2
− =

π  

     ข. h  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. 4
{cos A | 0 A

3
≤ ≤

π  และ 5 3sin3A−  มีคามากที่สุด}  

เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. 1 3
{ ,0, }

2 2
−    2. 3 1

{ , ,0}
2 2

− −  

 3. 1 3
{0, , }

2 2
   4. 3 1 3

{ , , }
2 2 2

−  

8. ถา A  เปนจุดบนวงกลม 2 2x y 4x 6y 11 0+ + − + =  ซ่ึงอยูใกลกับจุดโฟกัส F  ของ
พาราโบลา 2x 12x 4y 52 0− + + =  มากที่สุด แลวระยะระหวางจุด A  กับ F  มีคาเทากับขอ
ใดตอไปน้ี 
 1. 7 2       2. 8 2   3. 7 2 2−       4. 8 2 2−  
9. ให O  เปนจุดกําเนิด, A  เปนจุดบนแกน x  และ B  เปนจุดในระนาบซึ่งทาํใหเสนตรง OB  
มีความชันเทากับ 2  และเสนตรง AB  มีความชันเทากับ 1 
ถา �ABOθ =  แลว 2sec θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 10/9       2. 11/9   3. 10        4. 11  
10. กําหนดให a, b  เปนคําตอบของสมการ 3 xlog x 6log 3 5+ =  โดยที่ a b<  
ถา A {x I | x [a,b]+= ∈ ∈  และ 3 x}  เม่ือ I+  เปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
แลว A  มีจํานวนสมาชิกเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 7   3. 18        4. 19  

11. กําหนดให 
x 5 1

A 0 4 2
0 0 x

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 โดยที่ det A 1= −  และ x  เปนจํานวนจริง 

ถา I  เปนเมตรกิซเอกลักษณขนาด 3 3×  แลว tdet (2(I A)A )−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4        2. 8   3. 12        4. 18  
12. โรงงานแหงหน่ึงตองการผลิตสินคา A  และ B  โดยที่มีราคาขายตอชิน้เปน 10  และ 15  
บาท ตามลําดบั ถาโรงงานนี้ผลิตสินคา A  ได x  ชิ้น และผลิตสินคา B  ได y  ชิ้น โดยมี
อสมการขอจํากัดดังน้ี 
     x 0≥          0 y 5≤ ≤        x y 10+ ≤       และ  2x y 16+ ≤  
แลวโรงงานจะขายสินคาไดเงินมากที่สุดเปนจํานวนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 120       2. 125   3. 130       4. 150  
13. ถา u  และ v  ทํามุมกัน 60°  และ 37u v =+ , 13u v =−  
แลว u v+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 7   3. 37       4. 50  
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14. กําหนดให O  เปนจุดกําเนิด OA 3i 4 j= +
JJJK

, OB 5i 2 j= −
JJJK

 
จากจุด A  ลากเสนตรงไปตั้งฉากกับ OB

JJJK
 ที่จุด D  แลว OD

JJJK
 คือขอใดตอไปน้ี 

 1. 7
(5i 2 j)

29
−    2. 7

(5i 2 j)
29

−  

3. 8
(5i 2 j)

29
−    4. 8

(5i 2 j)
29

−  

15. ถา z 2 2 3 i= − +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 17z  อยูในควอดแรนตในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1       2. 2   3. 3        4. 4  
16. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา 3 2A {x R | (1 i)x (1 2i)x (1 i)x (1 2i) 0}= ∈ + + + − + − + =  แลว 
A [ 1.5, 1.5]⊆ −  

     ข. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง 6 1
z i

8
=  แลว z  เทากับ 1

2
 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

17. ให a  เปนจํานวนจริง กําหนดพจนที่ n  ของอนุกรมคือ 1 (n 2) a
1 a

+ −
−

 

ถาพจนที่ m  คือ 1 38 a
1 a
+
−

 แลวผลบวก m  พจนแรกของอนุกรมนี้มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 40 740 a
1 a
+
−

   2. 40 790 a
1 a
+
−

 

3. 20 720 a
1 a
+
−

   4. 20 760 a
1 a
+
−

 

18. กําหนดให f  เปนฟงกชันตอเน่ือง โดยที่ 
3 2

2

x x 4x 4
f (x)

4 x
− − +

=
−

 เม่ือ x 2≠ ±  

และ f (2) a, f ( 2) b= − =  แลว a  และ b  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. a 1, b 3= = −    2. a 1, b 3= =  

3. a 1, b 3= − = −    4. a 1, b 3= − =  
19. ถา f  เปนฟงกชันซ่ึงมีกราฟผานจุด (0,2)  และ 2f (x) 3x 12x 9′ = − +  
แลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 3   3. 6        4. 8  
20. ในจํานวนเด็ก 12 คน มีเด็กถนัดซาย 4 คน ถาเลือกเด็ก 5 คนโดยการสุมจากเด็กเหลานี้ 
แลวความนาจะเปนที่จะมีเด็กถนัดซายอยูในกลุมที่เลือกเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 35
99

       2. 47
99

  3. 63
99

       4. 92
99
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40% 
24% 

20% 
10% 

6% 

  2 

  1 

  3 

5 4 

21. ให A {1,2,3}=  และ B {3,4}=  
ถา S {f : A B= ∪ A B | f> ×  เปนฟงกชันหนึ่งตอหน่ึง}  
แลวจํานวนสมาชิกของ S  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 120       2. 240   3. 360       4. 480  
22. พิจารณาขอมูลของ x  และ y  ดังน้ี 

x -3 -1 0 1 3 
y 0 a a+3 a+4 a+6 

เม่ือ a  เปนคาคงที่ ให x  และ y  มีความสัมพันธเชิงฟงกชันเปนกราฟเสนตรง โดยที่ความชัน
เทากับ 1.55  ถา x 4=  จะประมาณคา y  ไดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8.7        2. 10.8   3. 11.2       4. 12.8  
23. แผนภูมิวงกลมตอไปน้ีแสดงจํานวนนักเรียนทั้งหมด 500 คนของโรงเรียนแหงหน่ึง จําแนก
ตามคะแนนสอบวิชาหนึ่ง 
          1. นักเรียนที่ไดคะแนน 1 – 20 คะแนน 

     2. นักเรียนที่ไดคะแนน 21 – 40 คะแนน 
     3. นักเรียนที่ไดคะแนน 41 – 60 คะแนน 
     4. นักเรียนที่ไดคะแนน 61 – 80 คะแนน 
     5. นักเรียนที่ไดคะแนน 81 – 100 คะแนน 

ถาความแปรปรวนของคะแนนสอบเทากับ 481.44 พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ครึ่งหน่ึงของนักเรียนโรงเรียนนี้ไดคะแนนมากกวา 40 คะแนน 
     ข. สัมประสทิธิข์องการแปรผันของคะแนนสอบวิชานี้เทากับ 0.50 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
24. ในป พ.ศ. 2540 สุเมธมีรายไดเดือนละ 15,000 บาท โดยที่รายไดตอเดือนที่แทจริงของเขา
เปน 12,500 บาท เทียบกบัป พ.ศ. 2538 
ถาดัชนีราคาผูบริโภคในป พ.ศ. 2541 สูงกวาป พ.ศ. 2540 อยู 5% 
แลวคาครองชีพในป พ.ศ. 2541 สูงกวาป พ.ศ. 2538 เทากับขอใดตอไปน้ี 
(โดยคิดจากดัชนีราคาผูบริโภค เม่ือใชป พ.ศ. 2538 เปนปฐาน) 
 1. 20%       2. 25%   3. 26%       4. 30%  
 
ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ให F(x) f (g(x))=  ถา 3g(x) x 2x 2= + +  และ 3F (x)dx 5x 2x c= + +∫  แลว 
คาของ f (5)′  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 6        2. 5   3. 4        4. 3  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   253 

26. กําหนดให x 7
f (x)

24
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
π  เม่ือ 3 x 3− < ≤  และ f (x 6) f (x)+ =  ทุกๆ x R∈  

ถา g(x) A arcsinx= +  โดยที่ A [0, ]∈ π  และ cos A 2/ 5=  
แลวคาของ 1(g of)(5)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

10
      2. 1

5
  3. 1

5

−        4. 1

10

−  

27. กลองใบหนึ่งบรรจุขนมชั้น 24 ชิ้น แตละชิ้นมี 4 ชั้นๆ ละสี ซ่ึงมีสีเขียว ขาว แดง เหลือง 
และการเรียงลําดับสีของแตละชิ้นทั้ง 24 ชิ้นแตกตางกนัหมด ถาหยิบขนม 1 ชิ้นจากกลองนี้โดย
สุม แลวความนาจะเปนที่ชิน้ที่หยิบไดมีสองชั้นบนไมใชสีแดงและไมใชสีเหลืองเทากับขอใด
ตอไปน้ี 

 1. 1
24

       2. 1
12

  3. 1
6

       4. 1
4

 

28. ถาคะแนนสอบวิชาภาษาอังกฤษของนักศึกษาในมหาวิทยาลัยแหงหน่ึงมีการแจกแจงปกติ 
โดยมีคะแนนเฉลี่ยและความแปรปรวนของคะแนนเทากับ 60 และ 25 ตามลําดับ และผูสอน
กําหนดวานักศึกษาที่จะสอบผานตองไดคะแนนไมนอยกวา 54 คะแนน ถานายขาว นายแดง 
และนายดํา สอบไดคะแนนอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไตลที่ 10, 15 และ 33 ตามลําดับ 
จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. นายขาวสอบไมผาน แตนายแดงและนายดําสอบผาน 
     ข. นายดําสอบได 57.8 คะแนน 
ขอใดตอไปน้ีถกู 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=0.24 เทากับ 0.0948 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=0.44 เทากับ 0.1700 
พ้ืนที่จาก z=0 ถึง z=1.2 เทากับ 0.3849 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 2   (2) 0.2   (3) 15   (4) 1   (5) 5   (6) 432 
ตอนที่ 2   (1) 4   (2) 4   (3) 2   (4) 3   (5) 4   (6) 2   (7) 2   (8) 1   (9) 1   (10) 2   (11) 4   
(12) 2   (13) 2   (14) 2   (15) 3   (16) 1   (17) 1   (18) 4   (19) 3   (20) 4   (21) 3   (22) 3   
(23) 4   (24) 3 
ตอนที่ 3   (25) 1   (26) 1   (27) 3   (28) 1 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2543 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 6 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ให A {0, 1, 2,..., 20}= ± ± ±  
และ B {x A | |x|= ∈  เปนจํานวนเต็ม}  
จํานวนสมาชกิของเซต {C B | 0 C⊂ ∈  และ 1 C}∉  เทากับเทาใด 
 

2. ถา x  เปนรากของสมการ 3x 1 x 5x 1 x2 6 25 75− −⋅ ⋅ =  แลว x  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. ถา 
5 4 6

A 2 0 7
1 2 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 และ 13 23C (A) C (A)
B

3 2

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 แลว 1det(B )−  มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ในการทอดลูกเตา 2 ลูกพรอมกัน 1 ครั้ง ความนาจะเปนที่ผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาทั้ง
สองลูกจะเปนเลขที่หารดวย 4 ไมลงตัว มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ถาใหสมการที่ใชแทนความสัมพันธเชงิฟงกชันที่ใชสําหรับการประมาณจํานวนหองพักที่มี
แขกมาพักจริง (แทนดวย y ) จากจํานวนหองพักที่มีการจองลวงหนา (แทนดวย x ) คือ 
y a 0.75x= +  โดยที่ x 40=  และ y 60=  
ถา x 60=  แลว จํานวนหองพักที่มีแขกมาพักจริง โดยประมาณเทากับเทาใด 
 

6. กําหนดดัชนีราคาผูบริโภคของปตางๆ โดยมีป 2535 เปนปฐาน ดังน้ี 
ป 2535 2536 2537 

ดัชนี 100 90 108 
ถารายไดที่เปนตัวเงินของชายผูหน่ึงในป 2536 เทากับ 900 บาท และรายไดที่แทจริงของเขาใน
ป 2537 เทากบัรายไดที่แทจริงของเขาในป 2536 เม่ือเทียบกับรายไดในป 2535 แลว รายไดที่
เปนตวัเงินที่เขาควรจะไดรับในป 2537 เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 24 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให S  เปนเซตคําตอบของอสมการ 2x 8x 20≤ +  
ถา A {x S | x= ∈  เปนจํานวนเฉพาะบวก}  และ B {x S | x= ∈  เปนจํานวนเต็มคี่}  
แลว (A B) (B A)× − ×  มีจํานวนสมาชิกเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11        2. 15   3. 21        4. 23  
2. ให S {0,1,2,...,7}=  
และ นิยาม a b∗ =  เศษเหลือจากการหารผลคณู ab  ดวย 6  ทุก a,b S∈  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. x 1 x∗ =  ทุก x S∈   ข. {4 x | x S} {0,2,4}∗ ∈ =  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก แต ข. ผิด 
 3. ก. ผิด แต ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. นิเสธของขอความ x[P(x) Q(x)]∃ ∧ ∼  คือขอความในขอใดตอไปน้ี 
 1. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼   2. x[ P(x) Q(x)]∃ →∼  
 3. x[P(x) Q(x)]∀ →   4. x[Q(x) P(x)]∃ →  
4. กําหนดให เหต ุ 1) p q→∼ ∼    3) q t∨  
   2) p (r s)→ ∨    4) t∼  
ผลในขอใดตอไปน้ีทําใหการอางเหตุผลนี้ สมเหตุสมผล 
 1. s r→     2. s r→ ∼  
 3. r s→ ∼     4. r s→∼  

5. กําหนดให 2r {(x,y) | y 9 x }= = −  และ 
2

1
s {(x,y) | y }

x 9
= =

−
 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1r s

D R −∩ = ∅    ข. 1r s
R D (0, )−∩ = ∞  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
6. กําหนดให 3 2f (x) ax x x b= + + +  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง และ f (1) 3= , 
f (1) 0′ =  ถา g(x) f (x)′′=  แลว (gof)( 1)−  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 16−       2. 4−   3. 4        4. 16  
7. ถาสามเหลี่ยม ABC  มีมุม BAC 45= ° , มุม ACB 60= °  และดาน AC  ยาว 20  น้ิว 
แลวพ้ืนทีข่องสามเหลี่ยม ABC  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 300 2

3 1+
      2. 300 3

3 1+
 3. 200 2

3 1+
      4. 200 3

3 1+
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8. 1 3 3 1 4 4
sec (arcsin arccos ) tan (arcsin arccos )

2 5 5 2 5 5
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 มีคาเทากับ

ขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 3   3. 1 2+       4. 2 3+  
9. กําหนดใหเสนตรง 3x 4y 5 0− − =  ขนานกับเสนตรง x ky 5 0+ + =  เม่ือ k  เปนจํานวน
จริง ถาวงกลมซึ่งมีเสนตรงทั้งสองนี้เปนเสนสัมผัส มีจุดศูนยกลางอยูบนแกน y  และผานจุด 
(a,1/4)  แลว a  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6/2       2. 7/2   3. 2        4. 3  
10. ให C  เปนวงกลม 2 2x y 2x 4y 20 0+ − − − =  มีจุดศูนยกลางอยูทีจุ่ด (h,k) และมีรัศมี 
r  สมการพาราโบลาซึ่งมี (h,k) เปนจุดยอด และ x r=  เปนสมการไดเรกตริกซ คอืขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 2y 4y 20x 16 0− + − =   2. 2y 4y 16x 12 0+ − − =  
 3. 2y 4y 16x 12 0− + − =   4. 2y 4y 16x 14 0− + − =  

11. 3

3 3 27
log

( 3 5 3 6)

+

+ +
 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1/4
3

3
log (3 2)

4
− +   2. 1/2

3

1
log (3 2)

4
− +  

 3. 3

3 1
log 19

4 4
−    4. 3

1 1
log 19

4 4
−  

12. กําหนดให cos2x sinx cosx
A

2sin3x cos3x
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 
2S {x [0, ]| 2det(A ) 3 3 det(A) det( 3 I) 9= ∈ − + =π  เม่ือ I  คือเมตริกซ

เอกลักษณมิต ิ2 2}×       ผลบวกของสมาชิกทั้งหมดของ S  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2
6
π        2. 3

6
π   3. 4

6
π        4. 5

6
π  

13. แมคาคนหนึ่งทําขนมขายสงสองชนิด โดยขายขนมชนิดแรกราคาชิ้นละ 12 บาท ชนิดที่สอง
ราคาชิ้นละ 10 บาท ถาแมคาทําขนมชนดิแรก x  ชิ้น และชนิดที่สอง y  ชิ้น โดยมีอสมการ
ขอจํากัดดังน้ี 
     x 0, y 0≥ ≥        5x 6y 15000+ ≤       และ  3x 2y 6000+ ≤  
แลว แมคาจะขายขนมไดเงินสูงสุดเม่ือขายขนมทั้งสองชนิดรวมกัน เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2575 ชิ้น      2. 2625 ชิ้น  3. 2875 ชิ้น      4. 3205 ชิ้น 
14. ให u i 3 j= + , v 2i j= +  
ถา θ  เปนมุมระหวาง (u v)+  และ (u v)−  แลว cos θ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

5
       2. 2

5
  3. 1

5
       4. 2

5
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15. กําหนดให u v 3− =  และ u v 2⋅ = −  จงพิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. u v+  เปนเวกเตอรหน่ึงหนวย       ข. 2 2

u v 3+ =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. ถา 1z cos 12 i sin 12= ° + °  และ 2z cos 16 i sin 16= − ° − °  

แลว 
15

1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1 3 i
2

− +       2. 1 3 i
2
+  3. 3 i

2
− +       4. 3 i

2
− −  

17. ให 1 2 3 4z , z , z , z  เปนรากของสมการ 4 2z z 2 0+ + =  
1 2 3 4z z z z+ + +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2        2. 4   3. 5/22       4. 9/42  
18. ถาลําดับเลขคณติ 1 2 3a , a , a , ...  มีพจนที่ 10  และพจนที่ 15  เปน 19−  และ 34−  

ตามลําดับ แลว 
20

i
i 1

(a 2i)
=

+∑  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 30−       2. 15−   3. 10        4. 20  
19. กําหนดให 3 2f (x) x cx 9x= + −  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง ถาคาวิกฤตคาหนึ่งของ f  คือ 
1 แลว f  เปนฟงกชันลดในเซตใดตอไปน้ี 
 1. ( 3,1)−     2. ( , 3) (1, )−∞ − ∪ ∞  
 3. ( 1,4)−     4. ( , 1) (4, )−∞ − ∪ ∞  
20. ให F  เปนปฏิยานุพันธของ f  โดยที่ 2f (x) 3x 6x 3= − +  ถา F(0) 1= −  และ F  มี
คาสูงสุดสัมบูรณในชวง [0,2] ที่จุด x c=  แลว F(c) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
21. กําหนดให f  เปนฟงกชันที่มีอนุพันธ และ g(x) (x 1)f (x)= +  
ถา 2g(x)dx x x c= − +∫  แลว f (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 5
4

  3. 3
2

       4. 5
2

 

22. ในโรงเรียนแหงหน่ึง มีนักกีฬาฟุตบอลและนักกีฬาบาสเกตบอลรวมกัน 30 คน เปนนักกีฬา
ฟุตบอล 17 คน และนักกีฬาบาสเกตบอล 18 คน ถาจะเลือกประธานกีฬาของโรงเรียน 1 คน 
และรองประธานกีฬา 1 คน จากนักกีฬากลุมน้ี โดยที่ประธานตองเปนทั้งนักกีฬาฟุตบอลและ
บาสเกตบอล แลวจํานวนวธิีการเลือกดังกลาวมีทั้งหมดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 125       2. 130   3. 145       4. 150  
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23. ถาตองการเขียนจํานวนที่มี 7 หลัก โดยใชตวัเลขโดด 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และใหมีเลขโดด 
3, 4, 5 อยูติดกันตรงกลางระหวางเลขโดดคูและเลขโดดคี่ โดยแตละจํานวนไมมีเลขซํ้า แลวจะ
เขียนไดทั้งหมดเปนจํานวนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8        2. 16   3. 24        4. 48  
24. โรงเรียนแหงหน่ึงมีนักเรียนชั้น ม.6 จํานวน 300 คน สมชาย สมศักดิ์และสมศรี เปน
นักเรียนชั้น ม.6 ของโรงเรียนนี้โดยที่ 
     เกรดเฉลี่ยของสมชายอยูในตําแหนงเดไซลที่ 8.15 
     เกรดเฉลี่ยของสมศักดิ์คิดเปนคามาตรฐานเทากับ 1 
     นักเรียนชั้น ม.6 ที่ไดเกรดเฉลี่ยมากกวาสมศรีมีจํานวน 50 คน 
ถาสมมติวาเกรดเฉลี่ยของนกัเรียนชั้น ม.6 มีการแจกแจงปกติ ขอใดตอไปน้ีเปนรายชื่อนักเรียน
เรียงลําดับจากคนที่ไดเกรดเฉลี่ยมากทีสุ่ดไปนอยที่สุด 
(กําหนดพื้นที่ใตโคงปกติ z=0 ถึง z=1 มีคาเทากับ 0.3413) 
 1. สมชาย สมศักดิ์ สมศร ี  2. สมศักดิ์ สมศรี สมชาย 
 3. สมศรี สมศักดิ์ สมชาย  4. สมศักดิ์ สมชาย สมศรี 
 
 
ตอนที่ 3   ขอ 25 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 4 คะแนน 
 

25. ให f,g :R R>  กําหนดโดย x
f (x)

x 1
=

+
 

และ g(x) =  จํานวนเต็มซ่ึงนอยที่สุด ที่มากกวาหรือเทากับ x  
(เชน g(1.01) 2= , g( 6) 6− = − , g( 7.99) 7− = −  เปนตน) 
ถา F(x) (fog)(x)=  และ G(x) (gof)(x)=  แลวขอใดตอไปนี้เปนเท็จ 
 1. FD ( , )= −∞ ∞    2. FR (0,1)=  
 3. G(x) 1=  เม่ือ x 0>   4. G(x) 0=  เม่ือ x 0<  

26. ถา 
2x ,         x 1

f (x) x 1,  0 x 1
0,        x 0

⎧ >
⎪= − < ≤⎨
⎪ ≤⎩

 

แลว 2

x 0 x 1

f (x 1)
lim f (x ) lim

x 2− +→ →

⎡ ⎤−
+ ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4
3

−        2. 1−   3. 0        4. 1
3
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27. กลองใบหนึ่งมีลูกหินสีขาว 5 ลูก สีเขยีว 3 ลูก สีนํ้าเงิน 2 ลูก ถาหยิบลูกหินอยางสุมครั้งละ 
1 ลูก โดยไมใสคืน 3 ครั้ง แลวความนาจะเปนที่จะหยิบไดลูกหินสีเดียวกันอยางนอย 2 ลูก มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
24

       2. 23
24

  3. 1
4

       4. 3
4

 

28. ขอมูลชุดหนึ่งประกอบดวย 1 2 3 20x , x , x ,..., x  โดยมีสมบัติดังน้ี 
20

2
i

i 1

(x 5) 500
=

− =∑ , 
20

i
i 1

|x a|
=

−∑  มีคานอยที่สุด เม่ือ a 5=  

และ 
20

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด เม่ือ b 8=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ขอมูลชุดนี้มีคาเฉลี่ยเลขคณิตนอยกวาคามัธยฐาน 
 2. ผลรวมของขอมูลชุดนี้ทั้งหมดเทากับ 100  
 3. สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับ 5  
 4. สัมประสิทธิ์ของการแปรผันของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับ 50%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 128   (2) 0.25   (3) 0.1   (4) 0.75   (5) 75   (6) 1080 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 3   (3) 3   (4) 4   (5) 2   (6) 1   (7) 4   (8) 3   (9) 4   (10) 3   (11) 1   
(12) 4   (13) 2   (14) 1   (15) 2   (16) 1   (17) 4   (18) 3   (19) 1   (20) 3   (21) 1   (22) 3   
(23) 4   (24) 2 
ตอนที่ 3   (25) 2   (26) 1   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2543 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A,B,C  เปนเซต โดยที่ A B B C∩ ⊂ ∩  
ถา n(A) 25, n(C) 23, n(B C) 7, n(A C) 10= = ∩ = ∩ =  และ n(A B C) 49∪ ∪ =  
แลว n(B) เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11        2. 14   3. 15        4. 18  
2. กําหนดให  A {x | x 4 5}= − >  

B {x | x 3 x 1}= + − ≤  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. A B ( , 1) (1, )∪ = −∞ − ∪ ∞      2. (A B)' (9, )∩ = ∞  
 3. B A [1,9)− =        4. A B ( , 1)− = −∞ −  
3. ให p,q,r,s  และ t  เปนประพจน ถาประพจน (p q) (r s)∧ → ∨  มีคาความจริงเปนเท็จ
แลว ประพจนในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเปนเท็จ 
 1. (p r) (s t)∧ ↔ ∧    2. (p s) (q t)∧ → ∨  
 3. (p s) (r t)∧ ∨ ∧    4. (r p) (s t)→ ∧ →  
4. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือ U {2n|n I }+= ∈  เม่ือ I+  เปนเซตของจํานวนเต็มบวก 
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 2x 3 xx[2 18(2 ) 4 0]+∃ − + =  มีคาความจริงเปนจริง 
     ข. 2 2x[log (x 2) log (x 1) 2]∃ + + − =  มีคาความจริงเปนจริง 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. ให 2f (x) (x 1)= +  และ g(x) x 1= +  

fog gofD R '∩  คือเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [0,1)      2. [0,2)  3. [1, )∞       4. [2, )∞  
6. ให A {1,2,3,4,5}=  และ B {a,b}=  
และให S {f | f : A= B>  เปนฟงกชันทั่วถึง}  
จํานวนสมาชกิของเซต S  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 22        2. 25   3. 27        4. 30  
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7. ถา (fog)(x) 3x 14= −  และ 1
f ( x 2) x 2

3
+ = −  แลว 

1(g of)(x)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3x 4−       2. 3x 6−   3. 3x 8−       4. 3x 10−  

8. ถา 3
sinx

5
=  และ 3

tanx
4

= −  แลว 

cosec x sec x
det 2

1 cosx

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
6

−        2. 1
3

−   3. 2
3

−        4. 1−  

9. ถา 1 1
arctanx arctan 2arctan

4 2
= −  แลว 

sin(180 arctanx)° +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 13

5 17
      2. 16

5 17
  3. 13

5 17

−       4. 16

5 17

−  

10. กําหนดให P  เปนพาราโบลา 2y x=  และ L  เปนเสนตรง x y 2 0− − =  
ระยะทางที่สั้นที่สุดระหวาง P  และ L  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 7 2
8

 หนวย      2. 7
8

 หนวย 3. 7 2
16

 หนวย      4. 7
16

 หนวย 

11. กําหนดวงกลม C  มีจุดศูนยกลางที่ ( 1,2)−  และสัมผัสแกน x  ที่จุด P  
เสนตรง L  ผานจุดศูนยกลางของวงกลม C  และมีความชนัเปน 1 ถา Q  เปนจุดตัดของ 
C  และ L  ที่อยูในควอดรันตที่ 2  แลว กําลังสองของระยะ PQ  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6 4 2−  หนวย   2. 7 4 2−  หนวย 

3. 8 4 2−  หนวย   4. 9 4 2−  หนวย    
12. กําหนดให A  เปนเซตคาํตอบของสมการ 

3
3log xx 9x=  

และ B  เปนเซตคําตอบของสมการ x
3

x
log x

3
=  

ถา C {ab | a A= ∈  และ b B}∈  แลวเซตในขอใดตอไปน้ีเปนสบัเซตของ C  
 1. 1/3 2{3 ,3 }−    2. 1/3 4/3{3 ,3 }−  

3. 4/3 2{3 ,3 }    4. 1/3 2/3{3 ,3 }−  
13. กําหนดใหเสนโคง 2x x 2y 2 2 45+= − −  ตัดแกน x  ที่จุด A  ถาเสนตรงที่ผานจุด A  
และจุด B(0,b) ขนานกับเสนตรง 3y (log 2)x 4= −  แลว b  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2        2. 1  3. 1−        4. 2−  
14. ให A,B  และ C  เปนเมตริกซมิติ 3 3×  ถา det(A) 3= −  และ 

t t t 1A B 2A C 3A−− = −  แลว tdet(2C B )−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3−        2. 1−   3. 1       4. 3  
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15. บริษัทแหงหน่ึงผลิตเกาอ้ีโยกมีกําไร 50  บาท/ตวั และผลิตเกาอ้ีน่ังธรรมดามีกําไร 30  
บาท/ตวั ถาบริษัทผลิตเกาอ้ีโยก x  ตัว/วัน และเกาอ้ีน่ังธรรมดา y  ตัว/วัน แลวจะมีเง่ือนไขการ
ผลิตดังน้ี    6x 3y 900+ ≤  และ 3x 4y 600+ ≤  
แลว บรษิัทจะมีกําไรมากที่สุดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4,500  บาท/วัน   2. 7,500  บาท/วัน 
 3. 7,800  บาท/วัน   4. 9,500  บาท/วัน 
16. ให u  และ v  เปนเวกเตอร และ θ  เปนมุมระหวาง u  และ v  
ถา u v+  ตั้งฉากกับ u 2v−  และ u 2v+  ตั้งฉากกับ 2u v−  
และ u 2=  แลว cos θ  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1

10

−       2. 1

6

−   3. 1

4

−        4. 1

2

−  

17. กําหนดให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอนที่ 1 2 22z z 1 z= +  

และ 6
1z (cos isin )

18 18
= +

π π  ขอใดตอไปน้ีคืออินเวอรสการคูณของ 2z  

 1. 1 3 i
2 2
−       2. 1 3 i

2 2
+  3. 3 i       4. 3 i−  

18. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอน ซ่ึง z 3 4i= −  และ z 1 30− =  แลว 
สวนจินตภาพของ z  อยูในเซตใดตอไปน้ี 
 1. { 4,4}−       2. { 21, 21}−      3. { 3,3}−       4. { 24, 24}−  
19. ให 3 2f (x) x x g(x)= − +  และ f (2) f (2) 2′ = =  

แลว g
(2)

f

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2−        2. 1/2   3. 0        4. 2  
20. ให 5,x,20,... เปนลําดับเลขคณิตที่มีผลบวกของ 12  พจนแรกเปน a  และ 
5,y,20,... เปนลําดับเรขาคณิตที่มีพจนที่ 6  เปน b  โดยที่ y 0<  แลว a b+  มีคาเทาใด 
 1. 205       2. 395   3. 435       4. 845  

21. ถา 
10

i
i 1

x 8
=

= −∑ , 
10

i
i 1

y 4
=

=∑  และ 
10

i i
i 1

(5 x )(y 2) 76
=

− + =∑  แลว 
10

i i
i 1

(x y )
=
∑  มีคา

เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 60−       2. 30−   3. 30        4. 60  

22. กําหนดให 3 2f (x) ax 4x 1= − +  เม่ือ a  เปนคาคงตวั และ 
f (x) , x 1

g(x) f (x) , x 1
0 , x 1

>⎧
⎪ ′= <⎨
⎪ =⎩

 

ถา g(x)  มีลิมิตที่ 1 แลว a  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 0        2. 5
2

  3. 8
3

       4. 3  



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   263 

23. ถาเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (0,1)  และ (4,c)  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง และความชัน
ของเสนโคงน้ีที่จุด (x,y)  ใดๆ มีคาเทากับ x 1−  แลว c  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 4
3

       2. 7
3

  3. 8        4. 9  

24. ในการจัดคน 6 คน ซ่ึงมีนาย ก และนาย ข รวมอยูดวย เขาพักในหอง 3 หอง โดยที่หองที่
หน่ึงพักได 3 คน หองที่สองพักได 2 คน และหองที่สามพักได 1 คน ความนาจะเปนที่นาย ก 
และนาย ข จะไดพักหองเดียวกันเทากบัขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
15

       2. 3
15

  3. 4
15

       4. 5
15

 

25. กลองใบหนึ่งมีบัตรอยู 5 ใบ หมายเลข 1,2,3,4,5  หยิบบัตร 2 ใบโดยหยิบทลีะใบแบบไม
คืนที่ ให x  เปนหมายเลขบตัรใบแรกที่หยบิได และ y  เปนหมายเลขบตัรใบที่สองทีห่ยิบได 
ความนาจะเปนที่จะได x y<  และ 4 xy 12< <  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
5

       2. 2
5

  3. 3
5

       4. 4
5

 

26. คาแรงงานตอวันของคนงานกลุมหน่ึงจํานวน 8 คน เปน 150, 152, 158, 168, 170, 177, 
180, 185 บาท ถาสุมเลือกคนงานจากกลุมน้ีมา 2 คนแลว ความนาจะเปนที่จะไดคนงานอยาง
นอยหนึ่งคนที่มีคาแรงงานตอวันต่ํากวาคาแรงงานเฉลี่ยของคนงานกลุมน้ี เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
14

       2. 5
14

  3. 9
14

       4. 11
14

 

27. ถา y mx c= +  เปนความสัมพันธเชิงฟงกชันเพ่ือการทํานายรายจายหมวดบริการลูกคา 
(y ) จากจํานวนพนักงานของโรงแรม (x ) ในจังหวัดหนึ่ง และจํานวนขอมูลทั้งหมดที่นํามาสราง
ความสัมพันธเทากับ 5  โดยมีสมการปกติดังน้ี 

(1)28 5c 10m___= +    และ   (2)67 10c 30m___= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา x 5=  คาประมาณของ y 8.9=  
     ข. x 5.6=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
28. กําหนดขอมูลสองชุดดังน้ี 
     ชุดที่หน่ึง คือ 5, 8, 6, 7, 9  ชุดที่สอง คือ x1, x2, x3, x4, x5 
ถาสัมประสิทธิ์ของการแปรผันของขอมูลชุดที่หน่ึงเปน 2  เทาของขอมูลชุดที่สอง และความ
แปรปรวนของขอมูลชุดที่สองเทากับ 9  แลว คาเฉลี่ยเลขคณิตของขอมูลชุดที่สองเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 21 2       2. 42 2   3. 18        4. 16  
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา A { ,0,1,{0,1}}= ∅  
และ B { ,{ },{0,{0,1}},{0,{1}}}= ∅ ∅  
แลว เซต P(A) B−  มีจํานวนสมาชิกเทาใด 
 

2. ให x,y,z  เปนจํานวนเต็มบวกที่มีคาเรียงติดกันจากนอยไปมาก 
ถา y  เปนจํานวนเต็มบวกทีมี่คานอยที่สุดที่ทําให 3 x y z+ +  เปนจํานวนเต็มบวก 
แลว y  มีคาเทาใด 
 

3. ถา 3 2
A

2 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 แลว 
1 1 2 1 3 1 6det(4(A )) det(4(A ) ) det(4(A ) ) ... det(4(A ) )− − − −+ + + +  มีคาเทาใด 

 

4. กําหนดจุด A(3, 2),B(9,4)−  และ O(0,0)  ถาแบงสวนของเสนตรง AB  เปน 3  สวน
เทาๆ กันที่จุด C  และ D  แลว OC OD⋅

JJJK JJJK
 มีคาเทาใด 

 

5. ให 2f (x) x c= −  โดยที่ c  เปนคาคงตวั ซ่ึง c 4≥  
ถาพื้นที่ปดลอมดวยเสนโคง y f (x)=  จาก x 2= −  ถึง x 1=  เทากับ 24  ตารางหนวย
แลว c  มีคาเทาใด 
 

6. จํานวนเลขสามหลักซึ่งหารดวย 5 ลงตวั และตัวเลขหลักสิบแตกตางจากตัวเลขหลักรอย มี
จํานวนทั้งหมดเทาใด 
 

7. อายุของคนงานกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติโดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติเปน x  และความ
แปรปรวนเปน 2s  สมหวังมีอายุ x 0.51s−  ป จํานวนคนในกลุมน้ีทีมี่อายุนอยกวาสมหวังมี
จํานวนเปนรอยละเทาใด (พ้ืนที่ใตโคงปกติระหวาง z=0 และ z=0.51 เทากับ 0.195) 
 

8. ราคาและปริมาณสินคา 3 ชนิดที่รานคาแหงหน่ึงจําหนายในป พ.ศ. 2541 และ พ.ศ. 2542 
เปนดังตาราง 

ปริมาณ (หนวย) ราคาตอหนวย (บาท) 
ชนิดสินคา 

2541 2542 2541 2542 
หมอหุงขาว 15 20 500 500 
กระติกน้ํารอน 10 8 300 450 

พัดลม 80 100 400 x 
 

ถาดัชนีราคาถวงน้ําหนักแบบใชราคารวมโดยวิธีของพาเชอ ของป พ.ศ. 2542 เม่ือใชป พ.ศ. 
2541 เปนปฐาน เทากับ 126 แลว ราคาของพัดลมในป พ.ศ. 2542 เปนเทาใด (บาท) 
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เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 4   (2) 4   (3) 3   (4) 3   (5) 1   (6) 4   (7) 2   (8) 2   (9) 1   (10) 1   (11) 3   
(12) 2   (13) 4   (14) 4   (15) 3   (16) 1   (17) 4   (18) 2   (19) 1   (20) 2   (21) 4   (22) 2   
(23) 2   (24) 3   (25) 1   (26) 3   (27) 2   (28) 1 
ตอนที่ 2   (1) 13   (2) 9   (3) 15.75   (4) 35   (5) 9   (6) 162   (7) 30.5   (8) 525.24 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2544 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 2
4 3 2log log log (x 2x) 0+ ≤  

จํานวนเต็มทีเ่ปนสมาชิกของ A  มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 

2. กําหนดให 
x 1 6

A 2 5 7
4 2y 9

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ถาไมเนอรของ 32a  เทากับ 23  และโคแฟกเตอรของ 23a  

เทากับ 44−  แลว x y+  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให a, b, c  เปน 3  พจนเรียงติดกันในลาํดับเรขาคณติ และมีผลคณูเปน 27  ถา 
a, b 3, c 2+ +  เปน 3  พจนเรียงติดกันในลาํดับเลขคณิตแลว a b c+ +  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. 
2

x 1

x 3 2
lim

x 1→

+ −
−

 มีคาเทากับเทาใด 
 

5. กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก ซ่ึงทาํใหพจนที่ไมมี x  ในการกระจาย 
n

2 1
x

2x
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

คือพจนที่ 9        สัมประสิทธิข์อง 15x  ในการกระจายนี้เทากบัเทาใด 
 

6. ในการสรางเมตริกซในรปู 
2x x 4
x x 1

⎡ ⎤−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 แบบสุม โดยที่ x {0,1,2,3,4}∈  

ความนาจะเปนที่จะไดเมตริกซเอกฐานเทากับเทาใด 
 

7. ถาเสนสัมผัสเสนโคง 2 5
y (x 1) (2x )

4
= − −  ที่จุด 1 1

( , )
2 16

−  ทํามุม θ  กับแกน x  โดย

ที่ 0
2

≤ θ ≤
π  แลว 2sin

2
θ  มีคาเทากับเทาใด 

 

8. กําหนดให 1 2 10x ,x ,...,x  มีคาเปน 5, 6, a, 7, 10, 15, 5, 10, 10, 9  ตามลําดับ 
โดยที่ a 15<       ถา พิสัยของขอมูลชุดนี้เทากบั 12  

b  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

2
i

i 1

(x b)
=

−∑  มีคานอยที่สุด 

และ c  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
10

i
i 1

x c
=

−∑  มีคานอยที่สุด แลว a b c+ +  มีคาเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A, B, C  เปนเซต ถา n(B) 42= , n(C) 28= , n(A C) 8∩ = , 
n(A B C) 3∩ ∩ = , n(A B C') 2∩ ∩ = , n(A B' C ') 20∩ ∩ =  และ 
n(A B C) 80∪ ∪ =  แลว n(A ' B C)∩ ∩  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 7   3. 10        4. 13  
2. ให A, B  และ F  เปนเซตซึ่งกําหนดดังน้ี 
A {1,2,3,4,5,6}=  
B {{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}=  
F {f :B= A | f (x) x> ∉  ทุกเซต x B}∈  
จํานวนสมาชกิของ F  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 24        2. 60   3. 100       4. 120  
3. กําหนดให x 1+  และ x 1−  เปนตวัประกอบของพหุนาม 3 2p(x) 3x x ax b= + − +  
เม่ือ a, b  เปนคาคงตัว เศษเหลอืที่ไดจากการหาร p(x)  ดวย x a b− −  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15        2. 17   3. 19        4. 21  

4. กําหนดให A {x | 2x 1= ≤−  และ 1 1
}

2x 1
>

+
 

และ 2B {x | x 2x 0}= + <  
A B∩  คือชวงในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( 1,0)−       2. [ 1,0)−   3. (0,1)       4. (0,1] 
5. กําหนดให p, q, r  เปนประพจน 
ถาประพจน p (q r)→ ∧  มีคาความจริงเปนเท็จ และ (p q) r∨ ↔  มีคาความจริงเปนจริง 
แลว พิจารณาคาความจริงของประพจนตอไปน้ี 
     ก. (p q) r↔ ↔ ∼     ข. p (q r)↔ ∨ ∼  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. จริง และ ข. จริง   2. ก. จริง และ ข. เท็จ 
 3. ก. เท็จ และ ข. จริง   4. ก. เท็จ และ ข. เท็จ 
6. เอกภพสัมพัทธในขอใดที่ทําใหขอความ ( ) ( )2 2x[x 2x 3] y[y 4 0]∧∀ ≤ + ∃ − >  มีคา
ความจริงเปนจริง 
 1. [ 3, 0]−       2. [ 1.5, 1.5]−  3. [ 1, 2]−       4. [ 0.5, 2.5]−  
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7. กําหนดความสัมพันธ  
2

1
r {(x,y) | }y

x 1
= =

−
 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. rD ( , 1) (1, )= −∞ − ∪ ∞   ข. 1 1 x
r {(x,y) | y }

x
− +

= = ±  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

8. กําหนดให x
f (x) , x 1

1 x
= ≠ −

+
 และ x

g(x) , x 1
1 x

= ≠
−

 

ขอใดตอไปน้ี ผิด 
 1. 1(fog) (x) x ,x 1− = ≠  2. 1 1(f og )(x) x ,x 1− − = ≠ −  

 3. 1 x
(f og)(x) ,x 1

1 2x
− = ≠

+
 4. 1 x

(g of)(x) ,x 1
1 2x

− = ≠ −
+

 

9. กําหนดให x
f (x) 2sin

2
=  และ 2g(x) x 1= −  

เซต f g gof(R D ) R∩ −  คือเซตในขอใดตอไปนี้ 
 1. { 1, 1}−     2. { 2, 2}−  
 3. [2, 3] [1,2]− ∪    4. [ 2, 1] ( 3,2]− − ∪  
10. รูปสามเหลี่ยม ABC  มี a, b  และ c  เปนความยาวของดานตรงขามมุม A, B  และ C   
ตามลําดับ ถา cos B 1/4=  และ (a b c)(a b c) 30+ + − + =  แลว ac  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 12        2. 20   3. 20/3       4. 40/3  
11. กําหนดให A  และ B  เปนจุดโฟกัสของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − + =  และวงรน้ีีตัด
แกน x  ที่จุด C  และ D  โดยทําให ABCD  เปนรูปสี่เหลีย่ม พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
     ข. พ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  เทากับ 4 2  ตารางหนวย 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
12. กําหนดให L  เปนเสนตรงที่ผานจุด (1,4) และมีความชนัเทากับ 3/4  ถาเสนตรง L  
สัมผัสวงกลม C  ซ่ึงมีจุดศูนยกลางที่จุด (1,2)  แลว จุดใดตอไปน้ีเปนจุดบนวงกลม C  

 1. 2
(1, )

5
      2. 16

(1, )
5

  3. 13
( ,2)

5
−       4. 3

( ,2)
5
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13. เซตคําตอบของอสมการ 2
2( x)x (x 3) 32 8
−− <  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. (1, )∞       2. ( 2,100)−  3. ( 10,10)−       4. ( ,2)−∞  

14. กําหนดให ij 3 3A [a ] ×=  โดยที่ 
i 1

ij

2 ,i j
a

2 ,i j

−⎧ =
= ⎨

≠⎩
 

tadj(A )
det 4

det(A)
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 16−       2. 4−   3. 4        4. 16  
15. กําหนดให P ax 2y= +  และมีเง่ือนไขขอจํากัดดังน้ี 2x y 50+ ≤ , x 2y 70+ ≤ , 
x 0≥ , y 0≥  ถาคาสูงสุดของ P  เทากับ 100  แลว a  เทากับคาในขอใดตอไปน้ี 
 1. 1       2. 2   3. 4        4. 6  
16. ให u a i bj= +  โดยที่ a 0>  และ b 0>  และ u (5i 2 j) 14⋅ − =  ถา u  ทํามุม θ  
กับเวกเตอร i  และ cos 3/5θ =  แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 7        2. 14   3. 18        4. 21  
17. ให A, B, C  เปนจุดในระนาบ และ O  เปนจุดกําเนิด โดยที่ OA 3i 2 j= −

JJJK
 และ 

OB 2i 5 j= +
JJJK

 ถา 2
AC AB

3
=

JJJK JJJK
 แลว 2

OC
JJJK  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 113
9

      2. 98
9

  3. 193
9

      4. 153
9

 

18. ถา 32z 1 3 i= +  และ 
18

27

z
a bi

i z
= +

−
 เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริงแลว a b+  มีคา

เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
19. กําหนดให 9 10 126z i i ... i= + + +  เม่ือ 2i 1= −  แลว 12z −  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1 i+        2. 1 i−   3. 1 i− +       4. 1 i− −  
20. กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวกที่ทาํใหผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 

7 15 23 ...+ + +  มีคาเทากับ 217  แลว 
n n 1 2n

8

2 2 ... 2
2

++ + +  มีคาขอใดตอไปน้ี 

 1. 127       2. 128   3. 127.5       4. 128.5  
21. กําหนดให 3f (x) ax bx= +  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ
เทากับ 2−  ที่จุด x 1=  ถา 3g(x) x f (x)′= +  แลว g  เปนฟงกชันลดในชวงใดตอไปนี้ 
 1. (0,2)       2. ( 3, 1)− −  3. ( 1,1)−       4. ( 2,0)−  
22. กําหนดให 3 2f (x) ax bx 2x 2= + + −  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริง ถา f (1) 5′ =  และ 
f (0) 12′′ = −  แลว (f (x) f (x))dx′ ′′+∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3 25x 9x 10x c+ − +   2. 3 25x 9x 10x c+ + +  

3. 3 25x 9x 10x c− + +   4. 3 25x 9x 10x c− − +  
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23. ให f  เปนฟงกชัน ซ่ึงอนุพันธของ f  เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวงปด [0,1]  และ 

4

f (x)
g(x)

x 1
=

+
 ถา f (1) f (1) 1′= =  และ f (0) f (0) 2′= = −  แลว 

1

0

g (x)dx′′∫  เทากับ

ขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
2

−        2. 1
2

−   3. 3
2

       4. 7
2

 

24. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. จํานวนวิธีในการจัดเด็ก 5 คน และผูใหญ 5 คน ถายรูปหมู โดยใหเด็กยืนแถวหนาและ
ผูใหญยืนแถวหลัง เทากับ 5! 5! 
     ข. จํานวนวิธีในการจัดชาย 6 คน หญิง 6 คน น่ังโตะกลม 2 โตะที่ตางกัน ซ่ึงมีโตะละ 6 ที่
น่ัง โดยที่ชายและหญิงน่ังแยกโตะกัน เทากับ 5! 5! 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
25. ความนาจะเปนที่นักเรียนคนหนึ่งสอบผานวิชาคณติศาสตรเทากับ 2/5  และสอบผานวิชา
ภาษาอังกฤษเทากับ 1/3  ถาความนาจะเปนในการสอบผานอยางมากหนึ่งวิชา เทากบั 
13/15  แลว ความนาจะเปนที่เขาจะสอบผานอยางนอยหนึ่งวิชาเทากบัขอใดตอไปน้ี 

 1. 7
15

       2. 4
15

  3. 3
5

       4. 1
5

 

26. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรยีนหองหน่ึง ปรากฏวาคาเฉลี่ยเลขคณติและสวน
เบี่ยงเบนมาตรฐาน เปน 55  และ 10  ตามลําดับ โดยที่นาย ก ไดคะแนนคิดเปนคามาตรฐาน
เทากับ 1.3  และเม่ือรวมคะแนนเก็บระหวางภาคการศึกษา ซ่ึงนักเรียนทุกคนไดคนละ 5  
คะแนนแลว นาย ข ไดคะแนนรวมนอยกวาคะแนนรวมของนาย ก 8  คะแนน ขอใดตอไปน้ีเปน
คะแนนรวม และคามาตรฐานของคะแนนรวมของนาย ข ตามลําดับ 
 1. 60 , 0.5     2. 60 , 1 
 3. 65 , 0.5     4. 65 , 1 
27. กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกตดัิงน้ี 

z 0.97 1.58 
A 0.334 0.443 

คะแนนสอบวชิาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหน่ึงมีการแจกแจงปกติ นายคณิตและนายวทิยา
เปนนักเรียนหองนี้ ถาปรากฏวามีนักเรียน 5.7  เปอรเซ็นตที่สอบไดคะแนนมากกวานายคณิต 
และมีนักเรียน 16.6  เปอรเซ็นตที่สอบไดคะแนนนอยกวานายวิทยา และนายคณิตไดคะแนน
มากกวานายวิทยาอยู 51 คะแนน สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของการสอบครั้งน้ีเทากบัขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 12        2. 15   3. 18        4. 20  
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28. ถาราคาเฉลี่ยของเมล็ดถั่วเหลืองตอกิโลกรัม ในแตละเดือนของป พ.ศ. 2542 ที่จังหวัดหนึ่ง
เปนดังน้ี 
     เดือน มกราคม  ราคา 13 บาท 
     เดือน กุมภาพันธ  ราคา 11 บาท 
     เดือน มีนาคม ราคา 12 บาท 
แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนกุมภาพันธ เทียบกับของเดือนมกราคม เทากับ 
84.62 เปอรเซ็นต 
 ข. ดัชนีราคาเมล็ดถั่วเหลืองของเดือนมีนาคม เทียบกับของเดือนกุมภาพันธ เพ่ิมขึ้น 
10.09 เปอรเซ็นต 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 4   (2) 9   (3) 13   (4) 0.5   (5) 27.5   (6) 0.4   (7) 0.1   (8) 19 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 4   (3) 4   (4) 1   (5) 2   (6) 4   (7) 2   (8) 3   (9) 4   (10) 1   (11) 2   
(12) 1   (13) 4   (14) 1   (15) 3   (16) 2   (17) 1   (18) 2   (19) 4   (20) 3   (21) 4   (22) 1   
(23) 3   (24) 2   (25) 3   (26) 3   (27) 4   (28) 2 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2544 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A {1,2,3,4}=  และ S {f : A= A | f (x) x 1> ≤ +  ทุก x A}∈  
จํานวนฟงกชันทั้งหมดที่เปนสมาชิกของ S  เทากับเทาใด 
 

2. ใหชวงเปด (a,b)  เปนเซตคําตอบของอสมการ log (3x 4) log (x 1) 1+ > − +  แลว
a b+  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. ถา 
1 0 1

A 3 1 2
2 5 a

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 และ 11C (A) 2=  แลว 1det( 3A )−−  มีคาเทากับเทาใด 

 

4. ให z 1 3 i= − −  แลว 6 6z z+  เทากับเทาใด 
 

5. ถา c  เปนจํานวนจริง ซ่ึง 
3 2 n 1

3 n 2n
n 1

3cn n cn ( 2)
lim

(2n 1) 3

−∞

−→∞
=

− + −
=

+ ∑  แลว c  มีคาเทาใด 
 

6. ถาเสนตรง x a=  แบงครึ่งพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง y 2x=  จาก x 0=  ถึง 
x 8=  แลว 3a  มีคาเทาใด 
 

7. กําหนดความนาจะเปนของเหตุการณ A, B  และ A B∩  ดังน้ี 
P(A) 0.5= , P(B) 0.3=  และ P(A B) 0.1∩ =  แลว P(A ' B ')∪  มีคาเทากับเทาใด 
 

8. รานคาแหงหน่ึงขายพัดลม 3 ขนาด ในการหาดัชนีราคาพัดลมทั้ง 3 ขนาด ถาดัชนีราคาอยาง
งายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2543 โดยใช พ.ศ. 2542 และ พ.ศ. 2541 เปนปฐาน เทากับ 80 
และ 120 ตามลําดับแลว ราคาเฉลี่ยของพัดลมทั้ง 3 ขนาด ใน พ.ศ. 2542 เม่ือหาโดยใชดัชนี
ราคาอยางงายแบบใชราคารวม เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉลี่ยของพัดลมทั้ง 3 ขนาดในพ.ศ. 2541 รอย
ละเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. ให A, B, C  เปนเซตที่มีสมาชิก เซตละ 2  ตัว และ a A, b B, c C∈ ∈ ∈  โดยที่ 
A B C {a,b,c,d}∪ ∪ =  ถา (A B) (A C)∩ ∪ ∩ = ∅  แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. d A∈      ข. B C=  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

2. ถา 2 x 2− ≤ ≤  และ 8 y 13≤ ≤  แลว คามากทีสุ่ดของ 
x(1/2) 1

y 2
+

+
 เทากับขอใด

ตอไปน้ี 
 1. 1       2. 1/2   3. 1/3        4. 1/8  
3. กําหนดให 3 2P(x) x ax bx 2= + + +  โดยที่ a  และ b  เปนจํานวนจรงิ ถา x 1−  และ 
x 3+  ตางก็หาร P(x)  แลวเหลือเศษ 5  ดังน้ัน a 2b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 11−       2. 1−   3. 1       4. 9  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ เม่ือเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง 

     ก. x[cot 2x cot x 0]∃ − =         ข. 4 4 21
x[sin x cos x 1 sin 2x]

2
∀ + = −  

คาความจริงของขอความ ก. และขอความ ข. เปนไปตามขอใดตอไปน้ี 
 1. ก. เปนจริง และ ข. เปนจริง  2. ก. เปนจริง และ ข. เปนเท็จ 
 3. ก. เปนเท็จ และ ข. เปนจริง  4. ก. เปนเท็จ และ ข. เปนเท็จ 
5. กําหนดให p, q, r  เปนประพจนที่มีคาความจริงเปน จริง เท็จ และเท็จ ตามลําดับ ประพจน
ในขอใดตอไปนี้มีคาความจริงเหมือนกับประพจน (p q) (r p)→ ∨ ∧∼ ∼  
 1. ( r p) (q r)→ ∧ ∨∼    2. (q r) ( p q)∧ ↔ →∼ ∼ ∼  
 3. ( p r) (q r)∨ → ∧∼ ∼   4. (p q) ( r q)→ ∨ ↔∼  
6. ถา 3 2 2 2r {(x,y) R R | 2x 3xy x y 0}= ∈ × + − + =  แลว เรนจของ 1r −  เทากับขอใด 

 1. 1 1
( , ]

3 2
−     2. 1 1

[ , )
2 3

−  

 3. 1 1
( , ) ( , )

3 3
−∞ − ∪ − ∞   4. ( , )−∞ ∞  

7. กําหนดให 2f (x) 4 x= −  และ 
2

1
g(x)

9 x
=

−
 จํานวนในขอใดตอไปนี้เปนสมาชิก

ของ gofR  

 1. 1

2
       2. 1

4
  3. 1

8
       4. 1

14
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8. กําหนดให f (x 1) 3x 2 f (x)+ = + +  และ g(3x 1) 2x 8− = +  ถา f (0) 1=  แลว  
1g (f (2))−  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
9. ถา sin15 sin55 x° + ° =  และ cos15 cos55 y° + ° =  แลว 2(x y) 2xy+ −  
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 24cos 20°       2. 22cos 20°  3. 24cos 40°       4. 22cos 40°  

10. ถา 0 x
4

< <
π  แลว 

เซตคําตอบของ 0.5 0.5 0.5 0.5log (sinx) log (sin2x) log (cosx) log (cos2x)+ < +  
คือเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. ∅        2. (0, )
6
π   3. ( , )

12 6
π π       4. ( , )

6 4
π π  

11. ให C  เปนวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูทีจุ่ดศูนยกลางของวงรี 2 2x 2y 4x 4y 2 0+ + − + =  
และผานจุดโฟกัสทั้งสองของวงรีน้ี ถาวงกลม C  ตัดเสนตรง y x= −  ที่จุด A  และ B  แลว 
ระยะ AB  ยาวเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3  หนวย      2. 5  หนวย 3. 6  หนวย         4. 8  หนวย 
12. กําหนดให P  เปนพาราโบลา 2y 2y 8x 7 0− − − =  ซ่ึงมี L  เปนเสนไดเรกตริกซ สมการ
วงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดโฟกัสของ P  และมี L  เปนเสนสัมผัส คอืขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 2x 2y 14 0+ + − − =   2. 2 2x y 2x 2y 2 0+ + − − =  
 3. 2 2x y 2x 2y 2 0+ + + − =   4. 2 2x y 2x 2y 14 0+ − − − =  
13. เซตคําตอบของสมการ 2x 2x x4 3 9 2 13 6⋅ + ⋅ = ⋅  เปนเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. [ 1,0]−       2. [ 3,1]−   3. [ 2,2]−       4. [1,3] 

14. ให 
2x x 1

f (x) det 0 1 2
x 1 1

⎛ ⎞⎡ ⎤−
⎜ ⎟⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

 ถาชวง [a,b] เปนเซตคําตอบของอสมการ 

f (x) 2≥ −  แลว a b−  คือขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

       2. 2
3

  3. 4
3

       4. 5
3

 

15. คาของ x, y  ที่ทําให P 2x 3y= +  มีคาสูงสุดตามเงื่อนไขขอจํากัดที่กําหนดใหตอไปน้ี 
x y 4+ ≥ , 3x 2y 10+ ≤ , 2x y 1− ≤ , x 0≥  และ y 0≥  สอดคลองกับขอใดตอไปน้ี 

 1. x y 5+ =       2. x y 4+ =  3. 39
x y

8
+ =       4. 33

x y
8

+ =  

16. กําหนดให 2
u

2
= , 5u v =+ , 4u v =−  ถา θ  เปนมุมระหวาง u  และ v  แลว 

θ  อยูในชวงใดตอไปน้ี 

 1. (0, )
6
π       2. ( , )

6 4
π π   3. ( , )

4 3
π π       4. ( , )

3 2
π π  
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17. กําหนดจุด A(1,1), B(4,10), C(7,9) และ D  เปนจุดที่อยูบนดาน AB  โดยที่ 
AD 2

3AB
=

JJJK
JJJK  ถา θ  คือมุมระหวาง CA

JJJK
 และ DC

JJJK
 แลว cos θ  คือคาในขอใดตอไปนี้ 

 1. 2

5

−        2. 2

10

−   3. 2

5
       4. 2

10
 

18. ถา 393
i

4 4
+  เปนคําตอบหนึ่งของสมการ 2ax 3x c 0− + =  โดยที่ a  และ c  เปน

จํานวนจริงแลว เศษที่เหลือจากการหาร 2ax 3x c− +  ดวย x 2+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 8        2. 12   3. 16        4. 20  

19. กําหนดให 
1

,x 1
f (x) x 1

2 ,x 1

⎧ ≠⎪= −⎨
⎪ =⎩

 และ 3g(x) x x 2= + −  

ถา h(x) f (x)g(x)=  แลว ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. h  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 0
→

=  
 2. h  ตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 4
→

=  
 3. h  ไมตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 0
→

=  
 4. h  ไมตอเน่ืองที่จุด x 1=  และ 

x 1
lim h(x) 4
→

=  
20. กําหนดให g  เปนฟงกชันซ่ึงมีอนุพันธทุกจุด x 0>  และ g(3) 3′ =  
จํานวนเต็มบวก n  ที่ทําให n 3 2g(x 2x) 4x 6x 31+ = + +  คือจํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 7        4. 8  
21. ให f  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีคาสูงสุดสัมพัทธเทากบัสามเทาของคาต่ําสุด
สัมพัทธ และ f (0) 2=  ถา f  มีคาสูงสุดสัมพัทธที่ x 1= −  และมีคาต่ําสดุสัมพัทธที่ x 1=  
แลว f (4)  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 28−       2. 24−   3. 24        4. 28  
22. กําหนดใหเสนโคง y f (x)=  ผานจุด (1,0)  และมีความชันที่จุด (x,y)  ใดๆ เปน 

2
2

2
3x 4x

x
− +  ถา (a,b)  เปนจุดตัดระหวางเสนโคงน้ีกับเสนตรง x 2 0− =  แลว a b+  มี

คาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

       2. 2   3. 7
2

       4. 4  

23. คนกลุมหน่ึงเปนชายและหญิงจํานวนเทากัน โดยที่อัตราสวนของจํานวนวิธทีี่ชายและหญิง
ยืนสลับที่กันเปนแถวตรง กับจํานวนวธิีทีช่ายและหญิงยืนสลับที่กันเปนวงกลม เทากับ 10 :1 
จํานวนวิธทีี่จะเลือกตวัแทน 2 คนจากคนกลุมน้ี โดยมีชายอยางนอย 1 คน เทากับขอใดตอไปน้ี  
 1. 30        2. 35   3. 40        4. 45  
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24. หางสรรพสินคาแหงหน่ึงจัดรายการสมนาคุณแกลูกคา โดยจะใหลูกคาทุกคนสุมหยิบคูปอง
สวนลดได 2 ใบ จากกลองซึ่งมีคูปองทั้งหมด 12 ใบ ซ่ึงมีคูปองมูลคา 50 บาท 5 ใบ คูปองมูลคา 
100 บาท 3 ใบ คูปองมูลคา 200 บาท 3 ใบ และคูปองมูลคา 500 บาท 1 ใบ ความนาจะเปนที่
ลูกคาคนที่หน่ึงจะสุมหยิบคปูอง 2 ใบ และไดคูปองที่มีมูลคาสวนลดรวมมากกวา 300 บาท มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 11
66

       2. 14
66

  3. 20
66

       4. 23
66

 

25. นักเรียนอนุบาล 4  คน มีอายุเปน 1 2 3 4x , x , x , x  ป โดยมีคาเฉลี่ยเลขคณติของอายุเปน 

5.5  ป และ 
4

2
i

i 1

x 141
=

=∑  ถามีนักเรียนที่อายุ 3  ป มาเพ่ิมอีก 1 คน แลว สัมประสิทธิข์อง

การแปรผันของอายุของนักเรียนทั้ง 5  คนนี้ เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
5

       2. 1  3. 2 5
5

      4. 5  

26. ถาตารางแจกแจงความถี่ของขอมูลชดุหนึ่ง ซ่ึงมีความกวางของแตละอันตรภาคชั้นเทากัน 
เปนดังตอไปนี้ 

ชั้นท่ี จุดกึ่งกลางของอันตรภาคชั้น ความถี่สะสม 
1 
2 
3 
4 
5 

... 

... 

... 
25 
30 

8 
16 
36 
40 
50 

ให x  เปนคาเฉลี่ยเลขคณิต และ med  เปนมัธยฐานของขอมูล ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. x 19=  และ med 19.75=  2. x 19=  และ med 17.5=  
 3. x 20=  และ med 19.75=  4. x 20=  และ med 17.5=  
27. ถาจากการศึกษาความสัมพันธระหวางจํานวนชั่วโมงตอสัปดาหที่ใชในการทบทวนวิชา
ตางๆ (แทนดวย X ) และผลการเรียนเฉลี่ย หรือ GPA  (แทนดวย Y ) ไดสมการที่ใชประมาณ
ผลการเรียนเฉลี่ย จากจํานวนชัว่โมงตอสัปดาหที่ใชในการทบทวนวิชาตางๆ เปนสมการเสนตรง
ที่มีความชันเทากับ 0.02  และระยะตัดแกน Y  เทากับ 2.7  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถาจํานวนชัว่โมงที่ใชในการทบทวนวชิาตางๆ เพ่ิมขึ้น 10  ชั่วโมงตอสัปดาห ผลการ
เรียนเฉลีย่เพ่ิมขึ้น 0.2  
     ข. ถาผลการเรียนเฉลีย่เทากับ 3  ทํานายวาจํานวนชั่วโมงที่ใชในการทบทวนวิชาตางๆ 
เทากับ 15  ชั่วโมงตอสัปดาห 
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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28. พ้ืนที่ใตเสนโคงปกติระหวาง z 1.2= −  ถึง z 0=  เทากับ 0.3849  คะแนนสอบของ
นักเรียนกลุมหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติโดยมีคาเฉลีย่เลขคณิตและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
เทากับ 50  คะแนน และ 10  คะแนน ตามลําดับ ถานายคํานวณสอบไดในตําแหนงเปอรเซ็น
ไทลเทากับ 88.49  แลว นายคํานวณสอบไดคะแนนเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 58  คะแนน      2. 60  คะแนน 3. 62  คะแนน      4. 65  คะแนน 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 96   (2) 3   (3) 1.8   (4) 128   (5) 4.8   (6) 128   (7) 0.9   (8) 50 
ตอนที่ 2   (1) 1   (2) 2   (3) 3   (4) 3   (5) 3   (6) 1   (7) 3   (8) 1   (9) 1   (10) 4   (11) 3   
(12) 4   (13) 3   (14) 4   (15) 1   (16) 2   (17) 1   (18) 4   (19) 4   (20) 2   (21) 4   (22) 4   
(23) 2   (24) 2   (25) 1   (26) 3   (27) 2   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2545 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให S {n I | n 1000+= ∈ ≤  และ ห.ร.ม.ของ n  และ 100  เทากับ 1}  
จํานวนสมาชกิของเซต S  เทากับเทาใด 
2. 2 2 2 2 2sin 1 sin 2 sin 3 ... sin 89 sin 90− ° + ° − ° + − ° + °  มีคาเทากับเทาใด 

3. x  ที่สอดคลองกับสมการ 3 3

log 2x
log (x 12) log [ x ( x 5 x 5)]

log 3
+ − = + − −  

มีคาเทากับเทาใด 

4. กําหนดให 
k 1n

n
k 1

1S
10

−

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  และ 
k 1

k 1

1S
10

−∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

จํานวนเต็มบวก n  ที่ทําให 5
n

1
S S (10 )

9
−− =  เทากับเทาใด 

5. ถา a  คือจํานวนจริงที่ทําใหพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยโคง 2 2y a x 4ax 10= + +  จาก x 0=  ถึง 
x 1=  มีคานอยที่สุด แลวพ้ืนที่ทีไ่ดเทากับเทาใด 
6. กลองใบหนึ่งบรรจุสลากสีแดงซึ่งเขียนหมายเลข 1, 2, 3  ไวสลากละหนึ่งหมายเลข รวมกับ
สลากสีเขยีวซึง่เขียนหมายเลข 1, 2, 3  ไวสลากละหนึ่งหมายเลขเชนเดียวกนั ถาจับสลากสอง
ใบจากกลองโดยจับทีละใบแบบไมใสกลบัคืน ความนาจะเปนที่จะไดสลากสีเหมือนกัน หรือ
หมายเลขเดียวกัน เทากับเทาใด 
 7. จากขอมูลความสูงของพอ และลูก (ซ่ึงมีอายุ 10  ป) กลุมหน่ึง ปรากฏความสัมพันธเชิง
ฟงกชันเปน y 0.9x 54.8= +  เม่ือ y  แทนความสูงของพอ และ x  แทนความสูงของลูก 
ปรากฏวาความสูงเฉลี่ยของเด็กในกลุมน้ีเทากับ 120  เซนติเมตร สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของ
ความสูงของเด็กเทากับ 8  เซนติเมตร ถาเด็กคนหนึ่งในกลุมน้ีมีคามาตรฐานของความสูง
เทากับ 1.8−  แลว เราประมาณความสูงของพอไดเทากับกี่เซนติเมตร 
8. ตัวแทนจําหนายกระติกน้ํารอนยี่หอหน่ึง ขายกระตกิน้ํารอน 3 ขนาด ในป 2543 และ 2544 
ดวยราคาดังตอไปน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดของกระติกนํ้ารอน 

2543 2544 
ราคาสัมพัทธ 

เล็ก 
กลาง 
ใหญ 

600 
800 

1,000 

660 
1,000 

a 

1.10 
1.25 

b 
ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2544 เม่ือเทียบกบั พ.ศ. 2543 เทากับ 120 
แลว ราคาเฉลีย่ของกระติกน้ํารอนทั้ง 3 ขนาดใน พ.ศ. 2544 เม่ือหาโดยใชดัชนีราคาอยางงาย
แบบใชคาเฉลีย่ราคาสัมพัทธ เพ่ิมขึ้นจากราคาเฉลี่ยของกระติกน้ํารอนทั้ง 3 ขนาดนี้ใน พ.ศ. 
2543 รอยละเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดใหเอกภพสัมพัทธคือเซต U {1,2,3,4,5}=  และ A, B, C  เปนเซตซึ่งมีเง่ือนไข
วา n(A) n(B) n(C) 3= = =  และ n(A B) n(B C) n(A C) 2∩ = ∩ = ∩ =  
ถา A B C U∪ ∪ =  แลว ขอใดตอไปน้ี ผิด 
 1. n(A B) 4∪ =    2. n(A (B C)) 3∪ ∩ =  
 3. n(A (B C)) 2∩ ∪ =   4. n(A B C) 1∩ ∩ =  
2. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 212 x x 0+ − <  
และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 3 1x− <  
เซต A B∩  เปนสับเซตของชวงใดตอไปน้ี 
 1. ( 5, 3)− −       2. ( 3, 1)− −  3. (1,3)       4. (3,5) 
3. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถาเอกภพสัมพัทธคอืเซต U (0,1) (2, )= ∪ ∞  แลว 

ประพจน 21 1
x[(x )

2 4
∀ − <  หรือ 2(x 1) 1]− >  มีคาความจริงเปนจริง 

     ข. ถา p, q, r  เปนประพจน แลว p (q r)→ ∧  สมมูลกับ (p q) (p r)→ ∨ →  
ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
4. ให p, q, r, s  เปนประพจน ถา [p (q r)] (s r)→ → ↔ ∧  มีคาความจริงเปนจริง และ 

p s∨∼  มีคาความจริงเปนเท็จ แลวขอใดตอไปนี้ถูก 
 1. p q→  มีคาความจริงเปนจริง  2. q r→  มีคาความจริงเปนจริง 
 3. r s→  มีคาความจริงเปนเท็จ  4. s p→  มีคาความจริงเปนเท็จ 
5. กําหนดให x y

1r {(x,y) | e 1}+= ≤  
และ 2r {(x,y) | ln(x 3y 5) 0}= − + ≥  
พ้ืนที่ของบริเวณที่เปนกราฟของ 1 2r r∩  ซ่ึงอยูเหนือแกน x  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.5  ตารางหนวย   2. 2  ตารางหนวย 
 3. 2.5  ตารางหนวย   4. 3  ตารางหนวย 
6. กําหนดให I  เปนเซตของจํานวนเต็ม และให f, g  เปนฟงกชันจาก I  ไป I  

ซ่ึงกําหนดโดย f (x) 2x=  และ x/2 ,x
g(x)

x ,x

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

เปนจํานวน คู
เปนจํานวน คี่

 

แลว gof - f  เปนฟงกชันจาก I  ไป I  ที่มีสมบัติตามขอใดตอไปน้ี 
 1. หน่ึงตอหน่ึงและทัว่ถึง   2. หน่ึงตอหน่ึงแตไมทั่วถึง 
 3. ทั่วถึงแตไมหน่ึงตอหน่ึง  4. ไมหน่ึงตอหน่ึงและไมทัว่ถึง 
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7. กําหนดให f (x) 5 g(x)= −  โดยที่ g(x) 5 2x= +  
ถา fogD [a,b]=  แลว 4(a b)+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15        2. 20   3. 25        4. 30  
8. กําหนดให f, g  เปนฟงกชันที่มีสมบัตวิา 1f (g(x)) x 2− = +  ทุก x R∈  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. f (2x) g(2(x 1))= −  ทุก x R∈  ข. 1g (f (x))−  เปนฟงกชันเพ่ิมใน R  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. กําหนดให 0 2≤ θ ≤ π  

เซตคําตอบของอสมการ 
2cos cos

0
sin 1/2

θ − θ
<

θ −
 เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 

 1. (0, )
3
π     2. 5

( , )
3 6
π π  

 3. 5
(0, ) ( , )

4 6
∪

π π π    4. 3 3
( , ) ( , )
6 2 4 2

∪
π π π π  

10. วงกลมวงหนึ่งมีจุดศูนยกลาง (h, k)  อยูบนเสนตรง 2x 3y 6+ =  โดยที่ h, k  เปน
จํานวนเต็ม ถาวงกลมวงนี้มีเสนตรง 2x y 1− =  และเสนตรง 2x y 3+ = −  เปนเสนสัมผัสแลว 
ความยาวรศัมีของวงกลมนีอ้ยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [2,4]      2. [4,5]  3. [5,6]       4. [6,7] 
11. กําหนดให 1F  และ 1F  เปนจุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา 2 2x 6x y 14y 41 0+ − − − =  ถา 

1 1P (0,y ) และ 2 2P (0,y )  เปนจุดสองจุดที่ทําใหพ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม 1 1 2P F F  และพ้ืนที่
ของรูปสามเหลี่ยม 2 1 2P F F  ตางก็เทากับ 2 2  ตารางหนวยแลว 2 2

1 2y y−  มีคาเทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 28        2. 56   3. 84        4. 120  
12. กําหนดให a 0>  เปนคําตอบของสมการ a a 14 9 2 2 0−− ⋅ + =  
เซตคําตอบของอสมการ a a2log (x 2) log (x 1) 4+ − − <  เปนสับเซตของชวงใดตอไปนี้ 
 1. ( 3,3)−       2. ( 2,7)−   3. (0,8)       4. (1,10)  

13. กําหนดให 
x

x

(tan30 ) 1
A

(cot60 ) 2

⎡ ⎤° −
= ⎢ ⎥°⎣ ⎦

 และ det(A) 9=  
1A−  คือเมตริกซในขอใดตอไปนี้ 

 1. 2/9 1/3
1/9 1/3

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   2. 2/9 1/3
1/9 1/3

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

3. 1/3 1/3
1/9 2/9

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   4. 2/9 1/9
1/3 1/3

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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14. พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. ถา x R∈  และ 
x x x

det 41 x x
1 1 x

⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥ = −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 แลว 2x ≤  

     ข. กําหนดให a, b R∈  และ a 2
A

2b 3
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

    ถา A badjA=  แลว 2a b ≥+  

ขอใดตอไปน้ีเปนจริง 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
15. นํ้ามันดีเซล 100 ลิตร ราคาตนทุนลติรละ 12 บาท และน้ํามันปาลม 120 ลิตร ราคาตนทนุ
ลิตรละ 8 บาท ถาจะผสมน้ํามันสองชนิดนี้รวมกันใหมีจํานวนไมนอยกวา 150 ลิตร และขาย
นํ้ามันผสมนี้ในราคาลิตรละ 11 บาท ใหไดกําไรมากที่สุดแลว กําไรที่ไดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 230 บาท      2. 260 บาท  3. 330 บาท      4. 460 บาท 
16. กําหนดจุด P( 1,2)− , R(3,3) , O(0,0)  และ Q  เปนจุดบนสวนของเสนตรง PR  โดย

ที่ 1
PQ PR

3
=

JJJK JJJK  ถา A(x,y) เปนจุดในควอดรันตที่ 2 ที่ทําให OA
JJJK

 ตั้งฉากกับ OQ
JJJK

 และ

5OA =
JJJK  หนวยแลว x y+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 6

10

−       2. 6

2

−   3. 6

10
      4. 6

2
 

17. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมที่มีสมบัติวา 5 AB BC CA= +
JJJK JJJK JJJK  ถา M และ N  

เปนจุดแบงครึ่งดาน BC  และ AC  ตามลําดับแลว พิจารณาขอความตอไปนี้ 

     ก. 1
MN (BC AC)

2
= −

JJJK JJJK JJJK
   ข. AM BN 0⋅ =

JJJK JJJK
 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
18. กําหนดให cos icos= θ + θω  เม่ือ cos 0θ <  และ 22cos 1θ =  

ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนมีสมบัตวิา z 2=ω  และอารกิวเมนตของ z
ω  เทากับ 

4
π  แลว 

2z z 1+ +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3 2i− +       2. 3 2i− −   3. 3 2i+       4. 3 2i−  
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19. กําหนดให จํานวนเชิงซอน 1 2 3z , z , z  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปหน่ึง ถา
3 1

2 1

z z
cos isin

z z 3 3
−

= +
−

π π ,  1 2z z 1 i= + ,  2 3z z 2 2i= + ,  3 1z z 3 4i= +  แลว 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 3 2

1 2

z z
cos isin

z z 3 3
−

= +
−

π π   ข. 2 2 2
1 2 3z z z 6 7i+ + = +  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

20. ให 
2

(x 4)( x 2)a
,x 4

x 2
f (x)

1 ,x 4

x b ,x 4

⎧ − +
>⎪

−⎪= ⎨
=⎪

⎪ − <⎩

 โดยที่ a, b  เปนจํานวนจริง 

ถา f  ตอเน่ืองที่จุด x 4=  แลว bf a
16

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 16−       2. 14−   3. 14        4. 16  
21. กําหนดให f (x) 3x 1= +  ถา g  เปนฟงกชันซึ่ง 2(fog)(x) x 1= +  ทุก x R∈  
แลว f (1) g(1)′ ′+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 41
12

       2. 35
12

  3. 33
4

       4. 39
4

 

22. กําหนดให 2g(x) x f (x)=    ถา f (x) 2x 3′ = +  และ g (1) 0′′ =  แลว f (4)  มีคา
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0        2. 11   3. 13        4. 28  
23. กําหนดใหกราฟของ y f (x)=  เปนเสนโคงทีอ่ยูเหนือแกน x  และมีความชนัของเสน
สัมผัสเสนโคงที่จุด (x,y)  ใดๆ เทากับ 6x 2b+  เม่ือ b  เปนจํานวนจริง ถาพื้นที่ที่ปดลอม
ดวยเสนโคงน้ีจาก x 0=  ถึง x 2=  เทากับสองเทาของพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคงน้ีจาก 
x 0=  ถึง x 1=  แลว f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธที่จุด x  ในขอใดตอไปน้ี 
 1. x 2=       2. x 1=   3. x 0=       4. x 1= −  
24. ในการใสจดหมาย 5 ฉบับที่เขียนถึงคน 5 คน คนละ 1 ฉบบั ลงในซองที่จาหนาไวแลว 5 
ซอง ซองละหนึ่งฉบับ ความนาจะเปนทีจ่ะใสจดหมายลงในซองไดตรงกับชื่อหนาซองไมเกิน 3 
ซอง และไมนอยกวา 1 ซอง เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 75
120

      2. 85
120

  3. 90
120

      4. 96
120
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25. กําหนดจุด 10 จุดบนแผนกระดาษ มี 4 จุดอยูบนเสนตรงเดียวกัน นอกนั้นไมมี 3 จุดใดอยู
บนเสนตรงเดียวกัน จํานวนรูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการลากเสนตรงเชื่อมจุดที่กําหนดให 
เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 80        2. 106   3. 116       4. 120  
26. ถาตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนวิชาหนึ่งของนักเรียน 20  คน ของโรงเรียนแหงหน่ึง
เปนดังน้ี 

คะแนน 31 – 39 40 – 48 49 – 57 58 – 66 67 – 75 76 – 84 85 – 93 
จํานวนนักเรียน 2 3 5 4 3 2 1 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. คาเฉลี่ยเลขคณิต มากกวาฐานนยิม 
     ข. คาการกระจายของคะแนน ที่วัดโดยสวนเบี่ยงเบนควอรไทล เทากับ 10.5  คะแนน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
27. ในการชั่งนํ้าหนักกระเปาเดินทาง 4  ใบ ปรากฏวาไดนํ้าหนักเปน 15.5, 14.8, 14.5  
และ 15.2  กิโลกรัม ถาชั่งนํ้าหนักของกระเปาเดินทาง 4  ใบนี้รวมกับกระเปาเดินทางอีกใบ
หน่ึงไดคาเฉลีย่เลขคณิตของน้ําหนักของกระเปา 5  ใบนีเ้ปน 16  กิโลกรัม แลว คามัธยฐาน 
และความแปรปรวนของน้ําหนักของกระเปาเดินทางทั้งหาใบนี้ตามลาํดับเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 15 ,4.58       2. 15.2 ,4.58  3. 15 ,4.116    4. 15.2 ,4.116  
28. ถาความสงูของนักเรียนหองหน่ึงมีการแจกแจงปกติที่มีมัธยฐานเทากับ 160  เซนติเมตร 
และมีนักเรียนที่สูงนอยกวา 158  เซนติเมตรอยู 34.46%  สัมประสิทธิ์การแปรผันของความ
สูงของนักเรียนหองนี้เทากับขอใดตอไปนี้ 
 ตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกต ิ

z 0.3 0.4 0.5 
A 0.1179 0.1554 0.1915 

 1. 1.563%       2. 2.432%  3. 3.125%       4. 4.346%  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 400   (2) 0.5   (3) 13   (4) 6   (5) 7   (6) 0.6   (7) 149.84   (8) 19 
ตอนที่ 2   (1) 4   (2) 1   (3) 2   (4) 1   (5) 2   (6) 1   (7) (ตอบ 180)   (8) 1   (9) 4   (10) 
3   (11) 2   (12) 4   (13) 4   (14) 1   (15) 3   (16) 2   (17) 2   (18) 2   (19) 4   (20) 2   
(21) 1   (22) 3   (23) 2   (24) 1   (25) 3   (26) 1   (27) 4   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2545 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให 21
f (x) 36 4x

3
= −  

ถา A {x | x [ 3,3]= ∈ −  และ f (x) {0,1,2,3}}∈  
แลว จํานวนสมาชิกของเซต A  เทากับเทาใด 
 

2. ถา a  และ b  เปนคําตอบของสมการ sin(2arcsin x) x=  โดยที่ a 0≠ , b 0≠  และ 
a b≠  แลว sin(arctan ab)  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให 8 4 2log (log (log x)) 2=  ถา n(2 )x 4=  แลว n  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 4 2
A

1 1
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1 0
I

0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ c  เปนจํานวนจริงที่นอยที่สุดที่ทําให 

det (A c I) 0− =     ถา 
1 c c

B c 1 c
c c 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 แลว 1
det ( B)

2
 เทากับเทาใด 

5. ให b  เปนจํานวนจริง และกําหนดให 
23x 1 ,0 x b

f (x)
1 ,x 0

⎧ + ≤ ≤
= ⎨

<⎩
 

ถา 
b

2

f (x)dx 12
−

=∫  แลว b  มีคาเทากับเทาใด 
 

6. ในการเรียงสับเปลีย่นตวัเลขทั้ง 7 ตวัในเซต {1,2,3,4,5,6,7}  จํานวนวิธีทีเ่รียงไดเลข 7 
หลัก ซ่ึงผลบวกของเลขโดดในหลักหนวยและหลักสบิมีคานอยกวา 7  เทากับเทาใด 
 

7. ขอมูลชุดหนึ่งเรียงลําดับจากนอยไปมากคือ a 4 5 6 b  ซ่ึงมีคาเฉลี่ยเลขคณติ และสวน
เบี่ยงเบนเฉลีย่เทากับ 6  และ 3  ตามลําดับ สัมประสิทธิข์องพิสัยของขอมูลชุดนี้เทากับเทาใด 
 

8. ตัวแทนจําหนายโทรทัศนสียี่หอหน่ึง ขายโทรทศันสี 3 ขนาด ในรอบป 2542, 2543, 2544 
ดวยราคาดังตอไปน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดของโทรทัศนสี 

2544 2542 
ราคาสัมพัทธในการหาดัชนีราคา 
ป 2543 เมื่อใชป 2542 เปนปฐาน 

20 นิ้ว 
29 นิ้ว 
34 นิ้ว 

9,639 
21,218 
38,885 

9,000 
20,000 
35,000 

1.02 
1.03 
1.10 

ดัชนีราคาโทรทัศนสีทั้ง 3 ขนาด อยางงายแบบใชคาเฉลี่ยราคาสัมพัทธของ พ.ศ. 2544 เม่ือใช 
พ.ศ. 2543 เปนปฐานเทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. สําหรับเซต X  ใดๆ ให P(X)  แทนเพาเวอรเซตของ X  และ n(X) แทนจํานวนสมาชิก
ของ X  ถา A  และ B  เปนเซตซึ่ง n(P(A B)) 4∩ =  และ n((A B) (A B)) 12∩ × ∪ =  
แลว n(P(A B) P((A B) (B A)))∪ − − ∪ −  เทากับขอใด 
 1. 16         2. 32    3. 48         4. 56  

2. ให S  เปนเซตคําตอบของอสมการ 3x 2
2

1x
−

≥
−

 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. S ( 1,0] (1, )= − ∪ ∞        ข. x[x S (x 2) S]∃ ∈ ∧ + ∉  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. กําหนดให a , b  เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง a  เปน ห.ร.ม. ของ b  และ 216  
ให 1q , 2q  เปนจํานวนเต็ม โดยที่ 1216 bq 106= + , 2b 106q 4= +  
ถา 3 2f (x) x ax bx 36= + + −  แลว เม่ือหาร f (x)  ดวย x a−  ไดเศษเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 192        2. 200    3. 236        4. 272  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา p , q  เปนประพจน โดยที่ p  มีคาความจริงเปนจริง 
และ q ( p q)→ ∨∼ ∼  เปนสัจนิรันดร แลว q  มีคาความจริงเปนจริง 
     ข. นิเสธของขอความ x[( P(x)) Q(x) ( R (x))]∃ ∧ ∧∼ ∼  
คือขอความ x[Q(x) (P(x) R (x))]∀ → ∨  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. กําหนดให P(x)  และ Q(x)  เปนประโยคเปด โดยที่ x[P(x)] x[ Q(x)]∀ →∃ ∼  มีคา
ความจริงเปนเท็จ เม่ือเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง ขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. x[P(x) Q(x)]∃ ∧ ∼   2. x[ P(x) Q(x)]∃ ∨∼ ∼  
 3. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼   4. x[P(x) Q(x)]∀ →  
6. กําหนดให k  เปนคาคงตวั และ r {(x,y) R R | x k x y k y }+ += ∈ × + = +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา k 1=  แลว r  เปนฟงกชัน  ข. ถา k 1= −  แลว r  เปนฟงกชัน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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7. กําหนดให 2

2 ,x 1

f (x) (x 1) , 1 x 2
x 1 ,x 2

≤ −⎧
⎪= − − < <⎨
⎪ + ≥⎩

 และ g(x) f (x) 2= +  

ถา k  เปนจํานวนเต็มที่นอยที่สุดที่ทําให g(k) 5>  แลว (gof)(k) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 5        2. 6   3. 7        4. 8  

8. กําหนดให f (x) x=  เม่ือ x 0≥  และ x ,0 x 1
g(x)

x 1 ,1 x
≤ <⎧

= ⎨
+ ≤⎩

 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1gof−  เปนฟงกชันเพ่ิมบน fR   ข. 1fog−  เปนฟงกชันเพ่ิมบน gR  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. นายดํายืนอยูบนสนามแหงหน่ึง มองเห็นยอดเสาธงเปนมุมเงย 60°  แตเม่ือเขาเดินตรงเขา
ไปหาเสาธงอีก 20  เมตร เขามองเห็นยอดเสาธงเปนมุมเงย 75°  ในขณะทีเ่ขามองเห็นยอด
เสาธงเปนมุมเงย 60°  น้ัน เขายืนอยูหางจากเสาธงเทากบัขอใดตอไปนี้ 

 1. 3
10(2 3)

2
+  เมตร  2. 1

10(2 3)
2

+  เมตร 

 3. 10(2 2 3)+  เมตร  4. 10(2 3)+  เมตร 
10. ถาไฮเพอรโบลา H มีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนยกลางของวงรี 

2 24x 9y 8x 36y 4 0+ − − + =  จุดยอดอยูที่จุดโฟกัสทั้งสองของวงรีน้ี และผานจุด (5,5)  
แลว จุดโฟกัสของไฮเพอรโบลา H คือจุดในขอใดตอไปนี้ 

 1. 7
(1 ,2)

11
−  และ 7

(1 ,2)
11

+       2. 8
(1 ,2)

11
−  และ 8

(1 ,2)
11

+  

 3. 9
(1 ,2)

11
−  และ 9

(1 ,2)
11

+       4. 10
(1 ,2)

11
−  และ 10

(1 ,2)
11

+  

11. กําหนดให 1

x 3
f (x)

2 2
= − +  เม่ือ x 1≤  และ 2f (x) 3x 2= −  เม่ือ x 1≥  

ถา P(a,b)  เปนจุดศูนยกลางของวงกลมที่มีรัศมียาว 7/ 5  หนวย 
และสัมผัสกราฟของ 1f  และ 2f  แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2−       2. 2 2   3. 6 2−           4. 6 2+  
12. ให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ 16 4 2log x log x log x 7+ + <  และ 
B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4x 3 2x 33 26(3 ) 1− −− ≥  แลว A B−  คือชวงในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
(0, )

2
      2. 3

[ , 16)
2

 3. (0, 3]       4. [3, 16)  
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13. ถา A  เปนเมตริกซซ่ึง 1

1 2 0
A 3 1 1

x 0 2

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

, x 0>  

และ det(2adj A) 1/18=  แลว x  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. x 5<       2. 5 x 9≤ <  3. 9 x 13≤ <       4. x 13≥  
14. กําหนดใหสมการจุดประสงคคือ P 2ax 3ay= +  โดยที่ a 0>  
อสมการขอจํากัดคือ 2x y 1000+ ≤ , x 3y 900+ ≤ , x 0≥  และ y 0≥  
ถาคาสูงสุดของ P  คือ 33,000  แลว a  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. 10 a 20< ≤      2. 20 a 30< ≤  3. 30 a 40< ≤      4. 40 a 50< ≤  
15. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ |BC| 1=

JJJK
, |CA| 2=
JJJK

 

ถา 1
u (CA 2CB)

3
= +

JJJK JJJK
, θ  เปนมุมระหวาง u  และ CB

JJJK
 

และ l 1
cos BCA

4
=  แลว cos θ  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
4

       2. 5
2

  3. 5

4 2
      4. 5

2 2
 

16. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยม โดยที่ |AB| c=
JJJK

, |BC| a=
JJJK

, |CA| b=
JJJK

 
ถา 2 2 2a b c 13+ + =  แลว AB BC BC CA CA AB⋅ + ⋅ + ⋅

JJJK JJJK JJJK JJJK JJJK JJJK
 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 13
2

      2. 13
2

−   3. 13
3

      4. 13
3

−  

17. กําหนดให 1z , 2z , 3z  เปนจํานวนเชิงซอน ซ่ึงมีสมบัติวา 31 2 1zz z= = =  และ 
1 2 3z z z 0+ + =  และให Re(z)  แทนสวนจริงของจํานวนเชิงซอน z  

พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1 2

1
Re(z z )

2
=     ข. 1 2 3z z =−  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
18. กําหนดให z  เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1 3 i− +  เปนรากที่ 5  ของ z  แลว รากที่ 2  ของ 
z  คือจํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)− − +  2. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)− − +  
 3. 2 2( 3 i), 2 2( 3 i)− + −  4. 2 2( 1 3 i), 2 2(1 3 i)− + −  
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19. กําหนดให log x , log (x 2)+ , log (x 16)+  เปนสามพจนแรกที่เรียงกันของลําดับเลข
คณิต ถา 10a  เปนพจนที่ 10  และ 10S  เปนผลบวก 10  พจนแรกของลําดับน้ีแลว ขอใด
ตอไปน้ีถูก 
 1. 10a 9log5 8log3= − , 10S 5[9log5 7log3]= −  
 2. 10a 9log5 8log3= − , 10S 5[9log7 2log3]= −  
 3. 10a 9log7 log3= − , 10S 5[9log5 7log3]= −  
 4. 10a 9log7 log3= − , 10S 5[9log7 2log3]= −  

20. กําหนดให a 0> , 
x

,x a
x 2

f (x)
x 1

,x a
x

⎧ <⎪ +⎪= ⎨
+⎪ ≥⎪⎩

 และ 2g(x) x=  

ถา 
x a x a

11
lim (fog)( x) lim (gof)(x)

a (a 2)+ −→ →
− =

+
 แลว a  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1       2. 3   3. 5        4. 9  
21. กําหนดให 2f (x) x 6x c= − +  โดยที่ c  เปนจํานวนจริง ถา a  และ b  เปนรากของ
สมการ f (x) 0=  และ 3a 2b 20+ =  แลว f (c)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 38−       2. 26−   3. 26        4. 38  
22. กําหนดให 2f (x) x 2 x= −  และ 2g(x) x 1= +  
(gof) ( 3) (fog) (3)′ ′− +  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 132−       2. 84−   3. 84        4. 132  
23. กําหนดให f (x) ax′′ =  เม่ือ a  เปนคาคงตวั ถาเสนตรง 2x y 6 0+ − =  สัมผัสกับ

กราฟของ f  ที่จุด (1,4)  และ f (0) 8=  แลว 
1

0

f (x)dx∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 22
4

       2. 23
4

  3. 42
4

       4. 43
4

 

24. ถุงใบหนึ่งมีลูกกวาดขนาดเดียวกัน เปนสีแดง 24 เม็ด ที่เหลือเปนลูกกวาดสีขาวและ
ลูกกวาดสีเขียว ถาสุมหยิบลูกกวาดขึ้นมา 1 เม็ด ความนาจะเปนทีจ่ะไดลูกกวาดสีขาวหรือสี
เขียวเทากับ 5/6  และความนาจะเปนที่จะไดลกูกวาดสีเขียวหรือสีแดงเทากับ 3/4  แลว 
จํานวนลูกกวาดสีเขียวเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 36        2. 60   3. 72        4. 84  
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25. ชมรมกีฬาของโรงเรียนแหงหน่ึงมีสมาชิกทั้งหมด 80 คน สมาชิกทุกคนตองเลนกีฬาอยาง
นอยหนึ่งอยาง และมีสมาชิกเปนนักฟุตบอล 49 คน นักบาสเกตบอล 40 คน นักเทนนิส 33 คน 
นักกีฬาทั้งสามอยาง 5 คน นักเทนนิสอยางเดียว 10 คน นักบาสเกตบอลอยางเดียว 13 คน นัก
บาสเกตบอลและนักเทนนสิ 13 คน ความนาจะเปนในการเลือกประธาน รองประธาน และ
เลขานุการของชมรมตําแหนงละ 1 คน จากสมาชิกทั้งหมด โดยที่ประธานตองเปนนักกีฬาทั้ง
สามอยาง และรองประธานจะตองเปนนักกีฬาอยางนอย 2 อยาง เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9
316

      2. 11
316

  3. 15
632

      4. 23
632

 

26. ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตนทุนการผลิตสินคาตอหนวย ( Y ) (หนวยเปนบาท) กับ
จํานวนสินคาที่ผลติไดในแตละวัน (X ) (หนวยเปนชิ้น) ของโรงงานแหงหน่ึงที่ไดจากการเก็บ
ขอมูลตั้งแตวนัที่ 1 – 30 กันยายน 2545 อยูในรูปสมการ Y 8 0.5X= −  ถาจํานวนสินคาที่
โรงงานแหงน้ีผลิตไดในวันที่ 1 – 4 ตุลาคม 2545 เปน 4, 2, 8, 10  ชิ้น ตามลําดับ แลว ความ
แปรปรวนของตนทุนการผลิตสินคาตอหนวยที่ทํานายไดในชวงเวลาดังกลาว เทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 2.5        2. 10   3. 17.5       4. 22.5  
27. ถาน้ําหนักของนักเรียนชั้นอนุบาลในโรงเรียนแหงหน่ึงมีการแจกแจงปกติ โดยมีคามัธยฐาน
เปนสามเทาของสวนเบี่ยงเบนมาตรฐาน และ 55.57  เปอรเซ็นตของนักเรียนกลุมน้ีมีนํ้าหนัก
นอยกวา 15.7  กิโลกรัม แลว เปอรเซ็นตของนักเรียนกลุมน้ีที่มีนํ้าหนักอยูระหวาง 13  
กิโลกรัม ถึง 18  กิโลกรัม เทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐาน ที่อยูระหวาง 0 ถึง z 

z 0.13 0.14 0.2 0.4 0.6 0.7 
พ้ืนที่ 0.0517 0.0557 0.0793 0.1554 0.2258 0.2580 

 1. 30.51%       2. 33.73%  3. 38.12%       4. 41.34%  
28. ในการสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรยีนหองหน่ึง ซ่ึงมีคะแนนเต็ม 70  คะแนน มี
สัมประสิทธิข์องการแปรผันของคะแนนเทากับ 2/7  ถานายบัณฑิตสอบได 65  คะแนน ซ่ึงคิด
เปนคะแนนมาตรฐานเทากบั 3  และนางสาวบังอรสอบไดคะแนนซึ่งคิดเปนคามาตรฐานเทากับ 
1.9  แลว นางสาวบังอรสอบไดคะแนนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 50  คะแนน      2. 52  คะแนน 3. 54  คะแนน      4. 56  คะแนน 
 
 

เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 5   (2) 0.6   (3) 127   (4) 0.625   (5) 2   (6) 1440   (7) 0.8   (8) 102.14 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 2   (3) 2   (4) 1   (5) 4   (6) 2   (7) 3   (8) 1   (9) 4   (10) 4   (11) 3   
(12) 1   (13) 3   (14) 2   (15) 4   (16) 1   (17) 3   (18) 4   (19) 4   (20) 2   (21) 1   (22) 3   
(23) 2   (24) 4   (25) 1   (26) 1   (27) 3   (28) 3 
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โจทยเอ็นทรานซ : มีนาคม 2546 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x x 1> −  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 5
0

(x 1)(x 3)
−

≥
+ +

 

ถา A B−  คือชวง (a,b)  แลว a b+  มีคาเทากับเทาใด 
 

2. ในรูปสามเหลี่ยม ABC  ถา A 30= °  ดาน BC  ยาว 2  เซนติเมตร และดาน AC  ยาว 3  
เซนติเมตร แลว 4sin3B  มีคาเทาใด 
 

3. ถา 9log 3 , x
9log (3 2)− , x

9log (3 16)+  เปนสามพจนแรกที่เรียงกันในอนุกรมเลขคณิต 
และ S  เปนผลบวกของสี่พจนแรกของอนุกรมนี้ แลว S3  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให A  และ B  เปนเมตริกซขนาด 2 2×  

ถา 5 4
A 2B

8 16
⎡ ⎤

+ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 และ 2 1
A B

1 5
⎡ ⎤

− = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
 แลว 1det(2A B)−  มีคาเทากบัเทาใด 

 

5. กําหนดสมการจุดประสงคคือ P 3x 2y= +  โดยมีอสมการขอจํากัดคือ 0 x 4≤ ≤  และ 
6 x y 7≤ + ≤  แลว คาสูงสดุของ P  เทากบัเทาใด 
 

6. ถา u 4i 3 j= + , v u=  และ 8u v =+  แลว u v⋅  มีคาเทาใด 
 

7. สลาก 11 ใบ มีหมายเลข 1 ถึง 11 กํากับอยูใบละ 1 หมายเลข สุมหยิบสลากมา 4 ใบ ความ
นาจะเปนที่สลากที่หยิบมา มีผลคูณของหมายเลขเปนจํานวนคู แตผลบวกของหมายเลขเปน
จํานวนคี่ มีคาเทาใด (ตอบทศนิยม 2 ตําแหนง) 
 

8. กําหนดตารางแจกแจงความถี่ของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตรของนักเรียนหองหน่ึงดังน้ี 
คะแนน ความถี่ 
16 – 18 
19 – 21 
22 – 24 
25 – 27 
28 – 30 

a 
2 
3 
6 
4 

ถาควอรไทลที่หน่ึง ( 1Q ) เทากับ 18.5  คะแนน แลว มัธยฐานของคะแนนสอบวิชาคณติศาสตร
ของนักเรียนหองนี้เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A {1,2}= , B {1,2,3,...,10}=  
เซต 1 1{ f | f : A − B>  และมี x A∈  ซ่ึง f (x) x}=  มีจํานวนสมาชิกเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 16        2. 17   3. 18        4. 19  
2. ให p , q  และ r  เปนประพจน พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา [(p r) q] (p q)∧ ∧ → ∧∼ ∼  เปนเท็จ แลว (p q) r∨ →  เปนจริง 
     ข. ถา q r∨ ∼  เปนเท็จ แลว [p (q r)] q∨ → → ∼  เปนเท็จ 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
3. กําหนดให p , q , r  และ s  เปนประพจน ในการอางเหตุผล 
ถา “เหต”ุ คือ 1. (p q) (r s)∨ → ∧  
        2. r s→ ∼  
แลว ประพจนในขอใดตอไปนี้เปน “ผล” ที่ทําใหการอางเหตุผลมีความสมเหตุสมผล 
 1. p        2. q   3. p q∧∼ ∼       4. p q∧∼  
4. ให A , B  และ C  เปนเซตซึ่ง n(A B) 16∪ = , n(A) 8= , n(B) 14= , n(C) 5=  และ 
n(A B C) 2∩ ∩ =  คาสูงสุดของ n[(A B) (C A)]∩ × −  ที่เปนไปได เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 12   3. 18        4. 24  
5. กําหนดให I  คือเซตของจํานวนเต็ม และ S {x | 1 1 50}x 1 x 1= − ⋅ + <− −  
จํานวนสมาชกิของเซต S I∩  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 13        2. 14   3. 15        4. 16  
6. กําหนดให f  และ g  เปนฟงกชัน ซ่ึง f (x) 0<  ทุก x  

ถา 2(gof)(x) 2[f (x)] 2 f (x) 4= + −  และ 1 x 1
g (x)

3
− +

=  แลว 

พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. gof  เปนฟงกชันคงตัว            ข. f (100) g(100) 300+ =  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
7. กําหนดให 2f (x) (x 1)= − −  ทุก x 1≤  และ g(x) 1 x= −  ทุก x 1≤  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1f (x) 1 x− = −  ทุก x 0≤            ข. 1 1 1 3
(g of )( )

4 4
− − − =  
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ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
8. กําหนดให r {(x,y) | 0 x, 0 y 5= ≤ ≤ ≤  และ 2 2x y 2x 6y 8}− − + ≤  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. rD [0,3]=              ข. ถา 0 c<  และ (3,c) r∈  แลว c 5=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

9. ถา arccos x arcsin x
6

− =
π  แลว arccos x arctan 2x−  มีคาเทากับขอใด

ตอไปน้ี 

 1. 
12
π        2. 5

12
π   3. 7

12
π        4. 11

12
π  

10. ให E  เปนวงรีซ่ึงผลบวกของระยะทางจากจุดใดๆ บนวงรี E  ไปยังจุด ( 3,2)−  และ 
(5,2) เทากับ 12  หนวย ถา A  และ B  เปนจุดยอดของวงรี E  และวงรี E  ตัดแกน y  ที่จุด 
C  และ D  แลว พ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 10 5  ตารางหนวย   2. 20 5  ตารางหนวย 
 3. 10 7  ตารางหนวย   4. 20 7  ตารางหนวย 
11. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ A(a,1) , B( 5, 4)− − , C(1, 2)− , D(2,3)  เปนจุด
ยอดของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  ถา L  เปนเสนตรงทีต่ั้งฉากกับ AC  และผานจุด
กึ่งกลางของดาน AC  แลว สมการของเสนตรง L  คือสมการในขอใดตอไปนี้ 
 1. 5x 3y 6 0− + =    2. 5x 3y 6 0− − =  
 3. 5x 3y 9 0+ + =    4. 5x 3y 9 0+ − =  
12. เซตคําตอบของอสมการ x 2(4 2) log(1 x ) 0− − >  เปนสับเซตของเซตในขอใดตอไปน้ี 
 1. ( 2, 1/2)−       2. ( 1/2, 2)−  3. (0, 10)      4. (1/2, 20)  

13. กําหนดให 
x 2 x x 1

A 0 x x 1
x 1 1 x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

 และ x x 1
B

2x 3
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ถา x  เปนจํานวนจริงที่ทําให det (A) 0=  แลว adj B  คือเมตริกซในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3 2
2 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    2. 3 0
2 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 3. 3 3
4 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

    4. 3 1
4 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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14. ให A , B  เปนจุดสองจุดบนเสนตรง y 2x=  ถาจุด C ( 2,1)−  ทําให CA CB 0⋅ =
JJJK JJJK

 
และ CA CB=

JJJK JJJK  แลว รูปสามเหลี่ยม ABC  มีพ้ืนที่เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 5  ตารางหนวย   2. 10  ตารางหนวย 
 3. 5  ตารางหนวย   4. 10  ตารางหนวย 
15. กําหนดให 1z , 2z , 3z  เปนรากของสมการ 3(1 i) z 2− =  โดยที่ 1z , 2z , 3z  อยูใน 
ควอดรันตที่ 1 , 2 , 3  ตามลําดับ 2

1 3 2z z z+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 2i−        2. 2i   3. 2−        4. 2  
16. กําหนดให a , b  เปนจํานวนจริง และ 4 3 2f (x) x 6x 15x ax b= − + + +  ถาจํานวน
เชิงซอน 1 i+  และ 2 i+  เปนรากของ f (x)  แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 10−      2. 8−   3. 8        4. 10  

17. 2 2
3x 0

1
lim 1 x 1 x (1 x)(1 x ) (1 x)(1 x )

x→
⎡ ⎤+ − − − + − + − −⎣ ⎦  มีคาเทากับขอใด

ตอไปน้ี 

 1. 0       2. 1
4

  3. 1
2

       4. 1 

18. กําหนดให f  และ g  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่จุด x 4=  และ 

2

x 4
f (x) ,x 4

g(x) x 2

4 kx ,x 4

⎧ −⎛ ⎞
≠⎪ ⎜ ⎟= −⎨ ⎝ ⎠

⎪ − =⎩

    โดยที่ k  เปนคาคงตวั 

ถากราฟของ f  ตัดเสนตรง y x 1= +  ที่จุดซึ่ง x 4=  แลว k  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. ( 3, 1)− −      2. ( 2, 0)−   3. ( 1, 1)−       4. (0, 2) 

19. กําหนดให f  เปนฟงกชันซึ่ง f (x) 2x 1′′ = +  ถาคาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับ 1
2

 ที่ 

x 1= −  แลว คาต่ําสดุสัมพัทธของ f  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1−       2. 1
3

−   3. 0        4. 1
3

 

20. ในการจัดไปทัศนศึกษาครั้งหน่ึง ผูจัดคิดคาบริการเปนเง่ือนไขดังน้ี 
ถามีผูรวมเดินทาง 50 คน ผูจัดจะคิดคาบริการอัตราหนึ่ง 
ถามีผูรวมเดินทาง 51 คน คาบริการจะลดลงคนละ 2 บาท 
ถามีผูรวมเดินทาง 52 คน คาบริการจะลดลงคนละ 4 บาท 
ถามีผูรวมเดินทาง 53 คน คาบริการจะลดลงคนละ 6 บาท เปนเชนน้ีเรื่อยไป 
ปรากฏวา ถามีผูรวมเดินทาง 90 คน แลวจะเก็บคาบรกิารไดมากที่สุด 
ถามีผูรวมเดินทาง 100 คน จะเก็บคาบริการไดทั้งหมดเปนเงินเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 16,000 บาท      2. 16,200 บาท 3. 16,400 บาท      4. 16,600 บาท 
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21. ถาความชันของเสนโคง y f (x)=  ที่จุด (x,y)  ใดๆ เทากับ 2x 3x 2− +  และ 
2

0

f (x)dx 4=∫  แลว จุด (x,y)  ในขอใดตอไปน้ีอยูบนเสนโคง y f (x)=  

 1. 4
(0, )

3
      2. 4

(0, )
3

−  3. 13
(1, )

4
      4. 13

(1, )
4

−  

22. กําหนดให A  เปนบริเวณในระนาบ xy  ซ่ึงปดลอมดวยพาราโบลา 2y x 7= −  และแกน 
x  จาก x 0=  ถึง x a=  เม่ือ a  เปนคาคงตัว ถาพื้นที่ของบริเวณ A  สวนที่อยูเหนือแกน 
x  มากกวาพื้นที่ของบริเวณ A  สวนที่อยูใตแกน x  เทากับ 2a  ตารางหนวย แลว a  คือ
จํานวนในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 3       2. 3 3   3. 5        4. 7  
23. มีคนงานหญิง 6 คน และคนงานชาย 8 คน ซ่ึงมีนายดํารวมอยูดวย ถาจะเลือกคนงาน 4 คน 
ไปทํางานที่ตางกัน 4 ประเภท โดยใหเปนหญิง 2 คน เปนชาย 2 คน และใหมีนายดํารวมอยูใน 
4 คนนี้ดวย จํานวนวธิีการเลือกคนงานดังกลาวจะเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1920  วิธี      2. 2400  วิธ ี 3. 2520  วิธี      4. 2880  วิธ ี
24. นายกวีและนายขจรไดรับเชิญไปงานเลี้ยง ซ่ึงมีผูไดรับเชิญทั้งหมด 20 คน เจาภาพจัด (โดย
สุม) ใหผูรวมงานนั่งโตะกลม 2 โตะ ๆ ละ 10 ที่น่ัง ความนาจะเปนที่นายกวีและนายขจรจะไดน่ัง
ติดกันในโตะตัวเดียวกันเทากับขอใด 

 1. 1
19

       2. 2
19

  3. 2
9

       4. 4
9

 

25. จากการศึกษาความสัมพันธระหวางยอดขาย ( Y ) (หนวยเปนหม่ืนบาท) ของพนักงานขาย
ประกันในบรษิัทประกันภัยแหงหน่ึงกับประสบการณการขาย (X ) (หนวยเปนป) ของพนักงาน
ขาย โดยเก็บขอมูลจากพนักงานขายประกัน 8  คน ไดขอมูลดังน้ี 

8

i
i 1

X 48
=

=∑ , 
8

i
i 1

Y 41
=

=∑ , 
8

i i
i 1

X Y 286
=

=∑ , 
8

2
i

i 1

X 348
=

=∑      พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. ถาพนักงานขายประกันคนหนึ่งมีประสบการณการขาย 6  ป ยอดขายโดยประมาณของ
พนักงานคนนี้เทากับ 51,250  บาท 
     ข. ประสบการณการขายเพิ่มขึ้น 1 ป ทําใหยอดขายประกันเพ่ิมขึ้น 11,250  บาท 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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26. ในการสอบครั้งหน่ึง มีผูเขาสอบจํานวนหนึ่งซ่ึงมีนายคณิตและนายวิทยารวมอยูดวย โดยที่
คาเฉลี่ยเลขคณิตของผลการสอบเทากับ 60  คะแนน และสัมประสิทธิข์องการแปรผันเทากับ 
0.25  นายคณิตสอบไดมากกวานายวิทยา 9  คะแนน และผลบวกของคามาตรฐานของ
คะแนนของคนทั้งสองเทากับ 1.5  
ถาให A =  คามาตรฐานของคะแนนของนายคณิต และ B =  คะแนนของนายวิทยา 
แลว A  และ B  เปนจริงตามขอใดตอไปน้ี 
 1. A 0.45= , B 65.75=  คะแนน 2. A 0.45= , B 66=  คะแนน 
 3. A 1.05= , B 66.75=  คะแนน 4. A 1.05= , B 68=  คะแนน 
27. การแจกแจงความสูงของนักเรียนกลุมหนึ่งเปนการแจกแจงปกติ ถานักเรียนที่มีความสูง
มากกวา 149.4  เซนติเมตร มีอยู 3%  และนักเรียนที่มีความสูงนอยกวาฐานนยิมแตมากกวา 
136.5  เซนติเมตร มีอยู 25.8%  แลว ขอใดตอไปน้ีคือฐานนิยม และความแปรปรวนของ
ความสูงของนักเรียนกลุมน้ีตามลําดับ 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตเสนโคงปกติมาตรฐานที่อยูระหวาง 0  ถึง z  

z 0.3 0.7 1.49 1.88 
พ้ืนที่ 0.1179 0.2580 0.4139 0.4700 

 1. 144.4 , 5        2. 144.4 , 25  3. 140 , 5       4. 140 , 25  
28. รานสุขสวสัดิ์จําหนายเสื้อนักเรียนยี่หอหน่ึง โดยที่ราคาของเสื้อนักเรียนในป 2544 และ 
2545 เปนดังน้ี 

ราคา (บาท) 
ขนาดเสื้อนักเรียน 

2544 2545 
เล็ก 
กลาง 
ใหญ 

100 
115 
125 

105 
125 
130 

ถาดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2544 เทียบกบั พ.ศ. 2543 เทากับ 1.19 แลว 
ดัชนีราคาอยางงายแบบใชราคารวมของ พ.ศ. 2545 เทียบกับ พ.ศ. 2543 เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.06       2. 1.12  3. 1.16       4. 1.26 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 5.5   (2) 2.25   (3) 243   (4) 8   (5) 18   (6) 7   (7) 0.48   (8) 24.5 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 4   (3) 3   (4) 3   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 4   (9) 1   (10) 4   (11) 1   
(12) 1   (13) 4   (14) 3   (15) 1   (16) 2   (17) 3   (18) 2   (19) 4   (20) 1   (21) 1   (22) 2   
(23) 3   (24) 2   (25) 2   (26) 3   (27) 4   (28) 4 
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โจทยเอ็นทรานซ : ตุลาคม 2546 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. กําหนดให A,B  เปนเซต ซ่ึง n(A) a, n(B) b= =  ถา n[(A B) (B A)] 7− ∪ − =  และ 
n(A B) 40× =  แลว n({C | C A B⊆ ∪  และ n(C) 2})≤  เทากับเทาใด 
 

2. กําหนดให a 0>  และ 2f (x) ax ,x 0= ≥  และ 3g(x) x=  

ถา 1(f og)(4) 2− =  แลว 
1

1

f (64)
g (64)

−

−
 มีคาเทากับเทาใด 

 

3. กําหนดให 3 2f (x) x kx mx 4= + + +  เม่ือ k  และ m  เปนคาคงตวั 
ถา x 2−  เปนตัวประกอบหนึ่งของ f (x)  และ เม่ือนํา x 1+  ไปหาร f (x)  เหลือเศษ 3  แลว 
คาสัมบูรณของ k m+  เทากับเทาใด 
 

4. 4 4
1 cos( (arccos arctan ))

2 5 3
+ + −

π  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. กําหนดเวกเตอร a, b, c  ดังน้ี a 4i 2 j= − , a b 6 i 4 j+ = +  และ 

1 2c c i c j= +  โดยที่ 1c 0> , 2c 0>  และ 2 17c =  
ถา c  ตั้งฉากกับ (a b)−  แลว 1 2c c+  มีคาเทากับเทาใด 
 

6. กําหนดใหเสนตรง y 6x 5= − −  สัมผัสเสนโคง y f (x)=  ที่จุด x 1= −  ถา 
3 2f (x) ax bx 3= + −  เม่ือ a, b  เปนจํานวนจริงแลว คาสูงสุดสัมพัทธของ f  เทากับเทาใด 

 

7. ในการศึกษาความสัมพันธเชิงฟงกชันของปริมาณนมโดยเฉลี่ย (ลติร) ที่เด็กแตละคนในตําบล
หน่ึงบริโภคตอป ( Y ) ระหวางป พ.ศ. 2538 – 2545 พบวา เม่ือเปลี่ยนชวงเวลาใหอยูในรูปของ
คา X  ดังน้ี 

พ.ศ. 2538 2539 2540 2541 2542 2543 2544 2545 
X -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 

จะไดสมการแสดงความสัมพันธ (ทศนิยม 2 ตําแหนง) เปน Y 0.54X 38.85= +  
ถาใชความสัมพันธน้ีทํานายปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแตละคนในตําบลนี้บริโภคใน พ.ศ. 2547 
แลว จะไดวาปริมาณนมโดยเฉลี่ยที่เด็กแตละคนบริโภคโดยประมาณ เทากับเทาใด 
 

8. ขอสอบชุดหนึ่งมี 2 ตอน ตอนละ 4 ขอ มีคําสั่งใหผูสอบทําขอสอบตอนที่หน่ึงอยางนอย 1 ขอ 
และทําขอสอบตอนที่สอง 2 ขอ จํานวนวิธีทีผู่สอบจะทําขอสอบชุดนี้ เทากับเทาใด 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา a, b  และ c  เปนจํานวนเต็มซ่ึง a| (2b c)−  และ 2a | (b c)+  แลว a| 3c  

     ข. ถา 
2x 2x 2

x 2
A {x R | 1}

− +

−
= ∈ <  และ 3 2B {x R | x 2x 0}= ∈ − <  แลว A B=  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
2. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p q∧    ข. เหต ุ      1) P(x) Q(x)→ ∼  
  2) (q r) (s p)∨ → ∧         2) Q(x) R (x)∨  
  3) p r→ ∼        ผล      P(x) R (x)→  
         ผล  s r∧ ∼  
ขอความใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผลทัง้คู      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผลทั้งคู 
3. ใหเอกภพสัมพัทธคือเซตของจํานวนจริง 
ถา P(x)  แทนขอความ 2x 3x 0− <  และ Q(x)  แทนขอความ 1/32 log x 1− < < −  แลว 
ประโยคในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. x[P(x) Q(x)]∀ →   2. x[Q(x) P(x)]∀ →  
 3. x[ P(x) Q(x)]∀ →∼   4. x[P(x) Q(x)]∀ → ∼  
4. กําหนดให f, g  เปนฟงกชันซึ่ง fD [0, )= ∞  โดยที่ 1 2f (x) x− = , x 0≥  และ 

1 2g (x) (f (x)) 1− = + , x 0≥  ถา a 0>  และ f (a) g(a) 19+ =  แลว 
1 1f (a) g (a)− −+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 273     2. 274  
 3. 513     4. 514  

5. กําหนดให a 0>  และ 
x

3

a(10 ) ,x 1
g(x)

x 1 ,x 1

⎧ − <⎪= ⎨
− ≥⎪⎩

 

ถา gR ( 2.5, )= − ∞  แลว พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1g (a 1) log 2− − =   ข. 1

3

log(4|x|) ,x 0
g (x)

x 1 ,x 0
−

<⎧⎪= ⎨
+ ≥⎪⎩

 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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6. ให 
2x 4

r {(x,y) | y }
x 2

−
= =

−
 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. r4 R∈     ข. 1r
R [0,4) (4, )− = ∪ ∞  

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
7. ให H เปนไฮเพอรโบลา 2 212y 4x 72y 16x 44 0− + + + =  ซ่ึงมีจุดโฟกัสคือ 1F  และ 2F  
ให E  เปนวงรีซ่ึงมีจุดศูนยกลางรวมกับ H โดยมี 1F  และ 2F  เปนจุดยอด และสัมผัสแกน y  
ถา E  ตัดแกน x  ที่จุด A  และ B  แลว AB  ยาวเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 8  หนวย      2. 7  หนวย 3. 6  หนวย      4. 5  หนวย 
8. กําหนดใหวงกลม C  มีจุดศูนยกลางอยูที่จุดโฟกัสของพาราโบลา 2y 1 (8 x)= − −  ถา
เสนตรง 3x 4y 5 0− + =  เปนเสนสัมผัสวงกลม C  แลว จุดในขอใดตอไปนี้อยูบนวงกลม C  
 1. (0, 1 5)+     2. (1 2 2, 0)−  
 3. ( 1, 1)− −     4. (2, 2)−  

9. ถา sin A 2
sin B 3

=  และ cos A 1
cos B 2

=  แลว 2tan B  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4        2. 3 2   3. 1       4. 2 3  
10. ถา a, b  เปนคําตอบของสมการ x x 1 x 26 3 2 12 0+ +− − + =  แลว 
คําตอบของสมการ 2x 1 x(ab) (ab 3)+ = +  เทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. log 3
log 2 log 3−

   2. log 4
log 7 log 16−

 

 3. 
3

1
log 8 2−

    4. 
2

1
log 5 2−

 

11. กําหนดให S  เปนเซตคาํตอบของอสมการ x
x 3log 1
x 1
+⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟

⎝ − ⎠
 และ 

3
T {log x | x S}= ∈  แลว T  เปนสับเซตของชวงใดตอไปน้ี 
 1. [0,2]      2. [1,3]  3. [1/2,5/2]           4. [1/3,7/3]  

12. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ 
a 1 2a 6

A 6 a 3
a 2 a

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ถา 11M (A) 18=  และ 22M (A) 12= −  แลว 31C (A) เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 57−       2. 33−   3. 15−       4. 3−  
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13. กําหนดให a  เปนจํานวนจริง และ 
1 0 2

A 0 3 0
4 0 a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ถา a 10>  และ det (adj A) 225=  แลว a  มีคาเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 11        2. 12   3. 13        4. 14  
14. กําหนดสมการจุดประสงคคือ 2P (x,y) (a 1)x ay= − +  โดยที่ a  เปนจํานวนจริงบวก 
ซ่ึง 2a a 2 0− − ≥  และมีอสมการขอจํากัดคือ 2 x 4≤ ≤ , y 1≥  และ x y 7+ ≤  ถา
คาสูงสุดของ P (x,y)  เทากับ 41 แลว a  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [2,2.5)       2. [2.5,3)  3. [3,3.5)       4. [3.5,4)  
15. กําหนดให ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา และ D  เปนจุดบนดาน BC  ซ่ึงทําให 
|BD|:|BC| 1 : 3=
JJJK JJJK

 พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 3AD 2 AB BC= +
JJJK JJJK JJJK

  ข. 21
AD BC |BC|

6
⋅ = −

JJJK JJJK JJJK
 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
16. กําหนดจํานวนเชิงซอน 1z a= , 2z b (cos i sin )= θ + θ  โดยที่ a 0> , b 0>  
และ 0 2< θ < π  ถา 1 2 1 2 1 22i|z z |sin c z z dz zθ = +  โดยที่ c, d  เปนจํานวนจริง 
แลว 5c 2d+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4        2. 3   3. 2        4. 1 

17. ให z a bi= +  ซ่ึง b 0>  ถา z  สอดคลองกับ 
2

2

z 4z 32
1

z 64
+ −

=
−

 และ z z 61=  

แลว a b+  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 9        2. 10   3. 11        4. 12  
18. กําหนดให 2f (x) | x 4x |= +  และ 2g(x) | x 16 |= −  
ถา a, b  เปนคําตอบทั้งสองของสมการ f (x) g(x)=  แลว 

x a x b

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g(x)→ →
+  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
2

       2. 5
6

  3. 1
2

       4. 1
3

 

19. ให x  เปนจํานวนจริง ซ่ึง |x| 1<  ถาอนุกรม 
2 2 2 3 31 1 1

1 (1 x)( ) (1 x x )( ) (1 x x x )( ) ...
2 2 2

+ + + + + + + + + +  มีผลบวกเทากับ 16
7

 แลว 

x  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
3

−        2. 1
4

−   3. 1
3

       4. 1
4
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20. กําหนดให g  เปนฟงกชันพหุนาม และ f (x) xg(x)=  ถา 3 2f (x) 4x 9x′ = +  และ 

f (0) 0=  แลว f (x)d
g(x 1)dx
⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 ที่จุด x 2= −  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4−        2. 2−   3. 2        4. 4  
21. กําหนดให 2f (x) x 1= −  พิจารณาขอความตอไปนี้ 

     ก. 
1

1

4
f (x)dx

3−

=∫  

     ข. พ้ืนที่ที่ปดลอมดวยโคง y f (x)=  จาก x 1= −  ถึง x 1=  เทากับ 4
3

 ตารางหนวย 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
22. กําหนดให a, b  เปนจํานวนจริง และ 3 2f (x) x ax bx 1= + + +  ถา f (1) 15′ =  และ 
1

0

55
f (x)dx

12
=∫  แลว f (1) มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 9        2. 10   3. 11        4. 12  
23. กลองใบหนึ่งมีลูกแกวขนาดเดียวกัน 3 สี เปนสีขาว 4 ลูก สีแดงและสีเขียวมีจํานวนเทากัน 
เม่ือสุมหยิบลกูแกวมา 2 ลูก ความนาจะเปนที่จะไดลูกแกวสีขาวทั้ง 2 ลูกเทากับ 2/15  ถาสุม
หยิบลูกแกวมา 4 ลูก ความนาจะเปนที่จะไดลูกแกวเปนสีเขียว 1 ลูก และสีแดงอยางนอย 1 ลูก 
เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 30
70

       2. 31
70

  3. 29
35

       4. 33
35

 

24. ในการยืนเรียงเปนแถวตรงของนักเรยีนชาย 6 คน และนักเรียนหญิง 4 คน ถาความนาจะ
เปนที่ไมมีนักเรียนหญิงสองคนใดยืนติดกันเลย เทากบั a  และความนาจะเปนที่นักเรียนหญิง
ทั้งหมดตองยืนติดกันเทากบั b  แลว a b+  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 0.20       2. 0.25   3. 0.30       4. 0.35  
25. ในการสํารวจน้ําหนักตวัของนักเรียน 200 คน มีการแจกแจงความถี่ดังน้ี 

นํ้าหนักตัว (ก.ก.) ความถี่ 
19 – 22 
23 – 26 
27 – 30 
31 – 34 
35 – 38 

20 
60 
30 
40 
50 

จงพิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. นํ้าหนักตัวของนักเรียน 200 คนนี้ มีฐานนิยมมากกวามัธยฐาน 
     ข. สัมประสิทธิข์องสวนเบี่ยงเบนควอรไทลของน้ําหนักตัวนักเรยีน 200 คนนี้เทากับ 0.15  
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ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
26. โรงงานแหงหน่ึงคัดเลือกคนงานจากผูสมัครเขาทํางานทั้งหมด โดยมีเง่ือนไขวาผูที่จะไดรับ
การพิจารณาคัดเลือกเขาทาํงานตองมีคามาตรฐานของอายุไมนอยกวา 1.5  และไมเกนิ 3.5  
ถาคาเฉลีย่เลขคณิตและความแปรปรวนของอายุของผูสมัครทั้งหมดเปน 23  ป และ a  ป2 
ตามลําดับ และถานําคามาตรฐานของอายุของผูสมัครทัง้หมดมาหาความแปรปรวนไดความ
แปรปรวนเทากับ a/4  แลว ผูสมัครที่อยูในขายที่จะไดรับการคัดเลือกเขาทํางานจะตองมีอายุ
ตามขอใดตอไปน้ี 
 1. ไมนอยกวา 26  ป และไมเกิน 37  ป       2. ไมนอยกวา 29  ป และไมเกิน 37  ป 
 3. ไมนอยกวา 26  ป และไมเกิน 30  ป       4. ไมนอยกวา 29  ป และไมเกิน 30  ป 
27. ในการสอบวิชาหนึ่งมีนักเรียนสอบสองหอง เปนหอง ก และหอง ข พบวาคะแนนสอบของ
ทั้งสองหองมีการแจกแจงปกติ โดยมีมัธยฐานเทากันและเทากับ a  สัมประสิทธิข์องการแปรผัน
ของคะแนนของนักเรียนหอง ก และหอง ข เทากับ c  และ c 5 a+  ตามลําดับ ถาในการสอบ
ครั้งน้ีเด็กหญิงสดซึ่งอยูหอง ก และเด็กหญิงใสซึ่งอยูหอง ข ทําคะแนนไดในตําแหนงเปอรเซน
ไทลที่ 78.81 ทั้งคู แลวเด็กหญิงใสไดคะแนนมากกวาเด็กหญิงสดเทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติดังน้ี 

z 0.70 0.80 0.90 
A 0.2580 0.2881 0.3159 

 1. 5        2. 4   3. 3.5        4. 2  
28. ใหป พ.ศ. 2539 เปนปฐาน ในการหาดัชนีราคาผูบริโภคตั้งแต พ.ศ. 2540 เปนตนไป สมมติ
วาดัชนีราคาผูบริโภคใน พ.ศ. 2540 เทากับ 104 และคาครองชีพใน พ.ศ. 2543 สูงกวาคาครอง
ชีพใน พ.ศ. 2540 เทากับ 25 เปอรเซ็นต ถานายสุจริตมีรายไดตอเดือนที่แทจริงใน พ.ศ. 2543 
เทากับ 20,000 บาท แลว เขามรีายไดตอเดือนเปนตัวเงินเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 23,000 บาท      2. 24,000 บาท 3. 25,000 บาท      4. 26,000 บาท 
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 56   (2) 0.5   (3) 4   (4) 1.28   (5) 10   (6) 5   (7) 44.79   (8) 90 
ตอนที่ 2   (1) 2   (2) 1   (3) 4   (4) 1   (5) 4   (6) 3   (7) 2   (8) ไมมีขอถูก   (9) 2   (10) 4   
(11) 1   (12) 2   (13) 3   (14) 3   (15) 3   (16) 2   (17) 3   (18) 1   (19) 4   (20) 1   (21) 3   
(22) 2   (23) 2   (24) 1   (25) 4   (26) 3   (27) 2   (28) 4 
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เตรียมเอ็นทรานซ : มีนาคม 2547 ชุดที่ 1 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ถา a  เปนจํานวนจริงที่นอยที่สุดที่ทําให 2x 4x 3 a− + ≤  
ทุกคา x  ซ่ึง 4x 11 5− ≤  แลว a  มีคาเทากับเทาใด 
 

2. กําหนดให 24sin x 11cosx 1 0+ − =  

แลว 2cot (x ) sec (x 3 )
2

+ + −
π π  มีคาเทากับเทาใด 

 

3. ถา 2 3 10
a a a alog (ax) 2 log (a x) 3 log (a x) ... 10 log (a x) 110+ + + + =  

เม่ือ 5a 0.5=  แลว จะไดวา x  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให cos sin
A

sin cos
θ θ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− θ θ⎣ ⎦
 ถา 4A I 0+ =  แลว คาของ sin 8θ  เทากับเทาใด 

 

5. กําหนด 
2k

k

       x           ,x 2
f (x)

( 8 1) x 8  ,x 2

⎧ ≤⎪= ⎨
− + >⎪⎩

 

ถา k  เปนจํานวนจริงที่ทําให f  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ x 2=  

แลวคาของ 
2

0

f (x) dx∫  เทากับเทาใด 
 

6. กลองใบหนึ่งมีลูกบอลสแีดง 7 ลูก และสีขาว 3 ลูก สุมลูกบอลจากกลองจํานวน 3 ลูกพรอม
กัน ความนาจะเปนที่จะไดลกูบอลสีขาว 2 ลูก หรือสีแดง 2 ลูก มีคาเทากับเทาใด 
 

7. ในจํานวนเด็ก 4 คน มีสองคนที่นํ้าหนักเทากัน และน้ําหนักนอยกวาอีกสองคนที่เหลือ ถาฐาน
นิยม มัธยฐาน และพิสัยของน้ําหนักของเด็กทั้ง 4 คนนี้ไดแก 40, 41 และ 6 กิโลกรัม ตามลําดับ 
แลวคาความแปรปรวนของน้ําหนักของเด็ก 4 คนนี้เทากับเทาใด 
 

8. ตารางแสดงราคาสินคา 3 ชนิดใน พ.ศ. 2534 ถึง พ.ศ. 2536 เปนดังน้ี ถาดัชนีราคาของ
สินคาทั้ง 3 ชนิดใน พ.ศ. 2535 และ 2536 เม่ือคิดโดยใชดัชนีราคาอยางงายแบบคาเฉลี่ยราคา
สัมพัทธ เพ่ิมจาก พ.ศ. 2534 รอยละ 10

3  และ 53  ตามลําดับแลว y x−  มีคาเทากับเทาใด 
 

ราคา (บาท) 
รายการสินคา 

2534 2535 2536 
เข็มขัดหนัง 800 800 600 
กระเปาหนัง x y 1,200 
รองเทาหนัง 1,000 1,000 1,100 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. จํานวนสมาชิกของเซต 
1 1{ f : (B A) −− (A B) | n(A) 8> − =  และ n(B) 6=  และ n(A B) 3}∩ =  

มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 6        2. 15   3. 60        4. 125  
2. กําหนด A B⊂  และ C {A,B}=  ถา P(C) แทนเพาเวอรเซตของ C  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. A P(C)∈  และ B P(C)∈       ข. A B C∪ ∈  และ A B C∩ ∈  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 

3. กําหนดให A  เปนเซตคําตอบของอสมการ x 1
2

x 2
−

>
+

 

f (x) (3 x)(2 x)= + − , 1
g(x)

x 3
=

+
 

และ c  เปนขอบเขตบนคานอยที่สุดของ f gA D ⋅∩  แลว c  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 4−        2. 2−   3. 0        4. 2  
4. ใหเอกภพสัมพัทธเปนเซตของจํานวนเต็ม ประพจนในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงเปนจริง 
 1. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ > ∨ ≤ → ∀ > ∨∀ ≤  
 2. ( )x[x 0] x[x 0] x[(x 0) (x 0)]∃ > ∧ ∃ ≤ →∃ > ∧ ≤  
 3. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ > → > → ∃ > →∀ >  
 4. ( )x[(x 0) (x 0)] x[x 0] x[x 0]∀ ≤ → ≤ → ∀ ≤ →∀ ≤  
5. พิจารณาการอางเหตุผลตอไปน้ี 
     ก. เหตุ 1) p q→ ∼   ข. เหต ุ      1) P(x) Q(x)∧  
  2) q r∨         2) Q(x) R (x)→  
  3) r∼          3) R(x) S(x)∨∼  
         ผล  p        ผล      S(x)  
ขอความใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก และ ข สมเหตุสมผลทัง้คู      2. ก สมเหตุสมผล แต ข ไมสมเหตุสมผล 
 3. ก ไมสมเหตุสมผล แต ข สมเหตุสมผล    4. ก และ ข ไมสมเหตุสมผลทั้งคู 
6. ให 2 2r {(x,y) | 9x 4y 18x 16y 11 0}= + − + − =  
แลว 1 1r r

D R− −∩  เปนสับเซตของชวงในขอใดตอไปน้ี 
 1. [ 5, 1]− −       2. [ 1,1]−   3. [1,3]      4. [3,5] 
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7. กําหนดให 2f (x) x 2x 1= + −  และ 3 2g(x) x 3x 3x 9= + + +  
แลว คาของ 1(fog )(7)−  เทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1−        2. 0   3. 1       4. 2  
8. กําหนดฟงกชัน f  และ g  ภายในเซตของจํานวนจริง \  

โดย f (x) 1 x= +  และ 1
g(x)

f (x)
=  พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 1(gof)
D {0}− = −\        ข. 1(gof)

R { 1}− = − −\  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. ถา 22arcsinx arcsin (2x 1 x ) arctan 3+ − =  

แลว arcsinx
5
+

π  มีคาอยูในชวงใดตอไปนี้ 

 1. ( , )
2 4

− −
π π       2. ( ,0)

4
−
π  3. (0, )

4
π       4. ( , )

4 2
π π  

10. ถา O  เปนจุดกําเนิด และ C  เปนจุดศูนยกลางของวงกลม 2 2x y 4x 8y 11 0+ + − + =  
แลว สมการของเสนตรง OC  และสมการของวงกลมที่มี OC  เปนเสนผานศนูยกลางเสนหนึ่ง 
ตรงกับสมการในขอใดตอไปน้ี 
 1. y 2x= −  และ 2 2x y 2x 4y 0+ + − =  

2. y 2x= −  และ 2 2x y 2x 4y 15+ + − =  
 3. y 2x=  และ 2 2x y 2x 4y 0+ + − =  

4. y 2x=  และ 2 2x y 2x 4y 15+ + − =  
11. กําหนดให E  เปนวงรีซ่ึงมีสมการเปน 2 26x 5y 12x 20y 4 0+ + − − =  และ H เปน
ไฮเพอรโบลาซึ่งมีจุดศูนยกลางรวมกับ E , มีจุดยอดทับจุดโฟกัสของ E  และมีความยาวแกน 
สังยุคเทากับความยาวแกนโทของ E  ขอใดตอไปน้ีเปนสมการของไฮเพอรโบลา H 
 1. 2 2x 5y 2x 20y 14 0− + + − =  2. 2 2x 5y 2x 20y 14 0− − − + =  
 3. 2 2x 5y 2x 20y 18 0− + + − =  4. 2 2x 5y 2x 20y 18 0− − − + =  

12. ถา x (1 x)2 9
A {x R | ( ) }

3 4
−= ∈ >  แลว 

เซต B  เปนชวงในขอใดตอไปนี้ที่ทําให B A '∩ = ∅  
 1. ( 2, 1)− −       2. ( 1,0)−   3. (0,1)       4. (1,2)  

13. ถา AB BA I= =  และ 
a 0 2

A 0 2 0
a 0 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 โดยที่ det (3I A) 8− =  แลว 

det (B adj A) มีคาเทากับเทาใด 
 1. 40−       2. 8−   3. 8        4. 40  
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14. กําหนดสมการจุดประสงคคือ P (x,y) (a/2)x 25y= +  โดยที่ a  เปนจํานวนจริงบวก 
และมีอสมการขอจํากัดคือ x 0≥ , y 0≥ , x y 5+ ≤  และ x 2y 8+ ≤  ถาคาสูงสุดของ 
P (x,y)  เทากับ 150  แลว a  มีคาอยูในชวงใดตอไปน้ี 
 1. [40,50)       2. [50,60)  3. [60,70)       4. [70,80)  
15. ถา u v=  แลวมุมระหวาง u  กับ v  ที่ทําให u v 2 u v+ = −  อยูในชวงในขอใด
ตอไปน้ี 

 1. [0, )
4
π       2. [ , )

4 2
π π   3. 3

[ , )
2 4
π π       4. 3

[ , )
4
π π  

16. ให ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน มีพ้ืนที่ 24  ตารางหนวย และ AB AD 3⋅ =
JJJK JJJK

 
ถา θ  คือมุมระหวาง AB

JJJK
 กับ AD

JJJK
 แลว tanθ  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 1/8        2. 1/4   3. 4        4. 8  
17. ถา z  เปนจํานวนเชิงซอนซึ่ง z 0≠  และ 3(5 12i)z ( 3 4i) 130 z− − + =  
แลว Re (z z)⋅  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 2        2. 2   3. 1

2
       4. 1

2
 

18. ให P(x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสาม ซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และสัมประสิทธิ์
ของ 3x  เปน 1 ถา x 2−  หาร P(x)  เหลือเศษ 5  และ (1 3 i)+  เปนรากหนึ่งของ P(x)  
แลวรากทีเ่ปนจํานวนจริงของ P(x)  คือคาในขอใดตอไปน้ี 

 1. 3
4

       2. 4
3

  3. 5
4

       4. 4
5

 

19. ให 

1x
,   x 1

1 x
f (x)

1 x
,   x 1

1 x

−⎧
<⎪

−⎪= ⎨
−⎪ >⎪ −⎩

 

ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. 

x 1
lim f (x)

−→
 และ 

x 1
lim f (x)

+→
 หาคาไมได 

 2. 
x 1
lim f (x) 0

−→
>  และ 

x 1
lim f (x) 0

+→
<  

 3. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) 2

− +→ →
+ =  

 4. 
x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) 2

− +→ →
+ = −  

20. กําหนดให g(x)  เปนฟงกชันพหุนาม และ 2f (x) (x 1) g(x)= −  
ถา x 2−  หาร f (x)  และ f (x)′  เหลือเศษ 3  และ 4  ตามลําดับ 

แลว คาของ 
x 2

dg
dx =

 เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 4        2. 1  3. 2−        4. 3−  
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21. กําหนด f  เปนฟงกชันทีมี่อนุพันธ และ 3F (x) (f(x)) 15= +  
ถา F(1) f (1) 4′= =  แลว F (1)′  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 1
2

       2. 3
2

  3. 8        4. 24  

22. ขอใดเปนขนาดของพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง y f (x)= , แกน x , แกน y  และเสนตรง 
x 2 0− =  

 1. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ 3f (x) 4x x= −  

 2. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ x
f (x) x

2
= −  

 3. 
2

0

f (x) dx∫  เม่ือ 3
f (x) 1

x 3
= +

−
 

 4. ถูกทุกขอทีก่ลาวมา 

23. ถาเสนโคงเสนหนึ่งมีสมการเปน 
4x

f (x) x
4

= −  

และ a  เปนจํานวนจริงที่ทําให 
2     a

a    

1
f (x) dx

4−

′′ = −∫  แลว 

ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงน้ี ณ จุดซึ่ง x a=  มีคาเทากับขอใดตอไปนี้ 

 1. 1
2

       2. 1
2

−   3. 3
2

       4. 3
2

−  

24. จํานวนวิธจัีดพนักงาน 6 คนเปน 3 กลุม เพ่ือทํางาน 3 อยางที่แตกตางกัน โดยแบงกลุมละกี่
คนก็ได เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 90        2. 180   3. 540       4. 1080  
25. ในการลากเสนเชื่อมระหวางจุดยอด 2 จุดใดๆ ของรูปสิบเหลี่ยมดานเทาที่แนบในวงกลม 
โดยที่เสนนั้นไมใชดานของรูปสิบเหลี่ยม ความนาจะเปนที่เสนทีล่ากขึ้นน้ีไมใชเสนรอบรูปและไม
ผานจุดศูนยกลางของวงกลมดวย เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 5
7

       2. 5
9

  3. 6
7

       4. 6
9

 

26. สมการแสดงความสัมพันธเชิงฟงกชนั ระหวางตนทุน ( Y : พันบาท) กับจํานวนสินคาที่ผลติ 
(X : รอยชิ้น) คือ Y 2X 5= +  
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
 ก. ถาจะผลิตสินคาเพิ่ม 200  ชิ้น คาดวาตนทุนจะเพ่ิม 9,000  บาท 
 ข. ถาตนทุนเปน 7,000  บาท คาดวาจะผลติสนิคาได 100  ชิ้น 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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27. ในการสอบยอยครั้งหน่ึงคะแนนเต็มคือ 100 คะแนน มีนักเรียนเขาสอบ 9 คนในวิชา
คณิตศาสตรและเคมี ไดคะแนนดังน้ี 
     คณิตศาสตร   :  70  70  70  78  79  80  90  91  92 
     เคมี    :  50  60  72  78  80  85  90  92  95 
ปรากฏวา สวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของคะแนนสอบวิชาคณิตศาสตร เทากับ 8.6 คะแนน และ
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนสอบวชิาเคมีเทากบั 14.2 คะแนน ถานายปญญาสอบวิชา
คณิตศาสตรและเคมีได 90 คะแนนเทากนัทั้งสองวิชา แลวขอสรุปขอใดตอไปน้ีถกู 
 1. เขาเรียนวชิาคณิตศาสตรไดดีกวาเคม ี
 2. เขาเรียนวชิาเคมีไดดีกวาคณิตศาสตร 
 3. เขาเรียนทัง้สองวิชาไดดีเทากัน เพราะคะแนนเทากนั 
 4. เขาเรียนทัง้สองวิชาไดดีเทากัน เพราะไดตําแหนงเปอรเซ็นไทลเดียวกัน 
28. คะแนนสอบของนักเรียนกลุมหน่ึงมีการแจกแจงปกติ มีคาเฉลี่ยเลขคณิตเทากบั 40 คะแนน 
สวนเบีย่งเบนมาตรฐานของคะแนนสอบเทากับ 10 คะแนน และมีนักเรียนที่สอบไดคะแนนที่คิด
เปนคามาตรฐานระหวาง -1 และ 1 อยู 75% ของนกัเรียนทั้งหมด ถานาย ก สอบได 50 คะแนน
แลว ขอใดตอไปน้ีเปนตําแหนงเปอรเซ็นไทลของนาย ก 
 1. 37.5       2. 50.0   3. 75.0       4. 87.5  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 3   (2) 19   (3) 2   (4) 0   (5) 4   (6) 0.7   (7) 6   (8) 100 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 3   (3) 2   (4) 4   (5) 3   (6) 2   (7) 1   (8) 2   (9) 4   (10) 1   (11) 1   
(12) 1   (13) 2   (14) 3   (15) 2   (16) 4   (17) 2   (18) 1   (19) 4   (20) 3   (21) 2   (22) 1   
(23) 4   (24) 3   (25) 3   (26) 4   (27) 1   (28) 4 
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เตรียมเอ็นทรานซ : มีนาคม 2547 ชุดที่ 2 
 
ตอนที่ 1   ขอ 1 – 8 เปนขอสอบแบบอัตนัย ขอละ 2 คะแนน 
 

1. ให N  เปนเซตของจํานวนนับ และกําหนด A { 2, 1,0,1}= − −  
จะไดวา จํานวนฟงกชันจาก A  ไป A  โดยที่ ถา x N∈  แลว f (x) 0≥  
แตถา x N∉  แลว f (x) 0<  เปนเทาใด 
 

2. จํานวนเต็ม k  ที่นอยที่สุดที่ทําใหอสมการ 3 2x 6x 9x 1 k− + + ≤  เปนจริง 
สําหรับทุกๆ คา x [0,3]∈  มีคาเทากับเทาใด 
 

3. กําหนดให arctanx arctan(1/3) arctan(1/2)= +  
และ arcsiny arcsin(1/ 10) arcsin(1/ 5)= +  
แลว (x y)(x y)− +  มีคาเทากับเทาใด 
 

4. กําหนดให 
x y 4

A 3 8 0
x y 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 โดยที่โคแฟกเตอรของ 21a 6= −  และ 

โคแฟกเตอรของ 23a 4=  แลว โคแฟกเตอรของ 33a  มีคาเทากับเทาใด 
 

5. ถาจํานวนเชิงซอน 1 3
z i

2 2
= +  แลว คาสัมบูรณของ 

2

18

z z
z i

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 เทากับเทาใด 
 

6. สําหรับแตละจํานวนเต็มบวก n  ถา nz  เปนจํานวนเชิงซอนซ่ึงกําหนดโดย 
n

nz 1 2 3i−= − −  แลวลิมิตของลําดับ n n na z z=  มีคาเทากับเทาใด 
 

7. ในการแบงนักเรียนซึ่งมีผูชาย 3 คนและผูหญิง 5 คน ออกเปนกลุม A และ B กลุมละ 4 คน 
ความนาจะเปนที่ในแตละกลุมน้ันมีผูชายอยูดวยเปนเทาใด (ตอบทศนิยม 2 ตําแหนง) 
 

8. ผลการสอบวิชาคณิตศาสตรซ่ึงคะแนนเต็มเทากบั 100 คะแนน ของนักเรียนหองหน่ึงเปน 
ดังตาราง สุดาและสุรชัยเปนนักเรียนในหอง
ดังกลาว ถาสดุาไดคะแนนในตําแหนงควอรไทลที่ 
3 และสุรชัยไดคะแนนในตาํแหนงมัธยฐาน ดังน้ัน
สุดาไดคะแนนมากกวาสุรชัยอยูกี่คะแนน 
 
 
 
 

คะแนน จํานวนนักเรียน 
90 – 99 
80 – 89 
70 – 79 
60 – 69 
50 – 59 
40 – 49 
30 – 39 

10 
25 
30 
20 
10 
4 
1 
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ตอนที่ 2   ขอ 1 – 28 เปนขอสอบแบบปรนัย ขอละ 3 คะแนน 
 

1. กําหนดให A { ,0,1,{0}}= ∅  และ B {1,{0},{0,1}}=  
ถา P(X)  แทนเพาเวอรเซตของ X  แลว n(P(A) B) n(P(B) A)− + −  มีคาเทากับเทาใด 
 1. 17        2. 20   3. 21        4. 22  
2. สมาชิกที่เปนจํานวนเตม็ของ {x 0 | x≥  หาร 720  ลงตัว และ x  หาร 5000  ไมลงตัว}  
มีจํานวนเทากบัขอใดตอไปนี้ 
 1. 10  ตัว      2. 12  ตัว  3. 20  ตัว      4. 22  ตัว 
3. ให A  เปนเซตคําตอบของสมการ x 4 x 3 1− + − =  

และ B  เปนเซตคําตอบของอสมการ 4 2
x 2 x 1

≥
− +

 

แลวขอใดเปนสับเซตของ B A−  
 1. (1.5,2.5)       2. (2.5,3.5) 3. (3.5,4.5)       4. (4.5,5.5)  
4. พิจารณาขอความตอไปนี้ 
     ก. ถา (p q) (r s)→ ∧ ∨  เปนจริง และ q s∨  เปนเท็จ แลว (q p) (r s)∨ → ∧  เปนจริง 
     ข. [(p q) (p q)] [( p q) ( p q)]∧ → ∨ ↔ ∧ → ∨∼ ∼ ∼ ∼  เปนสัจนิรันดร 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
5. หากกําหนดเอกภพสัมพัทธเปน { }U 1,0,1= −  แลว 
ประพจนในขอใดตอไปน้ีมีคาความจริงตางจากขออ่ืน 
 1. 2x(x 0 x 0)∀ > ∨ =   2. 2x(x 0) x(x 0)∀ > ∨∀ =  
 3. 2x(x 1 0 x 1)∃ + > ∧ ≠   4. 2x(x 1 0) x(x 1)∃ + > ∧ ∃ ≠  
6. กําหนดให 2

1r {(x,y) R R | y x 3}= ∈ × < −  
และ 2r {(x,y) R R | 2y 3(x 1) 4x}= ∈ × + + >  
แลวขอใดตอไปน้ีถูกตอง 
 1. ( 1, 2)− −  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r∩  
 2. (3/2, 3/4)−  เปนจุดต่ําสุดในเซต 1 2r ' r∩  
 3. (3/2, 3/4)−  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r−  
 4. ( 1, 2)− −  เปนจุดสูงสุดในเซต 1 2r ' r−  
7. กําหนดให f (x) x 1= +  และ 2g(x) (x 1)= −  พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. gof fogD D=  และ gof fogR R=       ข. gof gofD R≠  และ fog fogD R≠  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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8. กําหนดให 2f (x) x 1= −  และ 3g(x) x 1= −  พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. 1f g−+  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [0, )∞  
     ข. 1fog−  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง [0, )∞  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
9. ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ถา cosx 1/ 5= −  แลว tanx 2= −  

2. ถา tanx 2=  แลว cosx 1/ 5=  
3. tan(arccos( 1/ 5)) 2− = −  
4. arccos( 1/ 5) arctan( 2)− = −  

10. ถา A  เปนจุดบนแกน y  ซ่ึงอยูหางจากจุด (2,2)  และ (1, 1)−  เปนระยะทางเทากัน 
และจุด B  มีพิกัดเปน (4,5)  แลว สมการของวงกลมที่มี AB  เปนเสนผานศูนยกลางเสนหนึ่ง 
ตรงกับสมการในขอใดตอไปน้ี 
 1. 2 2x y 4x 6y 9 0+ − − + =   2. 2 2x y 4x 6y 5 0+ − − + =  
 3. 2 2x y 4x 8y 15 0+ − − + =  4. 2 2x y 4x 8y 12 0+ − − + =  
11. วงรีและไฮเพอรโบลามีจุดโฟกัสอยูที่ตําแหนงเดียวกัน คือ (0,2)  และ (0, 2)−  ถา
อัตราสวนของระยะทางจากจุดศูนยกลางไปยังจุดโฟกัส ตอระยะทางจากจุดศูนยกลางไปยังจุด
ยอด (c : a ) ของวงรีและไฮเพอรโบลา เปน 1/2  และ 2  ตามลําดับ แลวขอใดเปนจุดที่วงรี
และไฮเพอรโบลานี้ตัดกัน 
 1. ( 3, 1)± ±       2. ( 3, 2)± ±  3. ( 1, 3)± ±       4. ( 2, 3)± ±  
12. ให 3 2 3A {x R | (x 1) 5(2x 3) 2 x 4 1 0}= ∈ + − − + − + =  
และ 2

3x 3B {x R | log 9 (log x) 2}= ∈ + =  

แลว 3

a
C {log | a A

b
= ∈  และ b B}∈  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. {0,1,3}       2. {0,1,9}  3. {1,3,1/9}       4. {1,3,27} 
13. ถาจํานวนจริง x  ทั้งหมดที่สอดคลองกับอสมการ 

42 83 33 3
(log x log x log x log x ...) 1− + − + <  
คือชวง (a,b)  แลวคาของ a b+  เทากับขอใดตอไปนี้ 
 1. 3        2. 2 3   3. 3 3       4. 4 3  

14. กําหนดให cos cos4
A

sin2 sin3
θ θ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− θ θ⎣ ⎦
 เม่ือ 

12
θ =

π  

แลว tdet(2A )  มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 3        2. 2   3. 3        4. 2 3+  
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15. กําหนดสมการจุดประสงค C(x,y) 5x 2y= +  โดยมีเง่ือนไขดังน้ี x 2y 5+ ≥ , 
3x y 10+ ≥ , 3x 8y 8− ≤ , x 0≥  และ y 0≥  จะไดวาคาต่ําสุดของ C  เทากับขอใด
ตอไปน้ี 
 1. 15        2. 17   3. 20        4. 21  
16. ให u  และ v  เปนเวกเตอรที่มีสมบัติ u v= , u v 3⋅ =  โดยที่ v i j= +  
ขอใดตอไปน้ีเปนขนาดของมุมระหวางเวกเตอร u  กับแกน x  ที่เปนไปได 
 1. 15°        2. 30°   3. 45°       4. 60°  
17. ให u 2i 4 j= +  และ AB

JJJK
 เปนเวกเตอรที่ขนานกับ u  โดยจุด A  อยูที่ (1, 2)−  และจุด 

B  อยูบนเสนตรง y 3x 2= −  ดังน้ัน AB : u
JJJK

 มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 1. 1.5        2. 2   3. 2.25       4. 4  
18. ถา 1 2 3z ,z ,z  เปนรากของสมการ 3z 5 2 i+ =  
แลว 2 2 2

1 2 3z z z+ +  คือคาในขอใดตอไปนี้ 
 1. 3        2. 3 3   3. 9        4. 9 3  
19. กําหนดให f (x)  เปนฟงกชันพหุนามกําลังสามที่มีสัมประสิทธิเ์ปนจํานวนจริง และ
สัมประสิทธิข์อง 3x  เทากับ 1 ถา f (x)  มี x 1−  เปนตวัประกอบหนึง่, x 2−  หาร f (x)′  
และ f (x)′′  เหลือเศษ 2  เทากัน แลวขอใดตอไปนี้เปนสมการเสนสัมผัสโคง y f (x)=  ณ จุด
ซ่ึง x 2=  
 1. y 2x 2= +     2. y 2x=  
 3. y 2x 2= −     4. y 2x 4= −  

20. กําหนด log(x 4) x
f (x) 10

25
− −= +  

ถาความชันของเสนสัมผัสโคง y f (x)=  ที่จุด (a, f (a))  เทากับ 24
25

−  

แลวจํานวนจรงิ a  ที่เปนไปได มีทั้งหมดกี่จํานวน 
 1. 0        2. 1  3. 2        4. 3  

21. คาของ 
2 14

2
2

1 0

x 1
dx (4 x) dx

x
⎛ ⎞+

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  เทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 10        2. 14   3. 20        4. 24  
22. พิจารณาขอความตอไปน้ี 

     ก. 
3

3

1

(x 4x)dx 4
−

− =∫        ข. ขนาดพื้นที่ที่ปดลอมดวยโคง 3y x 4x= −  

กับแกน x  ในชวง x 1= −  ถึง 3  เทากับ 12  ตารางหนวย 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
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23. พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. จํานวนวิธีรอยมาลยัวงกลมดวยดอกไม 5 ชนิด โดยดอกมะลิและดอกดาวเรืองตองอยู
ติดกัน เทากับ 12 วิธ ี
     ข. จํานวนวิธีจัดนักเรียน 5 คนเปนวงกลม โดยเด็กหญิงมะลิและเด็กหญิงดาวเรืองตองอยู
ติดกัน เทากับ 12 วิธ ี
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
24. ถานาย ก พูดความจริง 3 ใน 4 ครั้ง และนาย ข พูดความจริง 5 ใน 6 ครั้ง แลวคํากลาวใน
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดความจริงพรอมกัน เทากับ 4 ใน 5 ครั้ง 
 2. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดความจรงิพรอมกัน เทากับ 1 ใน 3 ครั้ง 
 3. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดขัดแยงในเรื่องเดียวกัน เทากับ 4 ใน 5 ครั้ง 
 4. ความนาจะเปนที่ทั้งสองคนจะพูดขัดแยงในเรื่องเดียวกัน เทากับ 1 ใน 3 ครั้ง 
25. การจายโบนัสใหกับพนักงานของบริษัทหนึ่งเทากบั 1,000 บาทบวกกบั 2 เทาของเงินเดือน 
พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. คาเฉลี่ยเลขคณิตของโบนัส เปน 2 เทาของคาเฉลี่ยเลขคณิตของเงินเดือน 
     ข. ความแปรปรวนของโบนัส เปน 2 เทาของความแปรปรวนของเงินเดือน 
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
26. จากตารางตอไปน้ีซ่ึงขอมูลชุด x และ y มีความสัมพันธเชิงฟงกชันกันแบบเสนตรง 

x -2 -1 1 2 
y -2 1 3 4 

ถาการทํานายคา x และ y ใชระเบียบวธิีกาํลังสองนอยที่สุด พิจารณาขอความตอไปน้ี 
     ก. ถา y 3=  ทํานายไดวา x 1=       ข. ถา x 1=  ทํานายไดวา y 3=  
ขอใดตอไปน้ีถูก 
 1. ก. ถูก และ ข. ถูก   2. ก. ถูก และ ข. ผิด 
 3. ก. ผิด และ ข. ถูก   4. ก. ผิด และ ข. ผิด 
 
 
 
 



Math E-Book Release 1.0   Kanit M.   313 

27. ขอมูลชุดหนึ่งมีการแจกแจงแบบปกติ โดยที่คาสูงสุดของขอมูลอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทล
ที่ 97.5 และคาต่ําสุดของขอมูลอยูในตําแหนงเปอรเซ็นไทลที่ 33 ถาสวนเบีย่งเบนมาตรฐานของ
ขอมูลเปน 10 คะแนน แลวพิสัยของขอมูลชุดนี้มีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 
 กําหนดตารางแสดงพื้นที่ใตโคงปกติมาตรฐาน ดังน้ี 

z 0.170 0.440 0.475 1.960 
A 0.0675 0.1700 0.1826 0.4750 

 1. 14.0       2. 15.2   3. 19.6       4. 24.0  
28. ตารางตอไปน้ีแสดงปริมาณและราคาของสินคา ในป พ.ศ. 2542 และ พ.ศ. 2546 

ราคา (พันบาท) ปริมาณ (รอยเครื่อง) 
รายการสินคา 

2542 2546 2542 2546 
เครื่องจักร A 3 5 100 150 
เครื่องจักร B 4 6 a 2a 

 

ถาดัชนีราคาสินคาในป พ.ศ. 2546 โดยใชป พ.ศ. 2542 เปนปฐาน แบบใชราคารวมโดยถวง
นํ้าหนักดวยวธิีของลาสไพเยอเรส มีคาเทากับ 160 แลว a จะมีคาเทากับขอใดตอไปน้ี 

 1. 50.0       2. 37.5   3. 25.0       4. 12.5  
 
 
เฉลย 
ตอนที่ 1   (1) 16   (2) 5   (3) 0.5   (4) 14   (5) 1.5   (6) 10   (7) 0.86   (8) 9 
ตอนที่ 2   (1) 3   (2) 4   (3) 4   (4) 1   (5) 2   (6) 3   (7) 4   (8) 1   (9) 3   (10) 2   (11) 2   
(12) 1   (13) 3   (14) 4   (15) 2   (16) 1   (17) 1   (18) 3   (19) 3   (20) 2   (21) 2   (22) 1   
(23) 3   (24) 4   (25) 4   (26) 2   (27) 4   (28) 1 
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สถิติคะแนนสอบเอ็นทรานซ : 2541 – 2546 
 
•  ที่มา : http://entrance.mis.mua.go.th/ 
และ http://www.entrance.co.th/newentinfo/stat/stat.asp 
 

คะแนน 0-10 
(ต่ําสุด) 

11-20 21-30 
(เฉลี่ย) 

31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100 
(สูงสุด) 

รวม 
(SD) 

ต.ค.41 
 

มี.ค.42 
 

ต.ค.42 
 

มี.ค.43 
 

ต.ค.43 
 

มี.ค.44 
 

ต.ค.44 
 

มี.ค.45 
 

ต.ค.45 
 

มี.ค.46 
 

ต.ค.46 
 

4,495 
(0.00) 
1,141 
(3.00) 
5,884 
(0.00) 
2,464 
(0.00) 
6,958 
(2.00) 
1,866 
(3.00) 
5,341 
(2.00) 
3,733 
(3.00) 
3,805 
(2.00) 
2,589 
(0.00) 
1,508 
(3.00) 

40,972 
 

21,383 
 

46,996 
 

25,754 
 

53,464 
 

24,474 
 

47,058 
 

34,141 
 

43,527 
 

32,096 
 

31,938 

61,452 
(25.28) 
52,528 
(28.77) 
65,383 
(24.58) 
50,432 
(28.73) 
71,551 
(24.46) 
53,865 
(29.23) 
77,649 
(24.66) 
58,352 
(25.48) 
85,139 
(24.91) 
59,202 
(26.20) 
86,787 
(27.26) 

25,434 
 

31,526 
 

25,631 
 

29,863 
 

22,916 
 

25,366 
 

21,070 
 

18,501 
 

25,799 
 

22,551 
 

34,843 

6,044 
 

8,711 
 

5,766 
 

10,149 
 

6,543 
 

9,860 
 

6,007 
 

6,493 
 

5,564 
 

6,324 
 

8,895 

1,867 
 

2,684 
 

1,611 
 

3,720 
 

2,445 
 

4,107 
 

2,271 
 

2,472 
 

1,370 
 

2,199 
 

2,443 

621 
 

1,015 
 

582 
 

1,481 
 

1,138 
 

2,045 
 

1,011 
 

858 
 

384 
 

836 
 

858 

243 
 

368 
 

211 
 

628 
 

570 
 

1,010 
 

412 
 

203 
 

96 
 

310 
 

287 

74 
 

105 
 

62 
 

181 
 

255 
 

541 
 

128 
 

50 
 

14 
 

70 
 

79 

30 
(100.00) 

15 
(100.00) 

13 
(97.00) 

46 
(100.00) 

57 
(98.00) 

177 
(100.00) 

43 
(100.00) 

1 
(92.00) 

3 
(95.00) 

13 
(97.00) 

9 
(97.00) 

141,232 
(9.74) 

119,476 
(10.20) 

152,139 
(9.51) 

124,718 
(11.49) 

165,897 
(10.64) 

123,311 
(12.64) 

160,990 
(10.01) 

124,804 
(10.31) 

165,701 
(8.61) 

126,190 
(10.05) 

167,647 
(9.23) 
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